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本 书 是 进行 科学 计算 的 常备 工具 书 ,内 容 新 颖 ,查阅 方便 ,实用 性 强 . + 
要 介绍 生产 ,科研 .管理 教学 等 实践 中 在 计算 机 上 使 用 的 各 种 计算 方法 和 技 
巧 . 全书 分 为 14 章 , 依 次 为 数值 计算 概论 .插值 法 、 函 数 副 近 与 曲线 拟 合 、 数 
值 积分 与 数值 微分 .方程 求 根 、 线 性 方程 组 的 直接 解法 和 迭代 解法 .矩阵 特征 
值 问题 . 非 线性 方程 组 数值 解 与 最 优化 方法 、 常 微分 方程 初 值 问 题 和 边 值 问 
题 的 数值 解法 , 偏 微 分 方程 的 数值 解法 、 多 重 网 格 法 和 积分 方程 数值 解法 . 每 
种 方法 均 配 有 例题 ,便于 读者 理解 .掌握 和 使 用 . 书 末 还 附 有 中 文 -外 文案 引 、 
外 文 -中 文案 引 以 及 外 国人 名 表 . 

本 书 可 供 广 大 科研 人 员 .技术 人 员 ,管理 干部 .计算 工作 者 及 高 等 院 校 师 
EEA. . 
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随 着 计算 机 科学 技术 的 飞速 发 展 ,人 类 正 进入 信息 时 代 . 

信息 时 代 是 应 用 数学 大 发 展 的 时 代 , 人 类 长 期 积累 起 来 的 知 
识 体系 ,正面 临 着 第 3 次 数学 化 . 数学 思想 ,数学 方法 与 数学 模型 
随 着 计算 机 的 广泛 应 用 ,日 益 渗 透 到 各 种 行业 中 去 . 

当代 ,除了 古典 的 数学 理论 (初等 数学 , 微 积分 学 ,微分 方程 ， 
复 变 函数 等 ) 早 已 得 到 广泛 的 应 用 外 ,一 些 比较 抽象 的 现代 数学 理 
论 ( 集 合 论 .数理 逻辑 ,范畴 论 、 抽 象 代数 、. 泛 代数 .代数 几何 、 拓 扑 
学 、 泛 函 分 析 等 ) 以 及 一 些 新 兴 的 数学 理论 (随机 过 程 . 时 间 序 列 、 
运筹 学 最 优化 理论 有限 元 方法 、 模 糊 数学 、 混 沌 与 分 形 等 ) 也 逐 
渐 地 成 为 社会 生产 ,科学 实验 ,工程 技术 及 经 济 管理 中 不 可 缺少 的 
工具 ,应 用 数学 的 适用 范围 正在 迅速 地 扩大 . 

为 了 满足 日 益 增 长 的 社会 需求 ,清华 大 学 应 用 数学 系 (现代 应 
用 数学 手册 ) 编 委 会 ,组织 编写 了 这 套 多 卷 集 的 手册 . 

本 书 读者 是 理 、 工 、 医 、 农 、 经 管 等 各 个 领域 中 的 广大 工程 技 
术 人 员 .科研 人 员 , 大 、 中 专 院 校 的 教师 .学 生 、 研 究 生 及 其 他 使 
用 数学 工具 的 实际 工作 者 .其 中 有 些 内 容 对 于 中 学 生 也 是 适 
用 的 . 

编者 力求 使 本 书 成 为 一 套 高 质量 的 工具 书 , 它 有 下 列 特点 : 

(1) 内 容 “ 新 颖 ” 本 书 力求 做 到 内 容 现代 化 , 除 用 现代 观点 
介绍 古典 内 容 外 ,对 已 出 现 的 新 理论 .新 方法 尽量 优先 选 人 . 

(2) 突出 “应 用 ” 本 书 在 选材 上 突出 数学 理论 的 应 用 ,以 通 
俗 易 懂 的 方式 着 重 介绍 在 现代 科学 技术 等 实际 领域 中 应 用 广泛 的 
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数学 理论 和 方法 . 

(3) 紧密 “结合 ”计算 机 应 用 ”为 了 更 有 效 地 应 用 数学 方法 解 
决 各 种 实际 问题 ,广大 科技 人 员 人 迫切 要 求 数学 方法 与 计算 机 应 用 
相 结 合 ,提高 工作 效率 . 为 此 ,本 书 在 结合 计算 机 应 用 方面 ,给 予 特 
别 的 重视 . 

(4) 版 面 设 计 “ 合 理 ”, 便 于 迅速 查阅 ”为 方便 读者 使 用 ,本 书 
采用 了 一 套 较为 完善 的 索引 体系 . 除 正 文中 章 , 节 的 编号 沿用 国际 
通行 的 十 进 制 编号 外 ,对 于 重要 的 定义 .定理 ,例题 .公式 、 图 、 表 等 
均 有 编号 . 读者 可 以 从 (1) 目录 ,(2) 中 文 一 外 文 索引 ,(3)》 外 文 一 
中 文 索引 等 三 种 途径 ,迅速 找到 所 需 资 料 . 此 外 ,本 书 对 载 人 的 外 
国 科学 家 人 名 ,尽量 采用 “名 从 主人 ”的 原则 . 

O 数学 符号 力求 “统一 ”与 国际 化 ”鉴于 目前 国内 各 种 文 
献 : 书 籍 中 使 用 的 数学 符号 不 够 统一 与 国际 化 ,增加 了 读者 阅读 时 
的 困难 . 本 书 除 按 国家 标准 GB 3102 一 93 外 ,兼用 国际 数学 界 权 威 
著作 《数学 大 百科 辞典 》(Encyclopedic Dictionary of Mathematics, 
EDMD) 中 的 符号 为 标准 . 对 于 不 在 上 述 文献 中 的 其 他 新 符号 , 则 选 
用 较为 流行 者 . 

本 手册 各 卷 内 容 独 立 完整 ,便于 个 人 读者 与 团体 读者 按 需 选 
购 ; 当前 应 用 数学 急剧 发 展 , 编 委 会 在 条 件 成 熟 的 时 候 ,还 将 增 出 
新 卷 . 

本 书 的 编撰 是 与 清华 大 学 应 用 数学 系 领导 ,特别 是 萧 树 铁 教 
授 的 热心 支持 ,编辑 委员 会 各 位 编 委 的 通力 协作 ,校内 外 的 许多 教 
师 .科研 工 作者 的 大 力 支持 分 不 开 的 ,编者 深 致 谢意 . 

在 编辑 出 版 过 程 中 ,还 得 到 清华 大 学 出 版 社 的 热情 支持 . 

本 书 从 编撰 到 出 版 ,历尽 艰辛 . 饮水 思源 ,编者 还 要 感谢 本 书 
的 发 起 人 ,清华 大 学 应 用 数学 系 陆 璇 教授 ,北京 出 版 社 李 利 军 编辑 
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及 已 故 的 北京 出 版 社 社 长 王政 人 先生 . 
最 后 ,编者 还 要 对 夫人 王 华 敏 表示 谢 忱 ,没有 她 的 深刻 理解 ,热情 
支持 与 持久 的 帮助 ,本 书 也 难以 问世 . 
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数学 符号 表 


定义 
定义 且 赋 值 /赋值 

1, =0, 
maw semal" “一 。 


ak(a 一 1)…(a 一 2 十 1) 
n! 


Rp (a 为 实数 ) 


一 n(n—1)--(m—k+1) 
二 项 式 系数 , 即 LD n 


对 i 从 1 到 项 求 和 


对 i 从 1 到 nn 项 求 积 


虚数 单位 ,i=V 一 1 
复数 z 的 实 部 
复数 z 的 虚 部 
复数 z 的 模 
复数 z 的 复 角 
复数 > 0336396 
F KH 
闭 区 间 
半 开 区 间 

无 穷 大 
收敛 于 /映射 


等 价 

推理 
序列 {a, } 的 极限 
函数 了 在 点 z 的 值 
函数 
函数 f 的 均 差 


函数 了 对 xz 的 导数 
函数 了 对 z 的 n 阶 导数 
函数 对 的 偏 导数 
函数 f 对 x,y 的 混合 偏 导数 


函数 了 X< R m 次 偏 导 数 ,再 对 y 求 n 


次 偏 导数 
f(z) 的 近似 值 - 


9 沿 方向 n 的 方向 导数 


9 的 梯度 

拉 普 拉 斯 算 子 
离散 拉 普 拉 斯 算 子 
n 阶 和 矩阵 其 元 素 为 ay 
4 的 增 广 矩阵 

n 阶 单位 矩阵 


矩阵 A BJ Je a PE HE RF 
JERE A 的 转 置 矩阵 
JERE A HURAE RE 


adjA/A ` 方 阵 4 的 伴随 矩阵 
(A,) 矩阵 序列 A ,A ，… ,A ，… 
(x,) 向 基 序 列 1 
diag(di ,ds ,…,d,) ”对 角 线 元 素 为 di,d,,…,d, 的 对 角 阵 
detA/|A| 方 阵 4 的 行列 式 
D, 矩阵 4 的 顺序 主子 式 
o(A) 矩阵 A 的 谱 
tr(A) 矩阵 A 的 迹 
o(4) 和 矩阵 4 的 谱 半 径 ` 

全 称 量词 

存在 量词 


实数 集 

自然 数 集 ( 包 括 零 在 内 ) 
正 自 然 数 集 

整数 集 

有 理 数 集 

n 维 实 空间 

Rm nXm 维 实 空间 

n 维 复 空间 

n X m 维 复 空间 


a HO C DƏ l U 6 m u < 
% 
Ni 
$ 


QQ 
x 
3 


span(@, pst son? 


cond(A) 

Ç t. la) 

ab 

rrj 

a[1 : p] 

C[1 : n,1 : m] 
AL * si: j] 
Ali: j, w] 

O 
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H Pi *@+ + **" PN 生成 的 线性 空间 
解 域 

解 域 边界 

离散 解 域 
离散 解 域 的 边界 

0 上 全 部 连续 函数 的 集合 
0 E n 阶 连续 可 微 函数 的 集合 
上 确 界 

下 确 界 

6 函数 

下 的 向 前 差分 

下 的 nn 阶 向 前 差分 

了 的 向 后 差分 

了 的 nn 阶 向 后 差分 

下 的 中 心 差分 

不 变 算 子 :If,= 了 /, 

移 位 算 子 :Ef, = f... 

向 量 或 矩阵 的 范 数 
矩阵 4 的 条 件数 
函数 内 积 或 向 量 内 积 
单元 a 和 单元 6 交换 

和 矩阵 的 第 ; 行 与 第 / 行 交换 


力 个 元 素 的 一 维 数 组 


n fT m 列 和 矩形 数组 

和 矩阵 4 的 第 i 列 到 第 j 列 的 所 有 元 素 
EBE 4 的 第 i 行 到 第 j 行 的 所 有 元 素 
f(z) 二 Ol(g(z)) 表 示 当 z—a Bf, 
f(z)/g(z) 有 界 


(z|P(z)) 


f(r) 二 olg(zx)) 表 示 当 za 时 ， 

f (z)/g(z)—0 

ER ,i=k(modn) Ep k RLA n Ri 
空间 M 的 维 数 

n 阶 多 项 式 的 集合 

使 性 质 P(z) 成 立 的 全 体 zx 组 成 的 集合 
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数学 符号 表 … 
1 数值 计算 概论 … BREE EEE TEAT 
11 数值 分 析 的 对 象 与 特点 eee 
1.1.1 研究 对 象 … 
1.1.2 主要 特点 pe 
1.1.3 数值 问题 与 数值 方法 …………… 
1.2 误差 与 有 效 数字 … eee vessonasseeesse esos oesessose sss... 
1.3.2 函数 求 值 的 误差 估计 
1.3.3 误差 分 析 方 法 .pe 
1.4 ”误差 的 定性 分 析 与 运算 原则 ………… he 
1.4.1 算法 的 数值 稳定 性 ee 
1.4.2 病态 问题 与 条 件数 pe 13 
1.4.3 数值 运算 的 简单 原则 pp J4 
LS “并行 算 法 及 其 基本 概念 ，pe 17 
1.5.1 并 行 算 法 及 其 分 类 - oooooooseioeooeesoe。 ]7 
1.5.2 并 行 算法 基本 概念 及 设计 原则 … 2 
2 插值 法 …… AT . 
2.1 引言 .pe 
2.1.1 插值 的 意义 ee 
2.1.2 播 值 问题 的 提 法 pp 24 
. 12. 
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2.1.3 择 值 多 项 式 的 存在 惟一 性 ` coses oss cecoososssesoooose 26 
拉 格 朗 日 插值 … pr pe 

2.2.2 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 - e. 

2.2.3 Q&I ----....... 下 

2.3.3 计算 工作 量 ………… 2 
均 差 与 牛顿 插值 ……………… .34 
2.4.1 3908 š ee < 84 
2.4.2 牛顿 播 值 公 武 pe 36 
2.4.3 计算 工作 量 .pe 37 
et “ee 38 
2.5.1 差分 ed sas .. 38 
2. 5.2 牛顿 差分 插值 公式 - 41 
2.5.3 高 斯 公式 QQ .......... 2 
2.5.4 斯 特 林 公式 QQ... ali 
2.5.5 贝 塞 尔 公 式 . ooooeooooooeeeoeeooooooooooooeeoooeeee 44 
2.5.6 qasataqa N re 
埃 尔 米 特 插值 … na .48 
2.6.1 一 般 提 法 ` Es +. 48 
2.6.2 Su iq. nak asi. oo 49 
2.6.3 ATT 5 
插值 多 项 式 的 收敛 性 与 稳定 性 … ee 000000 ooooeooooe。 54 
2.7.1 pahede a E 54 
2.7.2 插值 函数 的 稳定 性 pe 
AEA... s. 
2.8.1 分 段 线性 插值 eeen 
2.8.2 分 段 三 次 埃 尔 米 特 插值 

样 条 插值 … n 
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2.9.3 三 次 样 条 播 值 问题 的 提 法 ` eeeeeesoeseee 
2.9.4 均匀 分 划 的 三 次 样 条 插值 函数 
2.9.5 任意 分 划 的 三 次 样 条 插值 函数 
2.9.6 三 次 样 条 插值 的 收 化 性 …………… 
2.10 EH- PN a i 
2.10.1 插值 与 反 插值 ` Sad snd 
2.10.2 利用 函数 的 插值 多 项 式 反 插 …… 
2.10.3 ”构造 反 函 数 的 插值 多 项 式 eee 
2.11 有 理 函 数 插值 . oooeeeeseeeoe 
2.11.1 有 理 插值 的 存在 惟一 性 ` 
2.11.2 蒂 埃 勘 倒 差 商 算法 - 
3.1 函数 空间 的 范 数 与 最 信 泛 近 问题-… . 
3.1.1 RAEES KASA e 
3.1.2 REEM eee 
3.2 最 佳 一 致 逼近 .ee 
3.2.1 连续 函数 的 一 臻 逼近 +... ste sse sss 
3.2.2 最 佳 一 致 过 近 多 项 式 Za oss pss osa od no Di T 
3.3 BAEZ ETR H PUAT jeee ereere rerere treser eee ree 
3.3.1 最 佳 一 致 线性 通 近 pe 
3.3.2 列 梅 兹 算法 pe 
3.4 正 交 多 项 式 … oooese ooeeeeseesos 
3.4.1 Sa ° 
3.4.2 勒 让 德 多 项 式 … 5 
3.4.3 切 比 雪夫 多 项 式 … 
3.4.4 wu — 
3.5 最 佳 平方 逼近 、 ee 
3.6 用 正 交 函 数 族 作 最 佳 平方 逼近 - 
3.6.1 最 佳 平方 逼近 与 广义 仁 里 时 级 数 …… 
. ]4 » 


3 
3 
3.12 
3 
3 


数值 积分 与 数值 微分 …… 


4.1 
4.2 


3.6.2. 用 勒 让 德 多 项 式 作 平方 通 近 Q... ................. 
3.6.3 ”截断 切 比 雪夫 级 数 …………… 

近似 最 佳 一 致 通 近 QQ... 
3.7.1 泰勒 级 数 项 数 的 节约 ……… sss ese ese ose ceo soecoeose 
3.7.2 切 比 雪夫 多 项 式 零点 插值 
EFENI UN, T ee 
3.8.2 线性 最 小 二 乘 逼 近 eoeosa daa sss cs00r ortosttassssssssrsado st 
3.8.3 JHIEX 3 | URA ereere 126 
3.8.4 en ASIS Pk 128 
WEH - oo 28 
3.9.1 REPES SAirr 128 
3.9.2 ”快速 傅 里 叶 变 换 …*…………… os 

有 理 通 近 与 连 分 式 … 
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1 数值 计算 概论 
1.1 数值 分 析 的 对 象 与 特点 


1.1.1 研究 对 象 


数值 分 析 即 计算 数学 ,是 数学 的 一 个 分 支 , 它 的 研究 对 象 是 利 
用 计算 机 求解 各 种 数学 问题 的 数值 方法 及 有 关 理 论 . 内 容 包 括 函 
数 的 数值 逼近 (代数 插值 与 最 佳 逼 近 ) ,数值 积分 与 数值 微分 , 非 线 
性 (代数 的 与 超越 的 ?方程 (组 ) 的 数值 解法 ,数值 线 代 数 (线性 代数 
方程 组 的 解法 与 矩阵 特征 值 问题 的 计算 ), 常 微分 方程 的 数值 解法 
及 偏 微分 方程 的 数值 解法 等 . 

数值 分 析 也 称 计算 方法 , 它 所 以 成 为 数学 中 的 独立 分 支 , 一 方 
面 是 数学 本 身 的 发 展 为 之 提供 了 可 能 , 另 一 方面 是 20 世纪 40 年 
代 电 子 计算 机 的 问世 使 之 成 为 必要 . 在 数学 发 展 中 ,理论 和 计算 是 
紧密 联系 的 ,逐渐 积累 了 越 来 越 多 的 数值 方法 . 因此 ,计算 方法 中 
不 少 方法 是 传统 的 (一 些 方法 的 命名 就 表明 了 这 一 点 ), 它 们 在 19 
世纪 或 18 世纪 ,甚至 更 早 一 些 时 候 就 已 建立 . 现代 计算 机 的 出 现 
为 大 规模 的 数值 计算 创造 了 条 件 , 集 中 而 系统 地 研究 适用 于 计算 
机 的 数值 方法 立即 变 得 十 分 迫切 和 必要 . 数值 分 析 并 不 仅仅 是 一 
些 数 值 方法 的 简单 积累 ,而 且 揭示 包含 在 多 种 多 样 的 数值 方法 之 
间 的 相同 的 结构 和 统一 的 原理 . 它 在 大 量 的 数值 计算 实践 和 理论 
分 析 工 作 的 基础 上 迅速 发 展 着 , 原 有 的 方法 有 的 使 用 至 今 ,有 的 逐 
步 被 淘汰 ,而 新 的 方法 和 新 的 理论 不 断 地 产生 . 


1.1.2 主要 特点 


数值 分 析 有 以 下 三 个 主要 特点 : 

第 一 ,面向 计算 机 ,提供 实际 可 行 的 常用 算法 . 具体 地 讲 ,由 于 计 
算 机 能 够 进行 加 \ 减 , 乘 、 除 四 则 运算 , 故 需要 把 每 个 求解 的 数学 问题 
用 四 则 运算 的 有 限 形 式 的 公式 表达 出 来 . 这 种 公式 只 能 是 多 项 式 或 有 
理 分 式 的 形式 ,通常 称 为 算法 , 它 是 计算 机 能 够 直接 处 理 的 . 

第 二 ,能 够 任意 逼近 ,有 可 靠 的 理论 分 析 . 计算 方法 有 两 类 算 
法 ,一 类 是 精确 的 , 另 一 类 是 近似 的 .所 谓 精 确 算法 是 指 在 没有 运 
算 的 伟人 误差 的 假设 下 ,能 在 确定 的 运算 次 数 内 获得 数学 问题 的 
精确 解 . 近似 算法 本 身 有 方法 误差 ,从 而 在 任何 有 限 的 运算 次 数 内 
只 能 获得 数学 问题 的 近似 解 . 大 多 算法 是 近似 算法 . 由 于 计算 机 字 
长 有 限 , 每 次 运算 都 有 舍 人 误差 ,因此 无 论 精确 算法 还 是 近似 算法 
都 只 能 获得 数学 问题 的 近似 解 . 计算 机 需要 人 们 用 种 种 数学 理论 
和 方法 来 建立 各 个 算法 . 对 近似 算法 要 保证 收敛 性 , 即 近似 解 能 盘 
近 精 确 解 到 任意 的 程度 . 对 每 个 算法 要 保证 数值 稳定 性 ,这 是 指 舍 
入 误差 对 解 的 准确 性 影响 不 大 . 

第 三 ,省 时 间 省 资源 ,有 良好 的 计算 复杂 性 . 一 个 算法 的 计算 
复杂 性 是 指 该 算法 包含 的 运算 次 数 和 所 需 的 存储 量 . 近似 算法 的 
运算 次 数 取决 于 算法 的 收敛 速度 .求解 一 个 数学 问题 ,是 否 选用 或 
建立 计算 复杂 性 好 的 算法 很 重要 ,有 时 会 影响 到 在 现 有 的 计算 机 
上 能 否 真正 实现 . 

从 上 述 特 点 可 以 看 出 ,数值 分 析 的 任务 是 提供 在 计算 机 上 实 
际 可 行 的 ,理论 可 靠 的 ,计算 复杂 性 好 的 各 种 算法 . 


1.1.3 数值 问题 与 数值 方法 


数值 问题 是 指 输入 数据 ( 即 问题 中 自 变量 与 原始 数据 ) 与 输出 
数据 之 间 函 数 关 系 的 一 个 确定 描述 ,输入 输出 数据 可 用 有 限 维 向 
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量 表示 . 根据 这 种 定义 “数学 问题 "不 一 定 是 “数值 问题 ”, 它 往往 
要 用 数值 逼近 方法 才能 转化 为 数值 问题 . 函数 的 插值 与 逼近 就 是 
“数值 分 析 ” 中 最 基本 的 问题 之 一 ,目的 是 提供 各 种 简易 的 途径 ,将 
函数 计算 转化 为 数值 问题 ,才能 在 计算 机 上 处 理 . 对 于 一 个 给 定 的 
数值 问题 有 许多 不 同 的 算法 , 称 为 数值 方法 ,它们 都 给 出 问题 的 近 
似 答案 ,但 所 需 计算 量 和 得 到 的 精度 可 能 相差 很 大 ,必须 选择 面向 
计算 机 计算 复杂 性 好 并 有 可 靠 理论 分 析 的 数值 方法 . 多 数 数 学 问 
题 按 建立 数值 方法 的 基本 线索 大 体 上 可 以 归 为 两 大 类 . 

一 类 数学 问题 包含 非 有 理 函 数 或 未 知 函数 ,如 积分 与 微分 计 
算 、 微 分 方程 求解 等 . 这 类 问题 建立 数值 方法 的 基本 线索 是 : 首先 
利用 函数 的 数值 逼近 或 离散 化 将 原 问 题 化 为 数值 问题 ,然后 去 计 
算 或 求解 数值 问题 以 得 到 原 问题 的 近似 值 或 近似 解 . 例如 ,对 利用 
各 种 方式 得 到 的 函数 的 逼近 多 项 式 进行 求 积分 或 求 导 数 , 可 以 引 
出 各 种 形式 的 数值 积分 或 数值 微分 公式 ; 用 一 组 离散 点 上 待定 值 
代替 连续 自 变量 的 未 知 函 数 ,通过 各 种 逼近 途径 (包括 插值 .数值 
积分 .数值 微分 以 及 泰勒 (Taylor) 展 开 等 ) ,将 微分 方程 离散 化 , 构 
成 微分 方程 的 各 种 数值 解法 . 

另 一 类 数学 问题 主要 是 代数 问题 ,包括 线性 代数 方程 组 的 求 
解 和 矩阵 特征 值 问题 的 计算 ,线性 最 小 二 乘法 等 不 包含 非 有 理 函 
数 , 因 其 本 身 就 是 数值 问题 ,可 以 直接 去 建立 数值 方法 . 非 线 性 ( 代 
数 的 或 超越 的 ) 方 程 的 求解 也 可 归于 此 类 ,因为 它们 仅仅 在 求 函 数 ， 
值 时 可 能 要 借助 于 数值 逼近 . 这 一 类 问题 的 数值 方法 大 致 可 分 为 
直接 法 .法 代 法 和 变换 约 化 法 三 种 .直接 法 是 一 种 精确 算法 ,一 般 
仅 用 于 解 线性 代数 方程 组 . 迭代 法 的 基本 线索 是 针对 确定 类 型 的 
问题 ,寻求 某 种 固定 形式 的 递 推 公式 ,使 得 由 公式 产生 的 序列 收敛 
于 问题 的 解 . 选 代 法 在 计算 方法 中 占有 重要 的 地 位 , 某 些 数值 问题 
如 非 线性 方程 等 主要 应 用 迭代 法 求解 . 目前 ,矩阵 特征 值 问 题 的 大 
多 数 重 要 的 数值 方法 均 利 用 相似 变换 将 矩阵 (近似 地 ) 约 化 为 特殊 
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形式 的 矩阵 ,从 而 使 特征 值 和 特征 向 量 可 以 较 方便 地 近似 求 得 ,这 
类 方法 是 变换 迭代 法 ,可 称 为 变换 约 化 法 . 


1.2 误差 与 有 效 数字 


1.2.1 误差 的 来 源 与 分 类 


应 用 数学 解决 实际 问题 时 首先 需要 建立 数学 模型 . 一 般 地 讲 ， 
数学 模型 是 指 那些 利用 数学 语言 模拟 现实 而 建立 起 来 的 有 关 量 的 
描述 . 数学 模型 通常 总 是 近似 的 ,其 误差 称 为 模型 误差 (model 
error). 

数学 模型 中 常 包含 某 些 参量 ,如 质量 .温度 .电压 等 ,此 类 量 通 
过 观测 确定 ,产生 的 误差 , 称 为 观测 误差 (observational error). 

例 1.2.1 假设 L(z) 是 金属 棱 在 温度 为 1 时 的 长 度 ,其 数学 
模型 为 

; Zi 一 1 十 at 十 2 ， 
其 中 ap 为 参数 . 有 如 下 估计 ， 
a 一 0. 001253 十 10 一 ， 8 一 0. 000068 土 10-， 
则 LC 一 Lt) 是 模型 误差 ,10“' 是 a 与 8 的 观测 误差 . 

数学 模型 常常 不 能 获得 精确 解 ,必须 用 数值 方法 求 近似 解 , 其 
误差 称 为 截断 误差 (truncation error) 或 方法 误差 . 

例 1.2.2 实际 计算 时 ,函数 f 用 泰勒 多 项 式 P, 近似 代替 ， 


P,(z) = f(0) +f. CO a kusa q, i 0), 
则 数值 方法 的 截断 误差 
R(z) = fiz) — Pt) = L O a 


(二 if ， 
其 中 ,6 在 0 与 工 之 间 ， 
有 了 求解 数学 问题 的 算法 后 ,由 于 计算 机 的 字 长 有 限 ,原始 数 
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据 在 计算 机 上 表示 会 产生 误差 ,每 一 次 运算 又 可 能 产生 新 的 误差 ， 
这 种 误差 称 为 会 入 误差 (tounding error) 或 计算 误差 . 
例 1.2.3 实际 计算 时 ,用 3. 14159 近似 代替 x, 则 使 人 误差 
R=x—3. 14159=0. 0000026… 
数值 分 析 中 , 仅 讨论 截断 误差 和 舍 人 误差 . 


1.2.2 误差 概念 
定义 1.2.4 iz 为 准确 值 ,a 为 近似 值 , 记 


Aa £ == & 
Aa 一 工 一 4， a= [I , 
z 这 


称 Aa 为 近似 值 a 的 绝对 误差 (absolute error) 或 误差 ,Ara 为 a 的 
相对 误差 (relative error). 

因为 不 能 求 得 准确 值 zx 才 去 求 近似 值 a ,所 以 ,一 般 不 能 算出 
误差 Aa. 根据 测量 工具 的 精度 或 计算 情况 的 分 析 ,常常 能 够 估计 
1Aa| 的 较 好 上 界 . 用 sa 表示 这 种 上 界 , 它 是 非 负数 , 称 为 绝对 误 
差 界 . 子 是 

| Aa |=| z—a |< ŝa. (1. 2:1) 

这 样 ,就 可 知道 准确 值 x 所 在 的 范围 : a— a< ratda. 所 以 ,只 
能 说 估计 误差 ,而 不 说 计算 误差 . 在 实用 上 ,常用 下 述 写法 来 刻画 
a 的 精度 : x==a 土 6a. 

由 于 工 未 知 ,实际 上 总 是 将 


Aba = A = 2—2 (1.2.2) 


作为 a 的 相对 误差 . 记 


daea, (1.2.3) 
lal 


知道 绝对 误差 界 da 后 便 确定 了 6,4, 显然 ,5,a J | A; a| 的 上 界 , 称 
为 a 的 相对 误差 界 . 
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1.2.3 有效 数字 


在 数值 计算 时 ,必须 保证 各 个 数据 的 每 一 位 是 可 靠 的 ,这 是 一 
切 有 意义 的 计算 的 前 提 . 为 此 ,需要 建立 有 效 数 字 的 概念 . 

当 z 是 准确 值 有 很 多 位 数 时 ,常常 需要 按 字 长 限制 取 z 的 位 
数 来 确定 近似 值 a ,这 个 a 按 四 舍 五 人 规则 来 选取 ,能 保证 绝对 误 
差 最 小 . 例如 

zr=x=3. 14159265… 

取 3 位 ,a 二 3.14, 在 所 有 3 位 数 中 3.14 与 x 的 误差 最 小 ; 取 5 
位 ,a==3.1416, 在 所 有 5 位 数 中 3. 1416 与 x 误差 最 小 . 它们 的 误 
差 均 不 超过 末 位 的 半 个 单位 , 即 


|z=—3.14 |< 1 X102, |x 一 3.1416 |< 1 x10. 
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定义 1.2.5 设 数 z 的 近似 值 
a 一 士 104 X 0.a,as "a, 
其 中 ,每 个 a;(i==1,2;…,n) 是 0 #J 9 中 的 一 个 数字 ,al 关 0. 如 果 a 
的 误差 不 超过 末 位 的 半 个 单位 , 即 


[z—a I< xio, 


则 称 用 a 近似 xz 时 具有 n 位 有 效 数字 (significant digits). 

实际 上 ,有 效 数 字 的 概念 无 非 是 说 : 按 四 使 五 人 规则 得 到 的 
近似 值 ,其 每 一 位 数 都 是 有 效 的 . 

显然 ,有 效 数字 位 数 与 小 数 点 的 位 置 无 关 . 有 效 位 数 越 多 , 绝 
对 误差 和 相对 误差 就 都 越 小 . 

有 了 有 效 数字 概念 后 ,以 下 写法 是 有 区 别 的 ; 

34.01, 34.0100, 

前 者 是 4 位 有 效 数 字 , 后 者 则 表示 6 位 有 效 数字 . 


1.3 误差 估计 与 误差 分 析 


1.3.1 算术 运算 的 误差 界 


定理 1.3.1 设 z 与 y 是 精确 值 ,a 与 5b 是 相应 的 近似 值 , 绝 
对 误差 界 分 别 为 ia 与 ðb, W 
ë(a b) = ğa + ëb, 
8(a) ~| a | b +| b | da, 
3(£)~ 18195 ie las (b Z 0). 
例 1.3.2 a=1.21X3.65 十 9. 81, 其 中 每 个 数据 的 绝对 误差 
界 为 0.005. a 的 绝对 误差 界 
èla) = 8(1.21 X 3. 65) + 8(9. 81) 
as 1. 21 X 0. 005 + 3. 65 X 0. 005 + 0. 005 
= 0. 0293 < 0. 03. 
定理 1.3.3 设 a 与 9 是 近似 值 ,相对 误差 界 分 别 为 5.a 与 
èb, W 
(a+b) = max{ð,a, ðb} (a 5b 同 号 )， 


|a | õa#l| b| ðb (a 与 5 同 号 )， 
la—b|] 


8, (ab) ~ ğa 4- à,b, 


8, (a — b) = 


š, (2 )= 6a 二 8.5 (b= 0. 


例 1.3.4 例 1.3.2 中 a 的 相对 误差 界 
ô. (a)= max{6.(1.21 X 3.65),8,(9.81)) 
æ max(8,(1. 21) + 8.(3. 65),6,(9. 81)} 


>= èA. 21) | 8(3. 65) | 
121 -3.65 ' 9.81 


加 0.005 ，0.005 0.005 
了 Ta] | 


== max(0. 0055,0. 0005) 
= 0. 0055. 


1.3.2 函数 求 值 的 误差 估计 


在 计算 一 元 或 多 元 函数 的 值 时 ,由 于 自 变量 数据 不 精确 会 产 
生 误 差 . 

设 f 是 一 元 函数 ,要 计算 在 点 工 的 函数 值 ,但 仅 知 z 的 近似 
值 为 a ,以 f(a) 近 似 f(x) ,f(a) 的 绝对 误差 界 8(f(a)) 可 用 泰勒 
公式 估计 ,假定 f 在 包含 zx 与 a 的 一 个 开 区 间 上 存在 足够 阶 的 导 
数 , 则 有 


AC(f(a)) = f(z) — fla) = fala- ay + Èa a), 


Hh £ # z 与 a 之 间 , 取 绝对 值 ,得 
| A(f(a)) |= || f(x) — fla) | 


<l fa | a +L 122, 


假定 |f”(a)| 与 |f'(a)| 相 比 不 大 大 , 则 可 以 忽略 高 阶 项 ,得 
8Cf (4)) ~| f (a) | da. (1.3.1) 
但 是 ,如 果 | 疡 (a)1 是 零 或 值 很 小 , 则 要 考虑 后 面 的 项 . 特别 地 ,车 
FD = f”(a) = e = fa) = 0, job(a) 尖 0， 
HIf%*"(8)| (€ # z 与 a 之 间 任 意 变 动 ) 不 很 大 , 则 
(f(a)) ~ LE ay. (1.3.2) 


例 1.3.5 设 JF(z)=sinr,a 一 45",8 一 90",8a 一 0. 1°, 
88=0. 2°. 由 于 


Jf (a) = cosa 一 £, f (B=0, f°(B =— sing =- 1, 


..8.- 


所 以 ,在 把 ic 与 88 化 为 弧度 后 有 
1 = a x > m3 
6(sina) ~| cosa | 8a = 2 X0.1X g = 1.2 X 10 " 


A ads l :1 E hy -i 
alsin) Le GA z X (0-2 x ggg) ~ 61x107. 


多 元 函数 值 的 误差 界 可 用 多 元 函数 的 泰勒 公式 得 到 : 
3( fa ,az ,wyan)) A | 


CER 
如 果 一 阶 偏 导数 绝对 值 都 很 小 或 等 于 零 , 则 要 利用 高 阶 项 ,其 
一 般 描述 与 一 元 函数 类 似 . 
例 1.3.6 Ü f(z,y)= zy,a 和 46 分别 是 x A y 的 近似 
值 , 则 


Əa,. (1.3.3) 


ë(f(a,b))=s| flab) | sa 十 | f,Ca,b) | 8b 
=| b| 56a+|lal ðb. 


1.3.3 误差 分 析 方法 


误差 分 析 是 指数 值 计 算 中 售 人 误差 的 分 研 , 它 是 一 个 重要 而 
复杂 的 问题 ,前 面 讨论 的 不 精确 数据 运算 结果 的 误差 界 只 能 适用 
于 运算 次 数 少 的 简单 情形 . 对 于 工程 与 科学 计算 ,由 于 运算 次 数 往 
往 以 千 万 计 , 且 原 始 数 据 有 误差 ,每 步 运 算 会 产生 新 的 舍 人 误差 并 
传播 前 面 各 数据 的 误差 ,每 步 误差 有 正 有 负 , 都 按 其 上 界 估 计 是 不 
合理 的 ,所 以 按 步 分 析 是 办 不 到 的 . 如 何 解决 这 个 问题 目前 尚 无 有 
效 理论 .已 提出 的 误差 分 析 方法 有 以 下 几 种 : 

向 前 误差 分 析 法 与 向 后 误差 分 析 法 是 分 析 算法 伟人 误差 积 累 
(不 涉及 截断 误差 ) 的 两 种 不 同方 法 . 假设 所 讨论 的 算法 由 若干 公 
式 表 达 , 某 个 新 的 量 zx 由 已 知 量 (前 面 已 算出 的 量 或 原始 数据 )ai ， 
ars a, 的 某 个 公式 定义 ,写成 


e = gla 7Q2 Ge) 


zanan a 经 过 基本 的 算术 运算 得 出 . 因为 计算 中 产生 会 
人 误差 ,实际 计算 值 记 作 za( 用 fl 表示 是 由 计算 机 浮 点 计算 得 到 
的 ), 它 与 精确 值 zx 不 同 . 向 前 误差 分 析 (forward error analysis) 是 
对 每 一 步 计算 找 出 售 人 误差 界 , 随 计算 过 程 逐步 向 前 分 析 , 直 至 估 
计 出 最 后 结果 的 含 人 误差 1z 一 z| 的 界 . 向 后 误差 分 析 (backward 
error analysis) 则 是 把 伟人 误差 与 导出 zn 的 已 知 量 cl ,ay ,…，a， 
的 某 种 摄 动 (误差 ) 等 价 起 来 , 即 对 每 个 a 引进 某 个 摄 动量 e,, 使 
得 精确 地 成 立 
za = glai +e: saz + esa, +e.) 

并 推出 这 些 e, 的 界 ( 并 非 要 得 出 e 的 具体 值 ,e; 不 是 惟一 的 ) , 然 
后 利用 摄 动 理论 估 计 最 后 的 伟人 误差 界 . 向 后 误差 分 析 法 是 一 种 
先 验 估计 法 ,特别 在 数值 线 代 数 (矩阵 运算 ) 的 误差 研究 中 有 比较 
系统 的 应 用 ,取得 了 较 大 的 进展 . 相 比 之 下 ,向 前 误差 分 析 法 只 能 
应 用 于 十 分 简单 的 情形 . 

区 间 分 析 法 是 出 现 不 久 的 一 种 研究 误差 的 方法 , 它 主要 利用 
区 间 分 析 这 一 数学 新 分 支 中 的 区 间 运 算 理 论 . 设 x,y 是 准确 值 ， 
QB 是 相应 的 近似 值 , 且 已 知 绝对 误差 界 fc,88, 则 能 确定 x,y 的 
所 在 区 间 

a— a< rz<a+àa, B—Ə8< z < 8B+àB, 
或 者 写成 

xE [a— basata], yE [8 一 88,8 十 8 由， 
这 样 ,利用 rsy 的 所 在 区 间 ,按照 区 间 分 析 中 的 区 间 运 算 , 能 够 得 
出 工 与 y 之 间 各 神 运 算 的 精确 结果 的 所 在 区 间 , 并 白 这 个 区 间 给 
出 实际 运算 结果 的 误差 估计 ,实际 运算 自然 是 在 a 与 8 之 间 进 行 
的 . 这 就 是 区 间 分 析 法 的 基本 思想 . 

前 面 提供 的 关于 不 精确 数据 运算 结果 的 误差 界 ,及 会 人 误差 
分 析 引 出 的 误差 界 , 通 常 远 远大 于 实际 的 误差 . 实际 上 误差 分 布 有 
随机 性 ,不 会 经 常 地 达到 上 界 . 因此 ,利用 概率 和 统计 方法 ,将 数据 
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和 运算 中 的 误差 视 为 适合 某 种 分 布 的 随机 变量 ,然后 确定 计算 结 
果 的 误差 分 布 , 并 用 它 代替 绝对 误差 界 , 常 常 可 使 误差 估计 更 接近 
实际 ,这 种 误差 分 布 称 为 概率 界 , 这 种 分 析 方 法 就 是 概率 分 析 法 . 

这 些 方法 在 实际 误差 估计 中 都 不 太 可 行 , 因 此 在 数值 计算 中 
通常 更 着 重 误差 的 定性 分 析 , 即 研究 数值 算法 的 数值 稳定 性 和 数 
值 问题 本 身 是 否 病态 ,以 及 数值 运算 中 避免 误差 危害 的 原则 ,而 不 
具体 估计 舍 人 误差 界 . 


1.4 误差 的 定性 分 析 与 运算 原则 


1.4.1 算法 的 数值 稳定 性 


定义 1.4.1 一 个 算法 如 果 输 入 数据 有 误差 ,而 计算 过 程 中 
使 人 误差 不 增长 , 则 称 此 算法 是 数值 稳定 的 ,否则 算法 称 为 不 稳 
定 的 . 


例 1.4.2 计算 积分 y, = f Zde (n 一 0,1,…,8) 可 利用 


1 
BEAR y, 十 5y,-1 一 十 ,其 中 yo 一 | dz 一 im 全. 


o XI 十 5 
E ”利用 递 推 公式 
y = l sya (n= 01,,8, (1.4.1) 


计算 ,车 算 到 小 数 点 后 3 位 ,由 于 初始 值 yo = n Ë xo, 182=3, 
用 so 近似 yo ,误差 为 ee = y — BRA. 4. D4 


y, = L 55. (m= 1,2,8). (1.4.2) 


计算 结果 见 表 1. 1, 表 中 y, 是 误差 小 于 去 X10 的 积分 近似 值 ， 


从 表 中 看 到 s, 的 误差 很 大 ,在 n=4 就 已 完全 失真 ,因为 y >0, 
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而 二 0, 显 然 不 对 . 这 里 计算 公式 是 正确 的 ,只 是 因为 初始 近似 
各 有 误差 6 而 |eo | 一 1y — 3 |< 102, e= y, 一声 ,由 
RA. 4.1) 减 式 (1.4. 2) 得 
En =— 5er 一 … 一 (一 5)eo， |en 12 5"] eo l. 
它 表明 误差 增长 很 快 , 故 算法 (1.4.1) 是 不 稳定 的 . 
# 1.1 积分 y 与 近似 值 3, 与 了 ,比较 


a 

0 0. 182322 0.182 

1 0. 088392 0.090 0.088 
2 0.058039 0.050 0.058 
3 0.043139 0.083 0.043 
4 9.034306 —0.165 0.034 
5 0.028468 1.025 0.028 
6 0.024325 — 4.958 0.025 
+ 0.021231 24. 933 0.021 
8 0.018846 —124.540 0.019 


若 将 公式 (1. 4. 1) 改 写 为 
全 = ee 
Yn- = 二 (5 I) n=8,7,6,.%,1), (1.4.3) 


I Ja =0. 019,8, = |x 一列 | 达 汉 X10 ,由 式 (1.4.3) 计 算出 
1 =+ (1y, )0=8,7, D ARR R 1, 此 时 E,-1 =š. 
E= D (E) G REREPEN. 故 用 算法 (1. 4.3) 计 算 
是 数值 稳定 的 . 在 数值 计算 中 数值 不 稳定 的 算法 是 不 能 使 用 的 . 
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1.4.2 病态 问题 与 条 件数 


数值 稳定 性 是 针对 算法 而 言 , 对 数值 问题 本 身 如 果 输 入 数据 
有 微小 变动 引起 输出 数据 ( 即 问题 的 解 ) 很 大 扰动 (误差 ), 就 是 病 
态 问题 , 它 是 数学 问题 本 身 决定 的 ,与 数值 问题 算法 无 关 . 
例 1.4.3 求 方程 组 |” “了 ”的 解 . 
az 十 y 一 0 


解 当 a=1 时 ,系数 矩阵 奇异 , 解 不 存在 . M al 时 解 为 
Zz 一 了 zy 一 了 二 所- 车 输入 数据 a。 有 误差 , 且 “1, 则 解 的 误差 


很 大 .例如 a 二 0. 99 时 的 解 z= 二 50. 25, 若 a 有 误差 0. 001, 即 
a 二 0. 991, 则 解 z==55. 81, 解 误差 过 一 zs5. 56. 所 以 在 此 例 中 若 
asz1 则 问题 是 病态 的 . 它 与 选用 何 种 求解 方法 无 关 ， 

如 何 判断 问题 是 否 病态 呢 ? 通常 可 用 条 件数 衡量 (关于 解 线 
性 方程 组 的 条 件数 将 在 第 6 章 介 绍 ). 这 里 只 以 计算 函数 f(x) 的 
值 为 例 给 出 条 件数 定义 : 

L,= cond( f(x)) 

fatan fa (z) fatan en jar] 


Liro] (1.4.4) 


它 是 计算 函数 Comma E| tan f | 与 = 相对 误 
差 之 比 的 极限 . 根据 定义 相对 误差 越 大 条 件数 C, 也 越 大 ,病态 越 
严重 ,通常 C,>1 就 认为 问题 病态 . 在 此 例 中 =i a 


数 ,利用 式 (1. 4. 4) 的 结果 ,由 于 Z (a) = — Tr, ik C = 


az'(a) 
zla) 


= EL, w a=0. 99 时 C,w100, 故 问题 是 病态 的 . 
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1.4.3 数值 运算 的 简单 原则 


为 了 减少 数值 运算 中 的 含 人 误差 ,应 注意 避免 误差 危害 ,通常 
可 采用 以 下 简单 原则 . 

(1) 注意 运算 次 序 

在 计算 机 中 ,由 于 字 长 的 限制 , (Ca + b) + c 可 能 不 等 于 a + 
(5 十 0) ,因为 两 者 的 合 人 误差 可 能 不 同 . 例如 ,以 限制 取 两 位 十 进 
制 数 为 例 ,(10!X0. 19 十 10-:X0.43) 十 10-1X0.47 的 两 位 近似 
值 为 10' X0. 19, 舍 人 误差 为 1071 X0. 90; 而 10X0. 19+ (10! X 
0. 43 十 10- X0.47) 的 两 位 近似 值 为 10' X0. 20, 会 人 误差 为 10-!X 
0.10. 由 此 例 可 以 看 出 一 个 简单 原则 : 在 多 个 数 求 和 时 ,如 果 被 加 
数 的 绝对 值 之 间 差 异 较 大 , 且 包 含 许多 绝对 值 较 小 的 数 , 则 应 按 绝 
对 值 从 小 到 大 的 次 序 相 加 . 

例 1.4.4 在 4 位 十 进 制 的 限制 下 ,计算 ` 

A = 1000 十 十 Bs 十 … 十 Bio00， 

其 中 0.1<8,;<0.4,;=1,2,---,1000. 

解 如果 自 左 到 右 相 加 , 则 每 个 6 被 1000“ 吃 掉 ”,A 的 4 位 
近似 值 为 1000; 如 果 先 把 所 有 8, 加 起 来 再 加 1000, 则 

1100= 1000 + 0. 1 X 1000 
< A < 1000 + 0. 4 X 1000 
= 1400. 

(2) 尽量 避免 相近 数 相 减 

相近 数 相 减 会 使 有 效 数字 大 量 丢失 ,如 有 可 能 应 尽量 避免 . E 
要 是 在 构造 具体 算法 时 要 周密 地 考虑 ,防止 产生 这 样 的 情况 ， 


例 1.4.5 二 次 方程 zz 十 pz 十 c=0 根 的 公式 的 通常 形式 为 
_ — b+ — 4ac Z _ —b—./P — 4ac 
2a ” Boz 2a K 


Tı 


IAR D4 acl HREN, A lola VF 一 4ac, 用 上 述 公式 求 出 
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i 


的 两 个 根 中 ,总 有 一 个 因 相近 数 相 减 而 严重 不 可 靠 . 为 了 求 得 可 靠 

的 结果 ,鉴于 zx 二 c/a, 在 计算 机 上 采用 如 下 算法 : 

z — b — sgn (b) Vb — fac z c 
2a A 3 


axı 


Tı 


, 


这 里 的 z 与 上 面 的 x1, 当 b<0 时 是 相同 的 . 这 个 公式 避免 了 相 
近 数 相 减 的 可 能 性 . 
例 1.4.6 计算 A=1 一 cos2"( 用 四 位 数学 用 表 )， 
解 ” 由 于 cos2" 二 0.9994( 四 位 有 效 数字 ) ,直接 计算 有 
A = 1 — cos2° = 1 — 0. 9994 = 0. 0006, 


只 有 一 位 有 效 数字 , 若 利 用 1—cos=r= 2sin° + W A=1—cos2° = 


2(sin1*): 王 2(0. 0175): 一 6.13X10-:, 具 有 三 位 有 效 数 字 . 此 例 表 
明 通过 改变 计算 公式 可 避免 或 减少 有 效 数字 的 损失 . 
(3) 避免 被 除数 绝对 值 远 远大 于 除数 绝对 值 的 除法 
绝对 值 大 的 数 被 绝对 值 小 的 数 除 ,会 入 误差 界 要 比 相 反 的 情 
形 大 ,有 时 会 给 计算 结果 带 来 严重 的 影响 . 
例 1.4.7 求解 二 元 线性 方程 组 
0. 0001z + z; = 1, 
Xl 十 Xs = 2. 
解 ” 此 方程 组 的 精确 解 为 


— 10000 ,9998 
9999 ” “> 9999° 


下 面 在 3 位 十 进 制 的 限制 下 用 消去 法 求解 ,上 述 方程 组 应 改写 成 
103 X 0. 100x; + 10! X 0. 100z, = 10° X 0.100, 
{i X 0. 100x, + 10! X 0. 100x, = 10' X 0. 200. 
若 利 用 第 一 个 方程 消去 第 二 个 方程 中 含 z, 的 项 ,将 第 二 个 方 
程 减 去 第 一 个 方程 的 (10-: X0.100)-:!: 倍 , 则 出 现 大 数 被 小 数 除 的 
情形 ,得 到 
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— 105 X 0. 100z=, =— 10 X 0. 100. 
由 此 解 出 
zl 一 0( 失 去 近似 意义 )， zs = 10! X 0. 100. 
若 反 过 来 用 第 二 个 方程 消去 第 一 个 方程 中 含 zi 的 项 , 则 避免 
出 现 大 数 被 小 数 除 的 情形 ,得 到 
10! X 0. 100x; = 10! X 0.100, 
ka X 0. 100z, + 10° X 0. 100z: = 10! X 0. 200. 
由 此 得 出 相当 好 的 近似 解 
zi = zs = 10! X 0. 100. 
(4) 简化 计算 步骤 
每 次 算术 运算 都 可 能 产生 会 人 误差 ,因此 ,如 能 通过 算法 的 改 
进 减少 运算 次 数 , 特 别 是 减少 乘除 法 的 运算 次 数 , 则 含 人 误差 的 积 
累 一 般 可 能 下 降 ,还 能 节省 计算 机 的 执行 时 间 . 
算法 是 通过 在 具体 执行 上 没有 任何 随意 性 的 表达 式 来 描述 的 
计算 过 程 ,因此 不 是 企 何 一 个 表达 式 都 确定 一 个 算法 . 
例 1.4.8 求 多 项 式 
P,(z) = anx" +a,-,z" +e Harta 


|. X 0. 100z, + 10! X 0. 100z, = 10! X 0. 100, 


的 值 . 

解 ” 多 项 式 是 一 个 表达 式 , 但 由 它 导出 结果 的 过 程 有 很 大 的 
随意 性 , 它 不 是 一 个 算法 而 是 一 个 计算 问题 . 车 直接 计算 ar 再 
逐 项 相 加 , 则 确定 一 种 算法 ， 


A, = ao» 
f =aizt (k= 1,2, n), 
P, (z) = A +A, +e + A,. 
这 个 算法 有 明显 的 缺点 ,比如 z BJ 300 R SHE CHE i 


LOAA nD 
2 


KREM n KME. 
# H 35 2, HEAR ERE Horner 算法 


S, = a, 
S, = zS, +a, (k = n—1,*,2,1,0) (1.4.5) 
P, (<) = S 


求 P.(z) 的 值 只 需 做 次 乘法 和 n 次 加 法 . 


2 


例 1.4.9 所 一 计 X2, 在 4 位 十 进 制 的 限制 下 ,也 的 近似 什 


为 10"X0.6667, 合 人 误差 为 10-'X0.44…; +X2 Zg kE 
算 , 近 似 值 为 10" X0.6666, 舍 人 误差 为 10-*X0. 66… 


1.5 并 行 算法 及 其 基本 概念 


1.5.1 并 行 算法 及 其 分 类 


传统 的 数值 计算 方法 是 只 有 一 个 进程 的 算法 , 称 为 串 行 算法 . 
它 适合 串 行 计算 机 ,其 特点 是 每 一 时 刻 按 一 条 指令 加 工 处 理 一 个 
或 一 对 数据 ,这 类 计算 机 称 为 单 指令 流 单数 据 流 系统 ,简称 SISD 
(single instruction stream single data stream) 型 ,并 行 计 算 机 和 与 
此 不 同 , 它 每 一 时 刻 可 按 多 条 指令 处 理 多 个 数据 ,必须 包含 两 个 以 
上 处 理 机 . 面向 并 行 计算 机 具有 两 个 以 上 进程 的 算法 称 为 并 行 算 
法 (parallel algorithms). 

例 1.5.1 R NTa asan 的 和 


g = Sta 
解 。 一 个 进程 的 品行 算法 是 累加 算法 


S= a = S 十 at，& 一 2 


按 指令 流 是 单个 还 是 多 个 ,并 行 算法 可 分 为 两 大 类 : SIMD 
算法 与 MIMD 算法 . 

SIMD 算法 的 基本 特征 是 : 

(1) & 个 进程 由 一 个 指令 流 控制 ,一 个 并 行 步 仅 由 一 条 指令 
控制 , 故 每 个 并 行 步 所 含 的 操作 必须 完全 相同 . 

(2) 允许 并 行 步 中 操作 的 个 数 在 2 至 & 之 间 有 任意 性 , 且 有 
含 & 个 操作 的 并 行 步 . 

(3) 能 在 一 个 具有 上 个 处 理 机 的 SIMD 系统 中 实现 . 

例 1.5.2 给 出 的 扇 人 加 法 就 是 SIMD 算法 . 

MIMD 算法 的 基本 特征 是 : 

(1) 个 进程 由 & 个 指令 流 控制 , 故 每 个 并 行 步 所 含 各 操作 可 
两 两 相 异 ,而 且 存 在 包含 不 同 操作 的 并 行 步 . 

(2) 同 SIMD 算法 的 特征 (2). 

G) 能 在 一 个 具有 个 处 理 机 的 MIMD 系统 中 实现 . 

按照 进程 之 间 是 否 需要 同步 也 可 将 并 行 算法 分 为 同步 算法 与 
异步 算法 . 

同步 算法 ”是 指 在 个 进程 的 算法 中 有 些 进程 的 若干 算法 必 
须 在 另 一 些 进程 的 某 些 算法 之 后 执行 ,为 此 有 些 进程 可 能 出 现在 
计算 之 前 或 计算 之 间 的 等 待 阶段 . 同步 算法 可 在 一 个 具有 上 个 处 
理 机 的 SIMD 系统 或 MIMD 系统 中 实现 . 

异步 算法 上 个 进程 间 有 信息 联系 但 不 需 同步 , 它 只 能 在 一 
个 具有 上 个 处 理 机 的 MIMD 系统 中 实现 . 因此 异步 算法 一 定 是 
MIMD 算法 . 使 用 这 种 算法 时 各 次 执行 的 实际 过 程 可 能 互 不 重 
复 . 同步 算法 既 可 以 是 SIMD 算法 也 可 以 是 MIMD 算法 ,而 
SIMD 算法 一 定 是 同步 算法 ,进程 间 的 同步 通过 单 指令 流 的 控制 
来 保证 . 这 样 , 并 行 算法 可 分 为 三 类 ,SIMD 算法 ,同步 MIMD # 
法 和 异步 算法 . 

例 1.5.3 对 f(z)==0 求 根 的 牛顿 (Newton) 法 


sn 二 5， 即 为 所 求 . 在 累加 过 程 中 所 给 和 数 逐 次 减 1, 显 然 它 不 适合 
于 并 行 计算 .图 1.1 给 出 N = 8 时 的 一 种 并 行 算 法 , 称 为 扇 入 加 
法 . 它 可 组 成 4 个 进程 P) , P, , P, , P.. 

a, a; aa aa As aç a as 


1 
中 aP 和 aP 


a a) 


s= aP aP 


11 扇 人 加 法 示意 图 


Pi P; Ps P4 
Cy N iia 
al) =a 十 az a$) 一 as 十 a4 as 一 a5 十 a6 a, =a? tag 
2 (1) (1) 
a =a + fo af? =a +a 


5 一 af2) +a 


在 有 4 个 处 理 机 的 并 行 系统 中 用 3=log,8 级 完成 8 个 数 求 
和 ,第 1 级 并 行 做 去 个 加 法 ,第 2 级 并 行 做 2 个 加 法 ,第 3 级 做 1 
个 加 法 . 

并 行 计 算 机 有 不 同类 型 ,用 一 个 控制 器 控制 多 个 处 理 机 ,每 一 
时 刻 都 执行 同一 指令 对 单个 或 一 对 数组 进行 同样 加 工 , 这 类 并 行 
机 称 为 单 指令 流 多 数据 流 系 统 . 简称 SIMD (single instruction 
stream multiple data stream) 型 . 另 一 类 并 行 机 由 多 个 控制 器 分 别 
控制 多 个 处 理 机 . 各 处 理 机 在 自己 的 指令 控制 下 处 理 自己 的 数据 
流 , 称 为 多 指令 流 多 数据 流 系 统 ,简称 MIMD (multiple 
instruction stream multiple data stream) J. 

sb ; 


P; 


Pse. 
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图 1.3 异步 算法 示意 图 


f'G)—t 


其 一 般 关系 如 下 : 
Lry = z, — f(r/f (z) (k= 0,1,",j < Ë). 
çL 5.25 
当 &A~~co 时 j 一 cc, 这 与 传统 牛顿 法 (1. 5. DRE. EE Fh il ñL 28 
代 , 其 收敛 性 要 另外 证 明 . 由 于 计算 广 (z) 比 f(z) 更 费时 间 , 所 
以 ,只 要 产 (zi) 计 算出 新 值 就 用 于 和 迭代 ,由 于 异步 算法 不 用 等 待 ， 
故 更 节省 时 间 . 


1.5.2 并 行 算法 基本 概念 及 设计 原则 


评价 和 分 析 并 行 算法 ,主要 应 关注 它 的 计算 复杂 性 , 即 算法 的 
运行 时 间 ( 时 间 复 杂 性 ) 与 所 提供 的 处 理 机 个 数 (空间 复杂 性 ). 并 
行 处 理 的 基本 思想 是 增加 处 理 机 个 数 来 换取 运算 时 间 的 节省 . 为 
评价 并 行 算法 需 引 进 一 些 基本 概念 . 

定义 1.5.4 一 个 算法 的 并 行 度 是 指 算法 中 能 用 一 个 运算 步 
(并 行 ) 完 成 的 运算 个 数 , 假 设 算法 总 运算 个 数 为 r, 用 ;个 运算 步 


完成 , 则 一 称 为 平均 并 行 度 . 


如 例 1. 5. 1 中 N 个 数 求 和 , 若 用 串 行 算 法 需要 N—1 个 加 法 
步 ,每 步 一 个 加 法 ,并 行 度 为 1, 总 运算 个 数 为 N 一 1, 平 均 并 行 度 


为 六 二 1 =1; MRAR AME I N=2 个 数 求 和 ,有 n= log: N 
¿Dis 


个 加 法 步 ,并行 性 由 高 到 低 分 布 ,逐步 减 半 . 运算 个 数 一 今 十 
安 十 … 十 1 一 2" 一 1, 运 算 步 数 * 一 n 一 log:N, 平 均 并 行 度 为 
3 N =s ( N ) 
s log: N log: N ° 
N 个 数 求 和 的 N — 1 个 加 法 不 能 用 一 个 并 行 步 完成 , 即 不 能 以 
N 一 为 并 行 度 ,但 用 户 人 加 法 可 把 并 行 度 降 为 记忆 
并 行 度 和 平均 并 行 度 是 算法 内 在 并 行 性 的 一 种 度量 ,不 依 天 
于 并 行 系统 中 处 理 机 的 个 数 , 当 然 并 行 机 的 个 数 会 影响 完成 计算 
所 需 时 间 . 
处 理 机 的 个 数 充分 多 时 的 最 少 运行 时 间 称 为 算法 的 时 间 界 ， 
而 算法 的 运行 时 间 达 到 时 间 界 时 需要 提供 的 处 理 机 个 数 , 称 作 处 
理 机 个 数 界 . 上 述 N 个 数 求 和 的 时 间 界 为 了 一 log: N, 而 处 理 机 个 
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考察 p 台 处 理 机 组 成 的 并 行 系统 ,假定 每 个 处 理 机 的 算术 运 
算 的 操作 时 间 相 同 , 可 引进 加 速 比 和 效率 的 定义 作为 并 行 化 的 
度量 . f 

定义 1.5.5 i T, 为 串 行 算法 在 单 处 理 机 上 运行 时 间 ,T， 
为 并 行 算法 在 p 个 处 理 机 系统 上 的 运行 时 间 , 则 一 个 算法 的 加 速 
比 定义 为 


mm 


$ 
, 
T, 


该 算法 的 效率 为 
=% 
P bP L: 
加 速 比 和 效率 是 评价 并 行 算法 的 重要 指标 ,研究 并 行 算法 的 
目标 是 达到 尽 可 能 大 的 加 速 比 ,理想 上 s, =p, 这 时 并 行 效率 达到 
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fz) (=0,1,.). (1.5.1) 


Z+ = x, F(x) 
分 别 设计 两 个 进程 的 同步 及 异步 算法 ， f 
解 同步 算法 : 可 将 每 次 选 代 分 成 三 个 计算 元 ,分 别 计算 


fz) fof C= ,zt 一 其 一 zi 及 检验 精度 . 将 计算 分 为 


两 个 进程 P, 及 P, ,假定 计算 广 (zt) 的 时 间 比 计算 f(zi) 时 间 长 ， 
则 两 个 进程 或 其 中 一 个 必 出 现 等 待 继续 计算 所 需 数据 的 情况 ， 
图 1. 2 给 出 两 种 同步 MIMD 算法 示意 图 . 


P: 


P, 
C Ssa e. 
检验 精度 


P. P: 
e 


zi fil fi >z 
poak 
(a) 


图 1.2 MIMD 算法 示意 图 


(b) 


异步 算法 ,可 引进 3 个 公用 变量 i ,ii ,ts 分 别 表示 fa), 
PCz) 及 工 在 计算 中 的 当前 值 , 仍 假定 计算 广 (z) 比 计算 f(z) 更 
费时 间 . 图 1. 3 给 出 两 个 进程 的 异步 算法 ,进程 P, 更 新 4 与 n, 
且 检 验 根 的 近似 值 是 否 满足 精度 要 求 , 进 程 P, 更 新 ts ,假定 变量 
PË tı =0,t: =c#0, t = =o ,前 三 个 近似 值 为 
Zi = zo — fC zo)/c» 
z; = zí — f(a,)/ f (ao), 
z = z — f(r)/f (x). 


. 20 。 


E, 二 1, 但 一 般 不 可 能 达到 理想 的 加 速 比 s, =p X ENN: 

(1) 算法 缺乏 必要 的 并 行 度 ; 

(2) 在 并 行 系统 上 没有 达到 完全 的 负荷 均衡 ; 

(3) 通信 、 存 储 争 用 及 同步 时 间 延 迟 等 . 

设计 并 行 算法 使 其 加 速 比 尽 可 能 大 ,一 个 重要 原则 是 “分 而 治 
之 ”, 其 基本 思想 是 把 问题 依次 划分 为 可 以 独立 完成 的 较 小 问题 ， 
将 规模 逐次 减 半 的 二 分 技术 就 是 并 行 算法 设计 的 一 种 基本 技术 ， 
例 1.5. 1 给 出 的 求 和 的 扇 人 加 法 就 是 一 种 二 分 技术 . 用 二 分 技术 
可 将 很 多 在 串 行 机 上 传统 的 串 行 算法 改造 成 适合 并 行 计 算 的 算 
法 ,如 和 矩阵 计算 及 解 方程 组 的 直接 方法 . 在 选 代 法 中 有 些 本 身 具 有 
直接 的 并 行 性 ,如 解 方程 组 的 雅 可 比 (Jacobi) 迭 代 法 . 还 有 些 和 迭代 
法 经 过 重新 排序 也 可 改造 成 适合 并 行 的 算法 ,异步 算法 的 混乱 选 
代 法 是 并 行 算法 最 富有 特色 的 组 成 部 分 之 一 ,混乱 迭代 不 是 传统 
意义 的 迭代 法 ,在 理论 上 必须 做 收敛 性 与 收敛 速度 的 分 析 . 

根据 并 行 算法 特点 设计 具有 新 思想 的 新 算法 是 近 20 年 并 行 
算法 发 展 更 值得 重视 的 方向 , 它 的 出 发 点 仍然 是 “分 而 治之 ”的 原 
理 , 符 合 此 原理 的 区 域 . 算 子 、 系统 的 分 裂 方法 和 技术 是 设计 和 实 
现 并 行 处 理 的 重要 手段 . 如 解 线性 与 非 线性 方程 组 的 多 分 裂 方 法 ， 
解 偏 微分 方程 的 区 域 分 解法 ( 即 DDM 方法 ) ,都 属于 此 类 . 由 于 这 
些 方法 减 小 了 求解 方程 组 的 规模 ,使 计算 时 间 大 为 减少 ,因此 实际 
效率 大 为 提高 . 
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2 插值 法 


2.1 引言 


2.1.1 插值 的 意义 


函数 插值 的 提出 源 于 关于 函数 的 两 方面 问题 . 一 方面 ,在 实际 
问题 中 出 现 的 函数 , 常 有 赖 于 实验 和 观察 ,虽然 可 能 在 茶 个 区 间 上 
有 定义 , 却 没 有 明确 的 表达 式 ,而 只 能 得 到 区 间 内 一 些 离散 点 上 的 
值 ,因此 希望 对 这 样 的 函数 能 用 简单 表达 式 近 似 地 给 出 整体 上 的 
描述 ,并 能 与 已 知 的 离散 点 上 的 值 相符 . 另 一 方面 ,函数 有 明确 的 
表达 式 , 但 只 要 不 是 (分 段 ) 有 理 函 数 , 便 不 易 计 算 和 使 用 ,这 样 ,也 
需要 用 简单 的 函数 提供 一 个 好 的 逼近 . 

在 搬 值 的 研究 工作 中 ,对 用 于 逼近 的 简单 函数 的 类 型 有 不 同 
的 选取 . 多 项 式 或 分 段 多 项 式 最 便于 计算 和 使 用 ,因而 最 引 人 注 
目 . 特别 是 计算 机 出 现 后 ,人 们 的 注意 力 更 集中 在 利用 多 项 式 的 插 
值 方面 ,这 是 因为 计算 公式 相对 地 易于 描述 和 进行 程序 设计 ,其 误 
差分 析 也 比较 简单 . 插值 还 是 建立 适用 于 计算 机 的 许多 其 他 算法 

. 的 一 个 基本 工具 . 


2.1.2 插值 问题 的 提 法 


设 f 是 区 间 [a,5] 上 的 一 个 实 函 数 , 且 已 知 离散 数据 
(mi,y:),y, = flx) (i= 0,1,.,n), 
其 中 zo ,zi z, 是 [a,6] 上 的 n 十 1 个 相 异 的 实数 , 即 a 过 zo 一 
z, LLT, Kb. 
. 24 。 


插值 问题 最 基本 的 提 法 是 : 寻求 一 个 次 数 尽 可 能 低 的 多 项 式 

D» W JE RAF 

plx) = y; Gi = 0,1, 72). (2.1.1) 
从 几何 上 看 ,就 是 寻求 一 个 最 低 次 的 多 项 式 ,其 几何 曲线 通过 给 定 
W ntl AAC sy) (i==0,1,…,n). 

如 果 所 说 的 多 项 式 p 存在 ,并 用 它 近 似 函数 f(p 5 f Ant 
个 相同 的 值 ), 则 称 p 为 f 的 插值 多 项 式 (interpolation 
polynomial) ,zu, z) + *** + £, 称 为 插值 节点 或 简称 节点 (node)， 
[a , 妆 称 为 插值 区 间 ,条 件 (2. 1. 1) 称 为 插值 条 件 ,y 称 为 被 插 函 数 
(interpolated function). 

插值 问题 有 进一步 的 提 法 . 一 种 提 法 是 寻求 满足 插值 条 
件 (2. 1.1) 的 分 段 多 项 式 ; 另 一 种 提 法 是 插值 条 件 中 增加 在 某 些 
节点 上 的 导数 值 的 条 件 , 寻 求 相 应 的 多 项 式 . 

更 一 般 的 插值 问题 是 寻求 一 个 函数 , 形 如 

g(z) = apo (T) Hargi (x) 十 … 十 aagn(CZ)，《〈2.1.2) 
其 中 asais tsan 为 待定 参量 ,wm spi pn 是 [a,6] 上 n 十 1 个 线 
性 无 关 的 连续 函数 ,使 g(x) 满足 条 件 : 
pa) = y, (i=0,1,,n), (2.1.3) 
则 称 pg(z) 为 插值 函数 . 当 w,(z) 是 代数 多 项 式 时 , 求 peod RE 
多 项 式 插值 . 当 wp(z) 是 有 理 函 数 时 称 为 有 理 插值 , 当 9(z) 为 三 角 
函数 时 称 为 三 角 插 值 . 

插值 法 是 一 个 古老 的 课题 . 早 在 公元 6 Tit RENER 
距 二 次 插值 应 用 于 天 文 计算 . 17 世纪 ,牛顿 和 格雷 哥 里 (Gregory) 
建立 了 等 距 节 点 上 的 一 般 插值 公式 . 18 世纪 , 拉 格 朗 日 
(Lagrange) 给 出 了 更 一 般 的 非 等 距 节点 上 的 插值 公式 . 由 于 应 用 
上 和 理论 上 的 需要 , 近 几 十 年 来 ,插值 法 仍 不 断 有 新 的 发 展 . 特别 
是 利用 样 条 函数 的 插值 ,已 在 精密 机 械 加 工 ,计算 机 图 形 学 等 领域 
有 广泛 应 用 . 
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2.1.3 插值 多 项 式 的 存在 惟一 性 


定理 2.1.1 存在 惟一 的 ,次 数 不 超 过 的 多 项 式 p ,满足 插 
值 条 件 p(z=.)= yí, i=0,1,- ,n. 
此 定理 有 不 同 的 证 法 . 可 通过 构造 多 项 式 证 明 存在 性 ,利用 多 
项 式 的 次 数 与 根 的 个 数 的 关系 证 明 惟 一 性 ,也 可 假设 
pla) = anx Hana" +e Harta (2.1.4) 
且 满 足 插 值 条 件 , 即 
anti Hanit! Hee tazi ta = y; (i=0,1,.,n)., 
(2.1.5) 
这 是 关于 ao ,al，,… ,a, 的 线性 代数 方程 组 , 因 系 数 行列 式 不 为 零 ， 
故 有 惟一 解 . 从 而 p 存在 且 惟 一 . 
插值 问题 的 关键 ,是 怎样 具体 去 求 插值 多 项 式 . 求 插值 多 项 式 
的 方法 称 为 插值 法 (method of interpolation). 
利用 解 方程 组 (2. 1. 5) 去 建立 形 如 式 (2. 1.4) 的 插值 多 项 式 ， 
计算 量 大 ,有 时 还 会 对 精度 有 较 大 的 影响 ,因而 是 不 可 取 的 . 插值 
法 是 一 些 比较 方便 的 方法 ,它们 对 插值 多 项 式 的 形式 作 了 各 种 特 
殊 的 选取 ,以 便 较 容易 地 去 具体 确定 . 


2.2 拉 格 朗 日 插值 


2.2.1 JAX 


考虑 最 简单 的 插值 问题 : A E A Cada) oo SK ; 
是 一 个 非 负 整 数 ,0 二 i<n,64 是 克 罗 内 克 (Kronecker) 符 号 
1, k= ;i, 
to, 
求 插值 多 项 式 , 记 这 个 多 项 式 为 L. 
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Sa (2. 2.1) 


由 于 多 项 式 1, 必须 满足 
l (z) = ða (k=0,1,.,n), (2.2. 2) 
即 zo," Eisi Tia z, 是/ 的 根 , 因 此 可 取 如 下 形式 : 
¿L (z) = alz — To) (x — Ti) (T — Tm) (T — Tn)» 
而 且 从 条 件 1 (z,)=1 可 确定 出 系数 a, 最 后 得 出 


LC2)= ¿(2 ze) Tinael a) 
O7 Cti — To) t (zi — Li ) (mi — Tm) (zi — z,) 


= J| —— x. (2.2.3) 
j=0 Ti — Tj 


n 十 1 4 n KEDR bihil 称 为 多 项 式 插值 的 以 zo， 
Zi z, 为 节点 的 n KE AH (basis function). 
n=1 时 的 基 函 数 及 图 形 ( 见 图 2.1), 


blz) = O, hl) 一 工 一 2 . (2. 2. 4) 
Wy Fi = 


Tı 0 
n=2 时 的 基 函 数 及 图 形 ( 见 图 2. 2): 


(并 一 Zi)( 工 一 2z) 


hlz) = (Zo — zi) (zo — z+) ° 

_ (xz=—m=o)(xz— x) 
l (xz) = G = =+ (2.2.5) 
L (z) = (ze == zi) (x == xy) 


(za — xX0) (zs — zi) 
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2.2.2 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 


一 般 离散 数据 {(z,,y,))?-。 的 插值 多 项 式 L. ERK lo, 
h ,1 的 线性 组 合 : 
L,(z)= Dl ylz) 
_ < (z— To) (£ — X1) (£— rn) (z — rn) 
K Dyv (= 


i T Zo)" (z; — Tra (m, — TH) (z, — z,)` 


i=0 


(2.2.6) 


显然 ,L, 满足 插值 条 件 , 即 
L,(z;) = y, (j=0,1,.,n)., 
L, 称 为 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 . 记 
Wn (zx)= IT e-z) 
= (z — To) (r — x) (z —<z,), (2. 2.7) 


于 是 式 (2. 2. 6) 可 改写 成 


= x Ji 
L,(z) = Wn Dp es 


(z zii = 0,1l, ,n), (2. 2.8) 
92.2.1 设 有 离散 数据 
〈1,0)，(2, 一 5),(3, 一 6),(4,3)， 
则 插值 多 项 式 为 


EU (z—2)(z=—3)(=—4) 
SOS GE SC T 


s (z=—1)(r=—3)(=—4) 
(TX a f 


= (xz—1)(z—2)(zx—4) 
(OX T 
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(XZ— 1)(z—2yCx— 3) 
(4 一 1)(4 一 2)(4 一 3) 


=r — 4r’ +3. 


3X 


2.2.3 RM 


设 在 区 间 [a,5] 上 用 插值 多 项 式 L, AR f, W EA zo， 
List z Elab], B f(zi)==y;(i==0,1,*…,n), 则 其 截断 误差 R, 
是 [a,b] 上 的 函数 : 
R,(z) = f(=) — L,(=). 
R, 也 称 为 工 , BJ $: I (remainder term). 这 时 ,有 下 面 的 余 项 
估计 定理 . 
定理 2.2.2 # f fE[a,b] E ff fE n+ 1 阶 导 数 , 则 对 任何 
XE[La,b] 有 
R,(z)= f(r)— L, (x) 


— fo 
GED WT) (2.2.9) 


其 中 e€ [a,6b] 且 依赖 于 工 ,W,+: 由 式 (2. 2.7) 定 义 . 

& 一 般 无 法 具体 确定 ,因此 式 (2. 2.9) 只 是 一 个 估计 式 . 如 果 
Feot0 在 [a, 拉 上 有 界 ( 或 连续 ), 即 存在 常数 M, > 0( £ SE BJ a IR 
Mn = max | f%*” (z)|),f# 

| fz) |< M, a, V< <€ lab]. 
则 有 余 项 估计 


[RD l< oi Wns). (2.2.10) 


HF n=l 的 情况 ,L, 称 为 线性 插值 多 项 式 . 设 节点 zo 二 zz， 
函数 f EREL sn ] F 8 E — Et SP Š, y = f(zo)+ j 一 (zi ). 
在 [zs ,zi] 上 用 L, JF 也有 
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Li(z) = y EE t y Z— =, (2.2.11) 
1 To 


n To |1 Tı =. 
其 余 项 为 
Ri(z)= TOW) 
= fr z)(z— z), € € [zo , z, ]. 
P |W,CG) | z= UTSAB ARNAR 
[Rœ I< +u, |w, (242) | 


u Ma Ta, (2.2.12) 
其 中 M; 一 max | f”) |]. 

若是 为 了 建立 插值 多 项 式 , 则 只 要 知道 函数 f 在 节点 (离散 
点 ) 上 的 值 就 足够 了 ; 但 如 果 要 给 出 余 项 估计 , 则 要 求 f 在 一 个 区 


间 上 不 仅 有 明确 的 表达 式 , 而 且 还 存在 高 阶 导数 . 


2.3 艾 特 肯 法 


2.3.1 问题 的 提出 


拉 格 朗 日 插值 多 项 式 的 优点 是 简单 ,易于 建立 .缺点 是 增加 新 
节点 时 原 有 多 项 式 的 计算 结果 不 能 利用 ,必须 重新 建立 ; 而 且 其 
形式 不 易 简 化 ,计算 工作 量 较 大 . 

为 了 克服 上 述 两 个 缺点 ,产生 了 一 些 新 的 途径 . 艾 特 肯 
(CAitken) 法 利用 一 列 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 , 避 免 了 增加 新 节点 时 
从 头 开始 计算 . 牛顿 插值 则 从 改进 插值 多 项 式 的 形式 人 手 , 以 便于 
增加 节点 和 节省 计算 工作 量 . 
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2.3.2 艾 特 肯 法 的 描述 
用 p... a OR HSA z, zw，…zw 的 拉 格 朗 日 插值 多 项 


R p, 是 零 次 多 项 式 即 为 常数 ， 
p. (z) = f(z,), (2.3.1) 
这 里 nosni Ü s nk 是 非 负 整数 ,了 f 是 被 逼近 的 函数 . 
容易 证 明 ( 只 要 验证 满足 插值 条 件 ): 
PET E ig boa... I| (z) z — <= 


Z, Ta | boiin (z) z,—= 
= Poa... | (z) ames + 


boa... (z) =. 
公式 (2. 3,2) 表 明 ,k 十 1 次 插值 多 项 式 可 由 两 个 & 次 插值 多 
项 式 通过 线性 插值 得 到 . 因此 ,利用 这 个 公式 ,可 以 一 行 接 一 行 地 


构造 表 2. 1. 例如 : 


(2.3.2) 


第 2 行 中 
(x) 一 
pa = — D ` |. 
Tı — To | (rz) mz —“< 
MaE (€) = 
Po (z) = 1 CERN y 
Tı — To |p (z) Ta 一 工 
第 3 行 中 
91 (z) = 
baa. (z) = 1 DE X , 
t: -a (ZH 


等 等 . 表 中 第 "十 1 行 的 最 后 一 个 多 项 式 即 为 n 次 插值 多 项 式 . 整 
个 计算 过 程 称 为 艾 特 肯 法 . 
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按 式 (2.3. 2) 构 造 多 项 式 


ba (z)= f(x) 
p. (z)= flr) 
plx) = flr) 
b. (z)= flr) 


baa (z) 
Pos (XT) Poa (z) 
Poa m) Poa (zm) Poa, (z) 


b.(z)= f(z=,) | P|. (z) Poa (z) Poaa (z) 0 


利用 艾 特 肯 法 ,每 增加 一 个 节点 ,只 要 在 表 2. 1 中 多 计算 一 行 
即 可 . 


2.3.3 计算 工作 量 
下 面 比较 在 求 ”次 插值 多 项 式 的 值 时 , 拉 格 朗 日 插值 与 艾 特 
肯 法 的 运算 次 数 . 
通过 计算 , 先 将 表达 式 (2. 2.6) 化 为 
L, (x) = 5; aI e=]. (2.3.3) 
计算 l 


a; = y ll c=, — zp (i = 0,1,.,n) 
j=0 


Fn — 1l 次 乘法 ,n 十 1 KRE, n +n 次 减法 .然后 利用 (2. 3. 3) 式 
求 值 , 每 次 求 值 需 ntn KRE, n 十 n 次 减法 ,n 次 加 法 . 如 果 仅 
求 一 个 值 , 拉 格 郎 日 插值 的 计算 工作 量 总 共 为 2n 十 n 一 1 次 乘法 ， 
ntl 次 除法 ,2n 十 2n 次 减法 及 n 次 加 法 . 
ERRAR n 次 插值 多 项 式 的 值 可 以 直接 从 表 2. 1 出 发 , 表 
中 共有 n(n 十 1)/2 项 ,每 项 按 公 式 (2. 3. 2) 求 值 需 2 次 乘法 ,1 次 
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除法 及 4 次 减法 ,因此 求 n K £i BJ — T fB n +n 次 乘法 ， 
n(n+1)/2 次 除法 ,2n? 十 2n 次 减法 . 
例 2.3.1 已 知 f(zx)=sinhz 的 离散 数据 


I 0.00 0.20 0.30 0.50 


fex) 0. 00000 0. 20134 0. 30452 0. 52110 


利用 三 次 插值 求 f0. 23) 的 近似 值 . 
解 ”采用 拉 格 朗 日 插值 


f(0. 23) ~0. 20134 x Š- 23X (—0.07) X (—0. 20) 十 


0.20X (—0.10) X (一 0. 30) 
0.23X0.03X (—0. 27) | 
0.,30X0.10X(—0. 20) 


0. 23X0. 03X (—0. 07) 
0. 52110x — C 60X0. 30X0. 20 


0. 30452 X 


=~0. 232035. 
采用 艾 特 肯 法 列表 如 下 ; 


0. 00000 


0. 20 0.231541 


0.20134 


0.30 0. 30452 0.233465 0.232118 


0.52110 


0. 239706 0. 232358 0. 232034 


如 果 增 加 一 个 节点 ,例如 z, = 0. 60, 其 函数 值 F(0. 60) = 
0. 63665, 并 改 用 四 次 插值 计算 f(0. 23) 的 近似 值 . 则 拉 格 朗 日 插 
值 必须 从 头 计 算 ,而 区 特 肯 法 只 增加 如 下 一 行 : 


0.60|0.63665 0.244049 0.232479 0.232034 0.232034|37 
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2.4 均 差 与 牛顿 插值 


2.4.1 均 差 


HAR 在 n 十 1 个 节点 zo yz,… ,Tz 上 的 值 fC), fC), 
f(z,) 为 已 知 .牛顿 插值 是 把 插值 多 项 式 表示 成 如 下 形式 : 
N,(z) =a; + a) (z — zo) +a, (xz — Zr)(r— mi) + + 
Cn( 工 一 20)( 工 一 并 )( 工 一 了 -1)。 (2.4.1) 
这 种 形式 显然 便于 求 值 , 而 且 增 加 一 个 新 节点 z,, Bf, F 2838 JJI 
一 个 新 项 
a,i(z— z )(z=— x1) CE — Tr)» 
根据 插值 条 件 
N,(xz,) = f(x) (i=0,1,",n), 
可 以 逐个 确定 出 系数 
an = f(x), 
= f(s) — flzo), 


Ti — To 


a 


f(xza)— f(z) _ f(x) — f(ro) 
am T2 一 To Z: 一 To 
, = 一 -一 一 一 


++: — Tı I 
为 了 得 到 系数 a 的 一 般 表达 式 , 有 如 下 均 差 的 定义 . 
定义 2.4.1 记 f[zx,]=f(z,), 称 为 零 阶 均 差 . 零 阶 均 差 的 
差 商 


E Ta] = Fd ka =A . 
称 为 函数 了 关于 ze,zw 的 一 阶 均 差 . 一 阶 均 差 的 差 商 
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fla sı sfa] = flzoz.]  flzo2J, 


<, Ea 
称 为 f 的 二 阶 均 差 . 一 般 地 ,一 1 阶 均 差 的 差 商 
fLs EE a In] 


= JYLzo stt ,Ts Im] < 和 [xz s% Tea], (2.4.2) 


La — Tt 
称 为 f 的 k 阶 均 差 (k&-th divided difference). 
均 差 有 如 下 基本 性 质 ， 
(1) 均 差 与 函数 值 的 关系 为 
flt sT“ ,Tn 
2 Fez) 


£ (Tj — To) Fo tja) (z; — TH *** (z; — z,)° 


(2.4.3) 


可 用 归纳 法 给 以 证 明 . 
(2) 均 差 关于 所 含 节 点 是 对 称 的 , 即 有 
f[zo,zi o z,]J= fti sTo ze s Ts] 一 … 
= [zi == 2 a 
这 是 (1) 的 直接 推论 . 
(3) 由 (2) 及 式 (2. 4.2) 可 得 
flzorzrs so mr z, ] 


= m *°** 9 Tl sta] — fLzo Tiam] (2.4.4) 
er 


(4) 设 f Ela, b] EEE n 阶 导数 , 且 Zo s Zi s °° Z, € 
[a,b], m 


m) 
fLDzo zi stts] = fe, (2.4.5) 


其 中 Elab]. 
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牛顿 均 差 插值 多 项 式 为 
Ns (z) =1. 0067x + 0. 08367xz(x — 0. 20) 十 


0. 17332z(z 一 0.20)(z 一 0.30)， 


由 此 可 算出 
f00. 23) ~ N, (0. 23) ~ 0. 23203. 


A f(z=)=sinhz, Fo(z) 一 sinhz, 余 项 为 


Rs(z) = $ra — 0. 20) (x — 0. 30) (z — 0. 50)sinhë, 


0<<0.5, 
可 得 误差 估计 


| Rs:(0.23) |< >; X 0. 23 X 0. 03 X 0. 07 X 0. 27 X 0. 53 
=~ 0. 000003, 
如 果 增 加 一 个 节点 z, =0. 60, 则 上 述 均 差 表 增加 如 下 一 行 : 
0. 60| 0.63665 1.0611 0.13596 0.17429 20.00974 


插值 多 项 式 为 
N. (z) = N, (z)+0. 00974z(z—0. 20) (z=—0. 30)(z—0. 50). 


2.5 差分 与 等 距 节点 插值 


2.5.1 差分 


前 面 的 插值 公式 一 般 只 应 用 于 非 等 距 节 点 ( 即 节点 不 是 等 路 
离 分 布 ) 的 情形 . 在 实际 应 用 中 , 常 采用 等 距 节点 
Ti 二 Xo 十 讯 (一 0, 土 1, 士 2,…)， 
其 中 及 是 常数 , 称 为 步 长 (step width). 这 时 利用 差分 可 以 导出 计 
算 上 更 为 有 效 的 插值 多 项 式 . 
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2.4.2 牛顿 插值 公式 


利用 式 (2. 4. 4) ,可 以 得 到 
fex) = f(zo) + firsto] (t t), 
flxszo] = f[Lzo szi] + f[z,z rz — zi), 
f[z,zo Ti] = fto sz s21] + f[z,zo zi za ](z — z+), 


flz,zo zi] = f[zo zi stts En] +H fry zo," z. ](z— z,). 
依次 将 后 一 式 代 入 前 一 式 , 最 后 有 
f(x) = N,(z) + R,(z), (2.4.6) 
其 中 
N,(z) = f(z,) + f[za z) ](z — z+) + 
f[ zo zi z+ ](z — zo) (z — zı) +e + 
fl[zo zi o z, (£ — z )(z=— xı) (£ — Eui) s 
(2.4.7) 
R, (x) = f(z) — N, (2) 
= f[z,zo, r£ Wi (>), (2.4.8) 
Wai ARO. 2. DEX. 
由 式 (2. 4.7) 确 定 的 多 项 式 N, IRW E HER 1 , k Sk AN E 
过 nn, 且 具有 式 (2.4.1) 的 形式 . 因此 , 式 (2.4.1) 中 的 系数 为 
ai = f[zo,.zi o z] (i=0,1,.,n). 
多 项 式 N, 称 为 牛顿 均 差 插值 多 项 式 . 根据 插值 多 项 式 的 惟 . 
一 性 ,NN, 与 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 工 , 只 是 形式 上 不 同 . 
当 了 存在 mn 十 1 阶 导数 时 ,公式 (2.4.8) 给 出 均 差 形式 的 余 项 
R, 与 公式 (2. 2. 9) 等 价 , 并 由 此 可 推出 均 差 与 导数 的 关系 
式 (2.4.5). 但 公式 (2. 4.8) 更 有 一 般 性 , 它 在 了 是 由 离散 数据 确 
定 或 导数 不 存在 的 情形 下 仍 有 意义 . f 
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用 fi RRRA S EPA e 的 值 , 即 
fi= f(r) G=0, +1, +2), 


定义 2.5.1 $ 

Afi= fa — fis 

Vfi= f, — fim’ 

8f,= fap T fri 
这 里 fap =f (uti) Aosa 分 别称 
为 f 在 xz; 的 一 阶 向 前 差分 (first forward difference) ,一 阶 向 后 差 
分 (first backward difference), 一 阶 中 心 差分 (first central 
difference). A, V ,8 称 为 (向 前 ,向 后 ,中 心 ) 差 分 算 子 (difference 


operator). 
由 此 ,可 递 推 地 定义 n 阶 差 分 为 
Afi = A fian — A" fis 
V af wÍ Q 3 p Vs 
#@'f,= P f, y — 81 fo? 
并 规定 零 阶 差分 为 
A f, = V° f, = # f, = fi 
例 2.5.2 二 阶 差分 和 三 阶 差 分 
X fi = AAS) = Afin — Af, = fa: —2fim + fio 
Dfi = X fim — AP f, = fas —3far H3S — fis 
Vifi=V(Vf) = Vf, — Vf— = f. — fim + fim» 
Vai =V’ fiV’ fia = fi~ 3fim + 3fi— — fi 
Ff: = 8(8f,) = Sfat fii = fa —2fi + fo, 
Si = Ffug E f. = fa —3fa a T+3f,. — fii 
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2.4.3 计算 工作 量 


计算 均 差 可 按 表 2. 2 逐 行 地 进行 , 表 中 加 横 线 的 各 阶 均 差 就 
是 牛顿 插值 多 项 式 的 系数 . 


# 2.2 


| mn] mn | =maz_ |=] 


fx)| frox] 
f(x) f[zo ,x:] fLzo sy x1 ,x2 ] 


fx3)| flro z;]) | f[zo,ziz;] | f[zo zi zs Í zs] 


a flt) | FLzoyzs] | fÜzeoziz,] | f[zo ,x za > z,] 


为 了 建立 次 牛顿 插值 多 项 式 , 求 各 阶 均 差 需 进行 亏 ( 亚 十 2) 


次 除法 和 x 十 n 次 减法 . 得 出 公式 (2.4.7) 后 ,可 利用 Horner 算法 
(1.4.5) 求 值 ,每 次 求 值 需 n KRÈ n 次 减法 和 nn 次 加 法 . 与 拉 格 
朗 日 插值 相 比 ,牛顿 插值 大 大 节省 了 工作 量 . 

例 2.4.2 考虑 例 2.3. 1 中 的 问题 . 

解 ” 利 用 牛顿 插值 , 均 差 表 如 下 : 


0. 00000 


0.20 0.20134 1.0067 
0.30 0. 30452 1.0151 0. 08367 
0.50 


0.52110 1. 0422 0.11833 0.17332 
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定理 2.5.3 各 阶 差分 可 用 函数 值 表示 如 下 : 
A"f; = > D ($ fees 


Verr, = > 
k=0 

pf = EOD (E) pm 
k=0 


其 中 (?) 一 < 一 二 1 是 二 项 式 展开 系数 . 
定理 2.5.4 ”函数 值 可 用 各 阶 差分 表示 如 下 ， 
fa m D (Afe 


y, = EAV, 


fas = D (k) Sag 
定理 2.5.5 差分 与 均 差 的 关系 如 下 : 
A"f, = MIK” fU: s ras Eam] 
V "fi = mlh” f Utims Eim zl, 
ëm" fag = (2m + DIH [zen Tim Tam] 
Dfi = (2m)1h”"f[r Eim azas] 
以 上 三 个 定理 均 可 用 数学 归纳 法 证 明 . 由 式 (2. 4. 5) 及 定 
理 2. 5. 5 可 得 差分 和 导数 的 关系 ,例如 向 前 差分 与 导数 的 关系 为 
Afi = h"f” (0, £ € ltiz]. ç. 6335 
利用 函数 值 f;(i=0, 土 1, 土 2,…) 计 算 各 阶 差 分 特别 简单 , 仅 


包含 减法 运算 ,可 以 构造 差分 表 2. 3. 
. 40 。 


A (92,880) A(V3 ,8) 


Af- (V fo 8f-in) 
Af. (V f, :68f12) 
Afi (V fe sòfa) 


A? f- V? fid fo) 


A f- (V: f,,8 fi) 


A fa lV? fr f) 


2.5.2 牛顿 差分 插值 公式 


利用 定理 2. 5. 5, 在 牛顿 均 差 插值 公式 (2. 4. 7) 中 将 均 差 蔡 换 
为 差分 ,可 以 得 出 不 同形 式 的 插值 公式 . 
在 以 riyziHy…wyzitn 为 节点 的 牛顿 均 差 插值 公式 中 ,用 向 前 
卷 分 代替 均 差 ,并 令 r= r tth, Otn, i 
N ai Hh) = fit (1af (3) Efi Ht (Er 
(2. 5. 2) 
此 即 牛 顿 向 前 差分 公式 , 式 中 
(上 = +G Da tt 一 大 十 1) 
k k! , 
t 是 变量 . 这 时 
Wn (z) = le $ = t(t— 1) (t— nh. 
根据 式 (2. 2. 9), 余 项 可 以 写成 
R.Gz +h) = (, 1 |) fe, 


sE [zi, Tind. (2.5.3) 
ZME TELI zi, z-i 30t ;Zi-n( 从 大 到 小 排列 ) 为 节点 的 牛顿 均 
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差 插 值 公式 中 ,用 向 后 差分 代替 均 差 ,并 令 r= tth, —n<t<0, 
可 得 
N,G +h) = fit (ivf + (ETVE 
(Fa yp (2.5.4) 
称 为 牛顿 向 后 差分 公式 . 余 项 可 写成 
R.Gz Hh) = (SERAH ena, £ € Crima]. 
(2.5.5) 


2.5.3 高 斯 公式 


在 n 十 1 个 节点 按 Lis Liti Tii Zika ,Ti-2，"…* 硕 序 排列 的 牛顿 
均 莽 插值 公式 中 ,根据 定理 2. 5. 5, 用 中 心 差 商 代替 均 差 ,并 令 
工 二 zi 十 志 , 可 得 另 一 种 插值 公式 , 当 n= 2m 时 ,节点 为 riyzi+rl， 
Til9 Ttm Zi I (Mtm), 


G,() =N,(z, + ñ) 
SA+ (i)dfag + (2) A+ (1) + 
Tous , /+ 
(tm-lyje=y,, (2.5.6) 
余 项 可 写成 i 
R.C +h) = (g sn pesto C8), 


€ € [zim *z== J. (2.5.7) 
当 n=2m+1 时 ,增加 一 个 节点 timo — m<<t<m+ 1, RRE 
式 (2. 5.6) 中 加 一 项 ， 
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GD =f,+(1)əf a + (GEA (F1) f, + 
(EEEa ++ (tk NE fag + 


(ta apt (EP E Sag 


2m+1 
(2.5.8) 
余 项 变 为 
RG F 83 = (Eae its pam (ays 
E € [tims Tim]. (2.5.9) 


式 (2. 5. 6) 5R. 5. 8) 称 为 高 斯 向 前 差分 公式 . 
类 似 地 ,如 果 ntl 个 节点 改 为 按 Lis Lii s Titi Tiss Tia Ü 
顺序 排列 ,z=zi; 十 th, 则 当 n==2m B, mtm, A 


GD =f + (Eas (Et Ent (EES + 
(EEZ) (ET NSt 
(ta m)asy;, . (2. 5.10) 
余 项 为 
R.C; +h) = (Z Tm uma a= (6)， 


$E 2 (2.5.11) 
34 n=2m+1 时 ,一 m 一 1 过 三 m, 有 


GD) =f + (Ejas t (srt E St 


(EEP )at f+ SN AN + 


2m— 1 
CIES AO og, ~ (2.5.12) 
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余 项 为 
Rs 


€ € [ziyzrm]. (2, 5.13) 
式 (2. 5. 10) 55 sÉ (2. 5. 12) 称 为 高 斯 向 后 公式 . 


2.5.4 斯 特 林 公 式 


取 高 斯 向 前 公式 (2. 5. 6) 与 高 斯 向 后 公式 (2. 5. 10) 的 平均 , 即 
可 得 到 以 rz-。…，,zi,…yzi+n 为 节点 的 插值 公式 


SD = fit+ (i) fag 十 34) 十 
H(i (y1)] + 
HEFE) fag HPA p H+ 


+[Ü ta A Er) "7 (2.5.14) 


& 8 — <= ZS: <m,n=2m. 余 项 为 


R,(z; + th) = (re yi fe (6)， 


E € [Zim za, 1. (2.5.15) 
式 (2. 5.14) 称 为 斯 特 林 (Stirling) 公 式 . 这 个 公式 用 的 节点 个 数 是 
奇数 . 
2.5.5 贝 塞 尔 公式 


在 高 斯 向 后 公式 (2. 5. 12) 中 用 i 十 1 代替 i, 同 时 用 一 1 代替 
t, 然 后 与 高 斯 向 前 公式 (2. 5. 8) 取 平均 ,可 得 到 以 Lims Tis", 
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ZitmsyZitn+i 为 节点 的 另 一 个 插值 公式 


B.) =Z Si+ Sd ELl) ET] af 二 
(3) EAH fa) + 
[C3 
[Í 


(s) 
tt PaT] 8@” fago (2.5.16) 


2 
1 
2 
1 ]##a tt 
2 HF 

1 

2 L 2m+1 


这 里 -m<t= <m+1,n=2m+l. 余 项 为 


R zi Hh) = (Z. Jama fem G), 


£ € [z—, Eim ]. (2.5.17) 


式 (2.5.16) 称 为 贝 塞 尔 (Bessel) 公式 . 这 个 公式 只 能 用 于 偶数 个 
节点 . 


2.5.6 等 距 节 点 插值 公式 的 使 用 


在 等 距 节点 的 情形 下 ,利用 差分 建立 的 各 种 插值 公式 可 以 节省 
大 量 的 计算 工作 量 . 计算 1 至 n 阶 差分 总 共 只 需 进行 n(n 十 1)/2 次 
减法 . 概括 地 说 ,它们 都 是 用 来 产生 和 分 析 禹 近 于 被 插 函 数 的 多 项 
式 序列 . 牛顿 向 前 差分 与 向 后 差分 公式 分 别 适用 于 新 节点 总 是 等 
距 地 沿 增 大 的 方向 引 人 和 总 是 等 距 地 沿 变 小 的 方向 引入 ,或 者 分 
别 适 用 于 函数 的 离散 数据 表 的 表 首 附近 的 计算 和 表示 附近 的 计 
算 .高 斯 ,斯 特 林 和 贝 塞 尔 等 中 心 差分 的 公式 适用 于 在 一 节点 两 
边 , 新 的 节点 等 距 交 替 地 引入 ,或 者 适用 于 在 离散 数据 表 的 中 间 附 
近 的 计算 . 

以 f(z) = sinz 为 例 ,说 明 等 距 节点 各 种 插值 公式 的 应 用 . 
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E 2.4 是 经 计算 得 到 的 一 个 差分 表 : 
m 2.4 


0.00012 


.0 
1 
.2 0. 00008 
0. 00002 
.3 0.00010 
0.00001 
.4 0.00011 
—0, 00003 
.5 0. 00008 
0. 00004 
.6 
7 
.8 


检验 差分 表 的 正确 性 可 根据 每 列 差分 之 和 应 等 于 前 一 列 的 最 
后 一 数 与 最 前 一 数 之 差 . 上 述 表 中 五 阶 差分 已 近 于 零 , 因 此 只 能 用 


至 四 阶 差分 . | | 
为 了 求 /(1.02) 的 近似 值 ,使 用 牛顿 向 前 差分 公式 


N, (1 +0. 1) =0. 84147 + 0. 04974t — 0. 00891 t“ D = 


o. 00040 ET D G — 2) Br s h. 


0. 00008 ets G 2) (E 3) 
; == = =m ag 


JR :一 0.2, 得 
f(1.02) ~ N. (1. 02) ~ 0. 85211. 
为 了 求 f(1.75) 的 近似 值 ,使 用 牛顿 向 后 差分 公式 
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N. (1.8 +0. 1£) =0. 97385 — 0. 01781; — 0. 00990 t“ m 


0. 00009 t+ Rut 2) r 


0. 00012 Huut 2G 3 


取 :一 一 0-.5, 得 
fO. 75) œ N. (1. 75) ~ 0. 98398. 


为 了 求 fA. 22) 的 近似 值 , 利 用 中 心 差分 插值 公式 . 高 斯 公式 
总 可 用 斯 特 林 公 式 或 贝 塞 尔 公式 等 价 地 代替 . 斯 特 林 公式 为 
S.) 一 0. 93204 + +. 03152 + 0. 04083): — 


; £ 上 ta — 1) 
0. 00931 21 > O. 00032 + 0. 00040) w + 


g (e —1) 
0. 00008 Sr 


2 当 z=1. 22 R} :=0.2, a 


其 中 =Z 
f(1.22) ~ S, (0. 2) ~ 0. 93910. 
贝 塞 尔 公式 为 
B.G) =+@. 93204 + 0. 96356) + 0. 03152{: 一 玛 ) 一 
+ 0. 00963 — 0. 00931) H- 
ra=D(1-4) i 
0.00032— 2 — L (0. 00008 + 
31 2 
t — 1)(t— 2) 
0.00010) E 一， 
同样 有 


f(1.22) ~ B, (0. 2) == 0. 93910. 
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2.6 埃 尔 米 特 插值 


2.6.1 一 般 提 法 


在 应 用 中 ,不 少 实际 的 插值 问题 不 但 要 求 在 节点 上 函数 值 相 
等 ,而 且 还 要 求 对 应 的 导数 值 或 高 阶 导数 值 均 相等 ,满足 这 种 要 求 
的 插值 多 项 式 就 是 埃 尔 米 特 (Hermite) 插值 多 项 式 , 它 的 一 般 提 
法 是 : 设 函 数 f 在 节点 x。,z1，… ,Zz, 的 函数 值 与 导数 值 为 

FED = fis FD = fl, s SE a = ft, 

i=0,1,.,n, 

其 中 asa ，…aw 是 正 整数 . 寻求 一 个 次 数 尽 可 能 低 的 多 项 式 H, 
使 得 满足 条 件 

H (xz,) = fi° (k=0,1, 0a —1,i= 0,1,.,n). 

(2.6.1) 

可 以 证 明 , 存 在 惟一 的 满足 插值 条 件 (2. 6. 1) 的 次 数 不 超 过 a = 


了 a 一 1 的 多 项 式 H 即 所 谓 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 ,其 形式 可 
写成 


H(z) = DDA” ha), (2.6.2) 
其 中 hu 是 a 次 多 项 式 ,满足 条 件 


y j=i H l=&k. 
ha (Xx;) = 
0, 其 他 . 
作为 一 种 具体 的 情形 , 设 
fz) = fif Gy = f G =o, (2.6.3) 
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要 求 构造 一 个 次 数 不 超 过 2n 十 1 的 多 项 式 , 记 作 Hans ,使 得 
Ham Cxi) = fi, Hom(lz) = ff, (i=0,1,,n). 
(2.6.4) 
从 几何 上 看 , 即 要 求 Hron 5 f Ent 个 节点 处 相 切 , 这 时 z, 
Tio z, 称 为 二 重 节点 ， 


2.6.2 插值 多 项 式 的 建立 与 余 项 


先 考 虑 特殊 情况 : R 2n--1 次 的 多 项 式 a; 和 Bi(0 过 i 过 n), 满 
足 条 件 

ai(z)) =6, ai (j) =0 (j=0,1,,n), (2.6.5) 

BC) = 0, Bil) = (j=0,1,.,n), (2. 6. 6) 
这 里 56, 是 克 罗 内 罗 记 号 ,其 定义 见 式 (2. 2. 1). 这 是 两 个 最 简单 的 
埃 尔 米 特 插 值 问 题 . 

由 条 件 (2. 6.5) 与 (2. 6. 6) ,及 多 项 式 的 根 和 重 根 的 性 质 ,可 直 
EWEA 为 

B(Cz) = (rx— x) li (z), (2.6.7) 
并 且 可 确定 ai 为 
a(z) = [alr —x,) + 1]Ë (>z), 

其 中 a 是 待定 常数 . 以 上 两 式 中 的 上 是 由 式 (2. 2. 3) 定 义 的 拉 格 
朗 日 插值 的 基 函 数 . 根据 条 件 a, (zx;)==0 可 定 出 a, 并 由 此 得 出 


1 


=, — Z; 


a (z) = h-e- jee， (2.6.8) 
j=0 


ai 与 Bi:(i 二 0,1,…,n) 是 关于 插值 条 件 (2. 6.4) 的 插值 问题 的 基 东 


数 , 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 Hx+: 明 显 是 这 些 基 范 数 的 线性 组 合 : 
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Hamn (z) = S) fa: (z) + > BG). (2.6.9) 


设 函 数 f 在 区 间 [a,5j 上 存在 2n+2 BFR To sT) PEEP z, € 
[a ,6], 且 用 多 项 式 Hy,+ 近似 ,Ri+i 是 插值 余 项 . 可 以 证 明 
Romi Cr) = f(z) — Hem (z) 


2m+2) 
-EE wi, (z), (2. 6.10) 


其 中 e€ [a,6] 且 依赖 于 工 ,Wi; 仍 由 式 (2. 2.7) 定 义 . 
当 n 二 1, 节 点 为 Xo sT B , -TE >J 


ao (z) = (二 区 下 一 全 z==)(z==y, 


xo — zx; 
aa) = (1+2 za, 
2 


BC) = (z—z) (2—2) ; 


To — Tı 


Ba = (z S z) (Z=), 


Tı — Zo 
插值 多 项 式 H, 为 
Bo) =[f (1+2 252 —)+ f. a = ary 


[A 5 (1+2: Zz==)+ f, ` a-a) ](Z== y, 
(2.6.11) 
余 项 R; 为 


“o 
R: (z) = D —z)(z—x), (2.6.12) 


HP EEr EA 之 间 . 
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2.6.3 重 节点 均 差 与 均 差 形式 的 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 


为 简化 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 的 计算 , 需 引 和信 重 节 点 均 差 
的 概念 . 

由 于 均 差 f[zo,zi,…，,z] 是 ma 十 1 个 变量 ro, zi z, € 
[a,5] 的 连续 函数 , 故 可 借助 极限 过 程 来 定义 自 变量 重合 的 均 
差 , 即 


并 aa] 一 lim LELTE) prs,), 

五 一 z0 i™ Xx 

— fEzo zi] — flra] - f[zo, zi ] — f' (zo) 
flzo ,zo zi] = 二 =Ñ Peers ` 


一 般 地 , 若 fe C'[a b], HERC. 4.5), 9 rir (i=1,=*,n), f$ 
f[zo sx + °°° ,To ] = Fa, (2. 6. 13) 


因此 ,牛顿 插值 多 项 式 也 可 用 于 埃 尔 米 特 插值 . 若 考虑 f 在 
相 异 节点 zo,z1，…，,zzn+1 上 的 插值 多 项 式 ,利用 牛顿 插值 多 项 式 
(2.4.7), 有 
Ny, (z) = fla) + fzo sz ](z — zo) + f[zo zi z+ ] X 
(z — zo) (x — zi) + ** + f[zo ;21s Za, Zaa ] X 


(mz — zo (TO— zi) (Z — Zm)» (2.6.14) 
相应 的 余 项 表达 式 为 
Ronn (a) = f[z,zo mi 9% maa) (T — Z) (r — m )***(z — zs). 
(2.6.15) 
在 式 (2. 6. 14) 中 应 用 重 节 点 均 差 ,特别 设 
Zu = Zaun = zg, (i= 0,1,s-, n), 
由 式 (2.6. 14) 得 
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Nomi (z) = f(z+) + f[zo,zo ](z — zo) + f[zo zo sz] X 
(z — xo)? +e + f[zo zo t z, z, ] X 
(z — zo0) (z — Tr) (z — Xn) (2.6.16) 
该 式 是 一 个 次 数 小 于 等 于 2n 十 1 的 多 项 式 . 它 的 误差 可 由 z; — =i, 
Zuri >x; 时 对 式 (2.6.15) 取 极限 得 到 ， 
Rimi (z) = f[z=,zs,zo >° z, z, ] X 
(z=— r) (rz — x) (I xz,)°. 
(2.6.17) 
# f€EC”**[a,6b], 则 可 得 到 与 式 (2. 6. 10) 相 同 的 表达 式 : 
R; (7)= f(x) -- Nomi (z) 


“(O w2 (7) 2. 6.18) 
= (2n + 2)! e(z)» (2; a 


其 中 gE lab) HRE r Wnei (z) h (2.2. DE. 
由 此 可 知 式 (2. 6. 16) 得 到 的 
Nemi (z) = Henn (7) 
就 是 均 差 形式 的 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 . 
例 2.6.1 RETR p, WERI 
plz) = f(x;) Gj = 0,1,2), 
pla) = flae), 
并 求 余 项 表达 式 . 
解 为 了 保证 满足 p(z,)= f(z;)(G=0,1,2), i 
pCa) = f(x.) + flr sxi] Ct t) + 
f[zo,zi, T2] (£ — ze )(z — z,) + 
Alx — zo )(z=— xi )(z— x). 


这 个 等 式 右 端 前 三 项 是 以 zo ,xi ,zs 为 节点 的 牛顿 均 差 插 值 公式 ， 
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从 表 中 看 出 , 随 着 n 的 增加 RC, ) 的 绝对 值 几 乎 成 倍增 加 ， 
这 说 明 当 n->oo 时 LL,(zx) 在 [一 5,5] 上 不 收敛 . 龙 格 证 明了 存在 一 


时 { 工 ,(z)} 发 散 ， 
FER ”= 10, 根 据 计 算 画 出 ?一 Li (z) B y 一 了 在 
[一 5,5] 上 的 图 形 , 见 图 2: 3. 


图 2.3 


从 图 2. 3 看 到 ,在 z= +5 附近 Lio(z) 与 F(z) 一 1/(1 十 zz) 偏 
离 很 远 ,例如 Li (4. 8) 一 1， 80438,f(4.8) 二 0.04160. 这 说 明 用 高 
次 插值 多 项 式 L, (zx) 近似 f(z) 效 果 并 不 好 ,因而 通常 不 用 高 次 插 
值 , 而 用 分 段 低 次 插值 . 从 本 例 看 到 ,如 果 把 3 一 1/(1 十 z2) 在 节点 
r=0,+1,+2,+3,+4,+5 处 用 折线 连 起 来 显然 比 Li, (z) 逼近 
f(x) 好 得 多 . 这 正 是 2. 8 节 要 介绍 的 分 段 低 次 揪 值 的 出 发 点 ， 

为 得 到 {L.(z)} 在 [a,6] 上 一 致 收敛 于 f(z) 的 结论 , 先 给 出 以 
下 定理 . 

定理 2.7.3 设 f(z) 在 区 间 [a,6] 上 无 限 次 可 导 , 则 f(z) 为 
整 函数 的 充分 必要 条 件 是 

lim M, = 0, 其 中 M, = max | f“? (z) |. 
a< rb 


m n 
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定理 2.7.4 设 f(z) 是 [a,5] 上 的 整 函 数 , 则 对 [a,5] 上 任 给 
的 节点 阵 (2.7. 1) 所 构造 的 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 序列 {L, (z)}) 一 
致 收敛 于 f(x), 即 在 [a,5] 上 

limL, (z) = f(x) 

一 致 成 立 . 

另 一 方面 ,对 F(z)EC[a, 刀 ,根据 最 佳 一 致 逼近 理论 ( 见 3.6.2 
节 ) 可 知 ,总 存在 一 个 节点 阵 使 得 由 此 构造 的 插值 多 项 式 序列 
(LD AAF f(z). 


2.7.2 插值 函数 的 稳定 性 


以 上 分 析 表 明 作 函 数 的 插值 多 项 式 时 并 非 节 点 取得 越 多 就 能 
逼近 得 越 好 ,此 外 ,节点 越 多 相应 的 高 次 插值 多 项 式 会 发 生 激烈 振 
荡 ,特别 是 在 构造 插值 多 项 式 时 用 到 的 节点 函数 值 f(z,)(i 一 0， 
l," n) ,往往 带 有 误差 ,因此 随 着 插值 多 项 式 的 不 良性 态 ,这 种 
误差 可 能 越 来 越 扩 大 ,那么 函数 值 的 误差 经 过 插值 过 程 将 给 计算 
带 来 什么 影响 呢 ? 这 就 是 插值 函数 的 稳定 性 问题 . 设 f(x;) 
(i 二 0,1,…,n) 有 误差 5;, 即 实际 构造 插值 函数 时 的 函数 表示 为 
(zi 了 i) (i 二 0,1,…,n) ,而 精确 值 f(x) 二 了 ;十 6i, 要 研究 插值 本 
数 I,(f; x) 的 误差 是 否 增 大 ,这 里 

I,(f; z) = SL) fla), (2.7.3) 
其 中 Liz) 是 关于 节点 TO TI19 T, 的 插值 基 函 数 ,满足 Li (Zi ) 一 
全 


1 i=; KRAER C fi) (i 二 0,1,…,n) 时 ,插值 函数 为 


hf iz) = D L) f... 
i=0 


于 是 实际 计算 得 到 插值 函数 对 于 f(x) 的 总 误差 为 
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余 项 为 
R(z) = f(z) — p(z) = 天 Fo (zr— xo) (zr— z), 


其 中 EH Tosi, T 之 间 . 
此 例 也 可 应 用 泰勒 (Taylor) 公 式 , 设 
pz) =f(z0) tf (ro)(z— zo) + 


M 
La EE E EE 


显然 ,多 项 式 p(x) 满 足 条 件 p” (za) =f” Cr) (k=0,1,2), Fh 


A=—— [fsz )— f'(za)] — f (zo) f 


(an 一 Zo)2 2(Cz — zo) 


2.7 插值 多 项 式 的 收敛 性 与 稳定 性 


2.7.1 插值 多 项 式 的 收敛 性 与 病态 性 质 


插值 多 项 式 的 收敛 性 问题 是 指 在 区 间 [a,6] 上 的 插值 多 项 式 
p(X) , 当 n 增 加 时 pp,(z) 是 否 收敛 于 被 插 函 数 f(z). - 

定义 2.7.1 设 被 插 函 数 /(zx) 对 插值 区 间 [a,6] 上 的 任何 一 
个 节点 阵 


0. 
£O 


a) 《1) 


To » Ti 
(2) 
wa Py 25 
š (2.7.1) 
Xs ZX x ， 2” 


A 是 待定 常数 . 利用 条 件 p C) f (z, )5E tH % 3⁄ 
A= f(a) — flrs zı] 一 (x, — zo) f[ zo ta] 


(zi — To) lzi — z+) 

因 余 项 R(z)= f(z=)— pr) M ERI: 

R(z;)=0 (j= 0,1,2), 

R'(a,) = 0. 
可 设 

R(z) = K(z)(z=—x=)(z—mzi)°(mz— xs), 

其 中 天 是 待定 函数 . 应 用 微分 学 中 著名 的 罗 尔 (Rolle) 定 理 可 定 
H 天 ,最 后 有 


R(z) = ESO Oa ta an) (rr), 


HP £ #E tosti zz z ZA. 
例 2.6.2 求 多 项 式 p, 满 足 条 件 
plz;) = f(x) Q = 0,1), 
p} (z |) = fP (mz) (k= 1,2), 
并 求 余 项 表达 式 . 
解 ” 此 题 可 利用 重 节点 均 差 形式 表达 式 , 令 
pL) =f Cx) + f[zo zo ](z — zo) + 
fz, z zi ](z — To) + A(z — t)’ (z — zx). 
显然 它 满足 条 件 p(z.)= flr) G=0,1) R p lt) =f Ct), A 为 
待定 参数 ,可 由 条 件 pC) =fr) ME , BI 
plx) = 2f[z z zi] — (rot+ 27r)A = 广 (zo)， 
得 


A = flr za m ] — f" G) 
Zo ¥ 2zx, ç 
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E,(fiz)= f(z)—1,(f ;7) 
=[f(z=)—I,(f;z)] +[I,Cf;z)— 1 (fF ;7)], 
取 绝 对 值得 | 
max |E,(f;z) |< max | f(z) — I, fix) |+ 
max |I, (f; z) 一 TCF z)|. 
上 式 右 端 第 一 项 为 截断 误差 界 , 第 二 项 为 插值 函数 的 舍 人 误差 界 ， 
记 作 e,, 即 


en 一 max|I,(f;7x)—1,(F; x)| 
arb 


< max [ 22 | L(x) | Jmax | f) 一 六 | 
= àn max | f(z) — fil» (2.7.4) 
sx 


其 中 = max [| 了 2 14(z) 1). 82, 有 界 , 则 含 人 误差 也 有 界 , 且 


插值 函数 是 稳定 的 .下面 先 给 出 定义 . 

定义 2.7.5， 对 任 给 e>0, 若 存在 6>0, 使 当 max | f(x) 一 了 | 过 
6 时 ,就 有 

t = max |1, (fiz) —1.(f; z)|]< e, 

则 称 插值 函数 1, (f;z) 是 稳定 的 ,否则 是 不 稳定 的 . 

根据 定义 可 得 下 面 定理 . 

定理 2.7.6 若 对 一 切 n, 式 (2.7.4) 中 的 %, 有 界 , 则 n 次 插 
值 函 数 T,(;z) 是 稳定 的 . 

证 明 对 一 切 n,4, 有 界 即 4, 一 4, 由 定义 2.7.5, 对 任 给 的 


e>0, RER CMAR. 7. 4) 得 


En < A < €s 
于 是 n 阶 插值 函数 是 稳定 的 . 
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其 中 rP Ar G28j,k=0,1,---) ,相应 的 插值 多 项 式 序列 { 户 (z)} 满 
E limp, (z) = fCz) , 则 称 插值 多 项 式 p, (x) 收敛 于 被 插 函 数 fO). 


对 于 f(z) 在 [a,bj] 上 按 点 阵 (2.7.1) 得 到 的 拉 格 朗 日 插值 多 项 
式 序 列 {L,(z)}). 即使 f(z) 在 [a,5] 上 是 无 限 次 可 导 的 函数 也 不 能 保 
WEL DAF f(x) ,一 个 有 名 的 实例 是 龙 格 (Runge) 提 供 的 . 


例 2.7.2 f(z) 一 了 二 在 区 间 [一 5,5] 上 各 阶 导数 均 存在 ， 


对 给 定 的 ,将 [一 5,5]n 等 分 ,等 距 节 点 x, 一 一 5 十 2(k 二 0， 
1,…， ,构造 一 个 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 为 


L.G) = 》 一 ! Wen (2) (2.7.2) 


< 1+ z: (zz 一 Zi)zrr (T) 


& = + 


4,…,20 BJ L, Crn ) 的 计算 结果 及 在 z, y 的 误差 R(z, 1). 


(ani Haz) M z, =5—- Š. 2.5 PJ T n=2, 


1 
区 


表 2.5 


0.137931 0.759615 —0. 621684 


0.066390 一 0. 356826 0. 423216 
0.054463 0.607879 —0.553416 
0.049651 —0.831017 0.880668 
10 0.047059 1.578721 —1.531662 
12 0.045440 — 2. 755000 2. 800440 
14 0. 044334 5. 332743. —5. 288409 
16 0. 043530 — 10. 173867 10. 217397 
18 0. 042920 20. 123671 — 20. 080751 
0. 042440 — 39, 952449 39. 994889 
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定理 表明 ,插值 函数 I. ( f ; z) E: @ a E Wa tt + Y (Ë 38 pG 8 
GC) Ci 一 0,1,…z2) 的 性 质 , 与 被 插值 函数 f(z) 无关, 对 拉 格 朗 日 
插值 多 项 式 


L.G) = D fr), 


(z — ZW (>, 
此 时 4, = max 9) TACHE max X) |o 
” a< ` ' agso ti | (z — x) W mi (=) | ` 
可 以 证 明 不 管 节点 阵 (2. 7. 1) 如 何 取 ,都 有 和 > 让 nn ,所 以 
x 
à AR. 因此 , 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 总 不 稳定 ,而 且 其 会 人 误差 增 
长 速度 至 少 与 OUnn) 同 阶 . 特别 当 插 值 节 点 等 距 分 布 时 ,还 可 证 


从 上 面 插值 函数 收敛 性 与 稳定 性 分 析 都 能 看 到 高 次 插值 多 项 
式 L, (z)4E28 f(z) 的 逼近 是 不 合适 的 ,应 尽量 避免 ,为 此 实际 应 
用 多 采用 分 段 低 次 插值 . 


2.8 分 段 低 次 插值 


2.8.1 分 段 线性 插值 


分 段 线性 插值 是 用 折线 逼近 函数 ,是 最 简单 的 分 段 低 次 插值 
用 三 表示 区 间 [ae, 站 上 的 郴 数 ,引进 记号 
Ct[a,b] = (f | f° Elab] 上 连续 }， 
BH Ct[a,6] 是 [a,5] 上 具有 连续 阶 导数 的 函数 全 体 所 组 成 的 集 
A. 特别 地 , 记 
C[a,b] = C[a,b], 
这 是 [a,5] 上 连续 函数 全 体 所 组 成 的 集合 . 以 后 可 以 用 记号 
fEC*[a,6] 表 示 f 是 [a,b] 具 有 连续 上 阶 导数 的 函数 . 
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定义 2.8.1 设 f 是 [a,6b] 上 的 函数 ,在 节点 a= x <xi <: < 
ZK, 二 5 上 的 函数 值 为 fos fi Üs: fn. 记 h= max hi; hi= r+ Ti 
(i 二 0,1,…,n 一 1). 如 果 函 数 I, 满足 下 列 条 件 , 则 称 I, 是 f 的 分 
段 线性 插值 函数 . 

A) I, ECLa,b]; 

(2) Ilr) = fi G=0,1, sn); 

(3) 在 每 个 子 区 间 [zi,zi1](0<i<n 一 1) 上 ,1 是 次 数 不 超 
过 1 的 多 项 式 . 

依据 定义 ,I EFR L srm] 


LG) = fi E t Sn E [LaL z). 


Tihi 
(2.8.1) 
由 此 可 得 到 在 整个 区 间 [a,5] 上 的 表达 式 
L(x) = Dus), (2.8.2) 
其 中 心 是 分 段 线性 插值 的 基 函 数 . 1, 的 定义 是 | 
0, xr € [zi stm]. 
La =li CE, z € [z-i sziJG = 0 NRE), 
==, z € [z z+ a ]G = 0 时 略 去 )， 
Ti Til 
(2. 8. 3) 


下 面 的 定理 表明 , 4) Bte tit (Ë fE IT SE E E Sk R. 
定理 2.8.2 设 fe C[a,b], W4 h—0 BJ I BAF f, 
即 对 任意 一 常数 二 0, 均 存在 相应 的 82>0, RE hS ER | f(z) 一 
li(zx)|<e, YrELa,b]. 
如 果 了 在 [a,5] 上 存在 二 阶 导数 ,利用 线性 插值 余 项 的 界 
(2. 2. 12) ,可 得 分 段 线 性 插值 的 余 项 R(x)=f(zx) 一 I(z) 的 一 个 界 
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š ; Mh? 
| Rœ |< —° M = max | f(z) |. (2.8.4) 
xc 


这 时 定理 2. 8. 2 的 结论 是 明显 的 . 
2.8.2 分 段 三 次 埃 尔 米 特 插值 


分 段 线性 插值 函数 在 节点 处 导数 不 存在 . 如 果 需 要 插值 函数 
在 节点 处 也 可 导 , 并 且 在 节点 处 除了 提供 函数 值 外 还 提供 了 导数 
值 , 则 可 进行 分 段 埃 尔 米 特 插值 . 

定义 2.8.3 设 函 数 f £f k a =xz < x <+: EH 
RAA fo fi ii f. FRUER fo fi oo . 如 果 函 数 I, 满足 
FIRI, 则 称 I, 是 f 的 分 段 埃 尔 米 特 插值 阔 数 . 

A) I,. EC'La,b], 

(2) L(x)=fiT, (zi)= fi (i=0,13°,n), 

(3) 在 每 个 子 区 间 [z;,zi#1](0 志 i 忆 n 一 1) 上 ,I 是 次 数 不 超 
过 3 的 多 项 式 ， 

由 两 点 三 次 插值 公式 (2. 6. 11) ,I EFR Cr sr l EA 


I, (x) =fi(1+2 = (z=) + 


Za — Zz) NT; ra 
um r i 

fa- (25) + 

Fma- am (EE), (2.8.5) 


由 此 可 得 I, 在 整个 区 间 [a,5] 上 的 表达 式 
I lx) = DLfacn + f. BiCz)]， (2.8.6) 


其 中 ap E yE = KOR AR ARE BA BJ 38 R. o, B. 的 定义 是 
egis 


0, T g€ Lz sza» 


— 2 a A 
a J A E rea 
2 B s 
(+g (my, ea, 
(2.8.7) 
0, rg eg A 
Bla) | =) pA (2. 8. 8) 
4 = i Hl s = S 9 . 9. 


I— Xi ) + € [zirral 
Ti 一 Tii (i = n 了 时 略 去 ). 
可 以 证 明 , 若 f€ C[a,6]J,h= max (zs — zi), BJ 34 h— 0 


时 ,分 段 三 次 埃 尔 米 特 插值 函数 I, 一 致 收 剑 于 f. 


2.9 样 条 插值 


2.9.1 样 条 函数 


样 条 插值 也 是 用 分 段 低 次 多 项 式 去 逼近 函数 . 在 分 段 低 次 插 
值 中 ,分 段 线性 插值 函数 在 节点 处 不 可 导 , 分 段 三 次 埃 尔 米 特 插值 
函数 有 连续 一 阶 导 数 , 光 滑 性 也 较 差 ,而 且 需 要 提供 各 个 节点 处 的 
导数 值 . 样 条 插值 能 较 好 地 适应 对 光滑 性 的 不 同 需求 ,并 且 只 需 在 
插值 区 间 端 点 提供 某 些 导数 信息 . 

样 条 插值 是 用 样 条 函数 去 逼近 函数 . 

定义 2.9.1 设 在 区 间 [a,56] 上 给 定 一 个 分 划 

a = zx < z+ < <L Ir = b, 
AI PR $ç S 满足 条 件 ， 则 称 S 是 以 Loris’ Zx, 为 节点 的 大 次 样 
条 函数 (spline of degree k). 
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(z — =) [ 


a) SEC [a,b]; 

(2) ERAF K Ís]j[z,,z,  JO0<;i<n—1) E,S 是 次 数 不 超 
过 上 的 多 项 式 . 

近 几 十 年 来 ,函数 逼近 在 理论 研究 和 实际 应 用 中 均 获 得 重大 
的 进展 ,其 中 非常 流行 和 十 分 活跃 的 分 支 是 样 条 画 数 . 在 飞机 、 船 
舶 ,汽车 等 外 形 设计 的 工程 问题 中 ,在 数值 微分 .数值 积分 .微分 方 
程 和 积分 方程 的 数值 解法 ,以 及 观测 和 实验 数据 的 处 理 等 方面 , 样 
条 函数 都 有 着 重要 的 应 用 ， 


2.9.2 BS 
B 样 条 是 一 类 基本 的 样 条 函数 . 
定义 2.9.2 记 f 
u”, 34 > 0, 
a=] (m = 1,2, ), 
0, 当 w < 二 0， 


称 之 为 m 次 半截 单项 式 . 并 规定 
1, X u>0, 
t = L, W u= 0, 


0, 4 < < 0. 
利用 定义 2.9. 2 可 以 直接 给 出 中 样 条 的 定义 ， 

定义 2.9.3 设 A 是 (一 coyece) 上 的 函数 ， 
Ás j (k-+1 k+1_.y\ 
Qla) = wa (1+ >i), 

KZH k I: B 样 条 或 基本 样 条 函数 . 

可 以 看 出 ,人 2 是 一 个 分 段 次 多 项 式 ,k 阶 导 数 间断 点 为 

zj = jP (6200.1. a+ 1, 
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HEA 是 以 ze,zi t Zaa) WEAR k KERR. Q, 在 整个 
实数 轴 ( 一 co,cco) 上 有 定义 ,但 是 容易 证 明 , 它 在 区 间 [zo,zt+i]， 


即 (一 《了 3,< 沁 + ) 之 外 便 为 零 .下面 是 几 个 低 次 B 样 条 的 表达 式 


及 相应 的 图 形 ， 
0—3 次 BERRAR: 
0, Iz|>1, 


2 


Po(Cz) 一 41， |z|<+° 


7 lzl=5: 
Ol ,= izl 宇 1， 
pus 1—| >z], Iz1<1; 
0， lzl>ž, 
¿u E 1 
N(x) T ++ , Iz|<% 
zetelt, TSl:I<š 
0, |z1>2, 


1 
(h (z)=+4 2 


—#Iz'+z2'—2|zI++$, 1<|=|<2. 


lz z+, 1zl 委 1， 


(2.9.1) 


从 图 2.4 可 以 看 出 , 随 次 数 的 增加 ,B 样 条 的 曲线 越 来 越 光 
滑 , 节 点 (图 中 的 圆 点 ) 越 来 越 多 . 实际 上 ,定义 2. 9. 3. 中 Q, 的 表达 


式 是 由 下 述 递 推 公式 得 出 的 : 


z+} 
Ala) = [anade G= 1,2), (2.9.2) 
z-7 


. 64 。 


— 


. e Q(x) 4 ` M(x) 


=1/2 1⁄2 ~t. 0 1 


4 N M(x) AS h(x) 


-3/2 -12 1⁄2 3⁄2 -2 - 0 1 2 


图 2.4 


其 中 Q, 已 在 式 (2.9. 1) 中 给 出 . 由 于 积分 运算 可 以 使 间断 函数 变 
得 连续 ,使 粗糙 的 函数 曲线 变 得 光滑 ,因此 ,次 数 越 高 的 B 样 条 其 
曲线 越 光滑 . 

在 样 条 函数 的 研究 中 ,无 论 是 理论 分 析 还 是 实际 数值 计算 ,B 
ER Q, 都 有 它 的 独特 作用 . 


2.9.3 三 次 样 条 插值 问题 的 提 法 


三 次 样 条 是 应 用 最 广泛 的 样 条 , 它 有 明确 的 力学 意义 .早期 给 
图 员 在 制图 时 ,用 一 种 富有 弹性 的 细 长 木 条 , 称 为 样 条 ,把 它 用 压 
铁 固定 在 若干 样 点 上 后 面 出 的 曲线 称 为 样 条 曲线 . 这 种 样 条 曲线 
在 数学 上 表现 为 符合 定义 2. 9. 1 的 三 次 样 条 函数 . 
定义 2.9.4 设 在 区 间 [a,6] 上 给 定 一 个 分 划 
a = zo Lt L< = b, 
SED zo, zi" z, 为 节点 的 三 次 样 条 函数 . 如 果 S 满足 插值 
条 件 
S(z) = y, (i=0,1,.,n), (2.9.3) 
则 称 5 为 三 次 样 条 插值 函数 
由 定义 ,关于 S 的 可 供 利 用 的 条 件 有 4n 一 2 个 ,其 中 插值 条 
件 包 含 了 n 十 1 个 ; 另 由 SEC:[a,5], 节 点 处 的 连续 性 条 件 有 
3n 一 3 个 : 
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2.9.4 均匀 分 划 的 三 次 样 条 插值 函数 
设 分 划 是 均匀 的 , 即 


zı=a+ih (i= 0,1,.,n), h = $e, 
这 时 ,有 一 组 三 次 B 样 条 
T— Tij) Z x _. 
a, (z )= a, e i), (2.9.8) 


i=—1,0,1,-*,n+ 1, 
它们 中 的 每 一 个 在 [a,8] 上 都 不 恒 等 子 零 , 其 他 i 所 对 应 的 B 样 条 
在 [a,6] 则 便 为 零 ( 见 图 2. 5). 


(三 
e (=) 
0 (2-2) 


a mx x x Xn2 Xai b x 


图 2.5 


三 次 B 样 条 (2. 9. 8) 中 共有 n 十 3 个 B 样 条 ,考虑 以 它们 的 线 
性 组 合作 为 插值 函数 S, 


m+1 
< = ° 
S(z) = Zen 77 =i) (2.9.9) 


其 中 5 (—1<;j<n+ 1) fy E % 3k. 这 样 定 义 的 S 明显 是 以 zoo 
ZT1，"… z, 为 节点 的 三 次 样 条 函数 , 式 (2. 9. 4) 中 的 3n— 3 个 条 件 
能 自动 地 满足 ; 因此 剩 下 的 插值 条 件 (2. 9. 3) 及 附加 边界 条 件 共 包 
含 n 十 3 个 条 件 恰好 可 确定 c- ,co loca), 

对 问题 I 根据 条 件 (2.9.3) 及 (2.9.5), 有 
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S'(z, — 0) = S (zi 十 0)， (2.9.4) 
S'(z=,—0) = S'(=z=, + 0), 
i 三 1,2,…,n 一 1. 但 是 ,S 由 nn 段 次 数 不 超 过 3 的 多 项 式 组 成 ， 
共有 4n 个 待定 参数 . 因此 ,为 了 确定 S, 还 缺少 两 个 条 件 . 通常 是 
在 区 间 [a, 妇 的 端点 a= zo, b= z, 上 各 附加 一 个 条 件 . 在 端点 上 
的 条 件 称 为 边界 条 件 . 插值 条 件 (2. 9. 3) 中 已 包含 两 个 边界 条 
件 . 常见 的 附加 边界 条 件 有 三 种 ,并 由 此 提出 以 下 三 个 类 型 的 插 
值 问题 . 
问题 I 求 三 次 样 条 插值 函数 S, 满 足 附加 边界 条 件 
Slza) = yo's Slan) = Ja. (2.9.5) 
问题 于 求 三 次 样 条 插值 函数 S, 满 足 附 加 边界 条 件 
Slr) = yos Sx) = y,'. (2.9.6) 


| 一 0) = S(x; +0), 


其 特殊 情况 
S(z0) = S'(=,) = 0, 
称 为 自然 边界 条 件 . 
问题 下 当 被 插 函 数 是 以 z, 一 zo 为 周期 的 周期 函数 时 ,要 寻 
求 三 次 样 条 S ,满足 内 部 节点 处 的 条 件 
SCzi) = y, (一 1,2, 2 一 1) 
及 边界 条 件 
Slt) = S(x.) 一 前， 
St (ze 十 0) = SH(r,—0) (k=1,2). (2.9.7) 
这 是 周期 型 问题 , 所 寻求 的 样 条 函数 S 称 为 周期 样 条 函数 
(periodic spline function). 
定理 2.9.5 插值 问题 TI 、 焉 的 解 均 存 在 惟一 . 因此 ,问题 
是 如 何 具体 去 构造 三 次 样 条 插值 函数 S. 
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6yo 十 2py4 co 


. 6y1 Cl 
6 
f ss z! , i C2 
6 ya-1 : Cn-1 
6y, — 2hy', c, 


还 有 关系 式 
ca =a — 2hyo , 
Cl = Cri 十 2hy. 


(2.9.13) 


对 以 三 对 角 答 阵 为 系数 矩阵 的 线性 代数 方程 组 有 方便 的 解法 ( 见 
第 6 章 ). 从 方程 (2.9.12) 解 出 co ,cy l c ,再 从 式 (2.9.13) 算 出 
Caisa AIRA RC. 9.9) , 便 得 所 求 样 条 插值 函数 S. 

对 问题 古 ”由 条 件 (2. 9,3) 及 (2. 9.6), 可 归结 出 如 下 代数 方 


AA: 
ac = f, 


其 中 


1 ¿ 1 
1 4 
E n—1 阶 严 格 对 角 占 优 的 对 称 三 对 角 矩 阵 而 


h° > 
6y: 一 yo 十 rp 


6y; cz 
6y. c 
r= 4 . e=]; 
63ym-z Cr 


(2.9.14) 
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还 有 关系 式 
ca = 2o — c + hy, ， 


(2.9.15) 


Cmi = 2c, 一 co-l +h y, . 


从 方程 (2. 9. 14) 解 出 cl ,cz ,…，,c,_i, 再 从 式 (2. 9. 15) 中 算出 c-,， 


CoyCcnyCn+l， 


对 问题 看 ”由 条 件 (2.9.3) 及 (2.9.7) 可 以 推出 


Ca = Cis Co = Cas Cl = Cad (2.9.16) 
及 线性 代数 方程 组 
ac = f, (2.9.17) 
其 中 
4 1 
1 4 1 
1 b 1 | 
1 4 1 
1 4 
Æ n 阶 和 矩阵 ,而 
6y1 cl 
6y: C2 
f= h a s 
6y,-, C,—1 
6yo Cn 
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ntl 
S'(zo) = DONO = y 
j= 


Lan 
S(z) = D oG j) = yi (2.9.10) 


faar 


1 mH 
Sa) = 二 oN nN) = y, 
j=~1 


i=0,1 esn. 利用 式 (2. 9. DF 0, 的 表达 式 , 可 得 


m0) = Z, 0:( 士 D = +° Q(x) =0 (| zl 三 2). 


04(0) = 0， 04( 士 D) = 二 二，04(z) =0 〈|z1> 2)， 
于 是 式 (2. 9. 10) 的 具体 形式 为 


一 <c-! 十 cl > s 
ur Sis s 
Len +a tem = ys i= 0,1,** ,nn. (2.9.11) 
= Cra es — ， 
—— Ya ， 
最 后 归结 为 解 线性 代数 方程 组 : 
ac = f, (2.9.12) 
其 中 
4 2 
l 4. W: 
A= d r 
í 4 1 
2 4 


是 n+1 E R.A PR AtA t; gy K = xw fi E BE: ,而 
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从 式 (2. 9. 17) 解 出 a,c,…,c,, 由 式 (2. 9. 16) 可 直接 确定 


Cni+l 9C09C—1. 
2.9.5. 任意 分 划 的 三 次 样 条 插值 函数 


假设 分 划 是 任意 的 ,构造 三 次 样 条 插值 函数 S 的 一 种 方法 如 
下 . 令 
S (zi) =M, (i=0,1,°.,n), (2.9.18) 
由 于 S 是 分 段 次 数 不 超 过 3 的 多 项 式 ,而 且 二 阶 导数 S' 连 续 ,可 
知 S' 是 折线 函数 ,因此 在 任意 取 定 的 子 区 间 [zivzrri] 上 有 


Sr) 一 MHT Ma 二 (2.9.19) 


HEP h, = r. r. 将 式 (2.9.19) 积 分 两 次 ,并 利用 插值 条 件 
SCzi) = yi ° SCzHl) = ym» 
确定 两 个 积分 常数 ,得 到 
ar Guma) (Zz— zx) 
S(z) =M, E 十 Mih — + 


(2 -ME ama) + 
(22 — Mahi) ee z) (z= € [tiza], 
(2.9.20) 


对 5 求 导 ,又 得 


= 2 cs 一 小 
S'(z) =— M, — 2 L Mi a +m 
MaMy (z € [zoza). (2.9.21) 


利用 式 (2. 9. 4) 中 的 条 件 
S'(z,—0) = S'(z,+0) G = 1,2,,n— 1), 
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并 根据 在 子 区 间 [zi- ,Ti 及 [zi s Ti+ ] 上 S 的 两 种 表达 式 ,可 得 


方程 
iMi + 2M, + À,M.,, = d, (i = 1,2,.",n— 1), 


(2. 9. 22) 
其 中 ; 
hi 
Fi Rh’ 
Ai = 工 一 Aiy (2. 9. 23) 
= 6 [mY _ y = 
g -tel hi ) 
式 (2.9.22) 是 关于 n+1 个 未 知 数 M. M, ,…,M, 的 = 一 1 个 
方程 , 尚 需 附 加 边界 条 件 ,补充 两 个 方程 . 


对 问题 IT BRO. 9. 5) 并 利用 式 (2. 9. 21) 可 导出 如 下 两 
个 方程 : . 


2M +M. = (25-7), 


(2. 9. 24) 
M. +2M, = z(y. — ==). 
对 问题 五 ”由 条 件 (2. 9.6) 直 接 有 
M, = yos 
人 = ys. 
对 问题 下 由 条 件 (2.9.7) 有 
Yn S Yor 


(2. 9. 25) 


而 且 可 导出 两 个 方程 : 
i -Me (2. 9. 26) 
AMi + pM + 2M, = dn, kis 


其 中 
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n =l pns (2.9.27) 
== 6 [D1 Vo Yn y 
d, ho + hni ( ho hni ): 


由 式 (2. 9. 22) 与 式 (2. 9. 24) ,或 式 (2. 9. 22) 与 式 (2. 9. 25) ,或 
式 (2. 9. 22) 与 式 (2. 9. 26) ,分 别 构成 具有 三 对 角 非 奇异 系数 矩阵 
的 方程 组 ,可 以 解 出 Mu, Mi,…,M,, 并 由 式 (2. 9. 20) 与 
式 (2.9. 21) 确 定 样 条 插值 函数 及 其 导 函 数 . 这 样 ,插值 问题 II、 
亚 均 得 到 解决 . 


2.9.6 三 次 样 条 插值 的 收敛 性 


利用 三 次 样 条 插值 ,不 会 出 现 拉 格 朗 日 插值 时 的 那 种 “ 龙 格 现 
象 ”. 为 了 提高 插值 的 精确 度 , 样 条 插值 可 用 增加 节点 的 办 法 来 实 
现 ,而 拉 格 朗 日 插值 增加 节点 会 导致 多 项 式 次 数 的 增高 , 常 引 起 计 
算 的 不 稳定 . 下 面 仍 取 第 2. 7 节 中 龙 格 提供 的 函数 为 数值 计算 的 
实例 . 


Ir _ 
例 2.9.6 设 fory z€ [— 55], 8 


r 一 一 5 十 i (i=0,1,.,10). 
求 三 次 样 条 插值 函数 S, 满 足 插值 条 件 
SCzi) = f(z) (一 0,1,…，,10)， 
及 附加 边界 条 件 
S'( 一 5) = f(—5), S (5) = f'(5), 

即 对 函数 f 求 样 条 插值 问题 I 的 解 . 

解 ” 表 2.6 给 出 了 S 的 数值 结果 ,为 了 比较 , 表 中 还 列 出 了 f 
及 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 Li 的 相应 结果 . Lio 的 几何 曲线 已 在 
图 2.3 中 给 出 . 可 以 看 出 ,S 能 很 好 地 近似 f. 
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wowo ouo O . Q O Q @% ° 
š 


r=eeeeeeesess: 
£, 
oo 
oo 
a 
oo 


对 于 f€ C[a,b], iË 
IF Il < = max | f(z) E 
称 | 了 | -为 函数 f 的 co 范 数 . 
定理 2. 9. 7 给 出 了 关于 三 次 样 条 插值 收敛 性 的 一 个 结论 . 
定理 2.9.7 设 fe C'[a,b],S 为 问题 工 或 问题 贡 的 插值 函 
数 , 令 


s=. B. = |, | a 
A ER “Sh ` 
ogigi 
G = 0,1l, ,n— 1), 
8 称 为 分 划 比 . 则 有 估计 式 
l fP 一 s” l. <= | Hz | (k = 0,1,2,3), 
(2. 9. 28) 
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其 中 


Co 


= d: = Š. = 8+8g' 
384’ 2 7 ga s 


这 个 定理 中 系数 Co sC1 9C2 均 与 分 划 比 无 关 , 仅 cs 与 分 划 比 有 
有 关 . 因此 , 当 h>0 时 , 式 (2.9.28) 表 明 , 样 条 插值 函数 S 及 其 一 
阶 导数 S ,二 阶 导数 S ,分 别 一 致 收敛 于 f, 了 ,1". 若 分 划 比 在 加 
密 过 程 中 能 保证 


e = 


0<m=<B8< M, 
这 里 m 与 M 是 常数 , 则 还 有 S” 一 致 收敛 于 f”. 


2.10 RA 


2.10.1 播 值 与 反 播 值 


设 函数 f 的 离散 数据 为 
(my), y = fz), i= 0,1,,n, 

插值 的 目的 是 在 xz。 ,x ,… z, 之 间 给 定 了 自 变量 xz 的 值 后 ,要 去 
求 函 数 f 的 近似 值 , 其 途径 是 构造 插值 多 项 式 . 不 同 的 构造 方法 ， 
就 是 不 同 的 插值 法 . 与 此 相反 , 反 插 值 的 目的 是 在 yoyi Y 之 
间 给 定 了 函数 f 的 值 后 ,要 去 求 自 变 量 r 的 近似 值 ,其 途径 仍 是 
利用 插值 法 . 

反 插值 有 两 种 处 理 方式 : 一 种 是 直接 利用 函数 f 的 插值 多 项 
R; 另 一 种 是 在 假设 7' 存 在 的 前 提 下 ,构造 f hO 83k f i 
值 多 项 式 . 

因为 反 插 值 归结 为 求 满足 f(z) =c BJ z 的 近似 值 ,这 里 c 是 在 
yw 之 间 的 某 个 值 . 如 果 了 的 反 函 数 广 ' 存 在 , 则 z= 广 ? (o). 

反 插值 就 是 求 广 : 在 < 上 的 近似 值 . 当 c=0 时 , 反 插值 就 是 求 
函数 f 的 近似 零点 ,或 者 说 是 求 方程 f(x) 二 0 的 近似 根 . 所 以 反 
插值 有 明显 的 意义 . 
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2.10.2 利用 函数 的 搬 值 多 项 式 反 揪 


考虑 在 ze 与 z, 之 间 进 行 反 插值 . 假设 c 是 y, = f (=o ) 15 
1 三 f(z1) 之 间 的 一 个 值 , 则 当 f 连续 时 ,在 zo 与 z, 之 间 必 存在 
a, AE fr) 一 c, 寻 求 工 的 近似 值 ,一 般 只 利用 f 的 低 次 插值 
多 项 式 . , 
从 离散 数据 算出 f 的 均 差 表 , 如 果 均 差 表 中 的 二 阶 均 差 实际 
上 可 看 作 零 , 则 f ZE ze 与 z, 之 间 可 用 一 次 插值 多 项 式 p, 近 
似 代替 ， 
biz) = f(x) + f[zo sr ](z — zo). (2.10.1) 
+ p (z)=c, ARCO. 10. 1) 中 解 出 =, 即 得 所 要 求 的 近似 值 . 
如 果 均 差 表 中 到 三 阶 均 差 才 实际 上 可 淖 为 零 , 则 f 在 xz。 与 
zl 之 间 可 用 二 次 插值 多 项 式 p, 近似 代替 ， 
p(X) = f(x.) + f[zo , z, J(z — zo) + 
f[xzo sti z ](z — z o )(z— a), .(2,10.2) 
这 时 , 令 加 (z) 一 c, 要 从 式 (2. 10.2) 去 解 出 xz, 一 般 用 逐次 通 近 法 : 
先 取 z ,使 得 满足 
f(xo) + flzro sri (2 — zr) = c, 


即 
= Fize) 
z” = x+ Š f(xo ç 
fi Ti z] 
再 求 z ,使 得 满足 | 
f(zo) + fUr sa Nz — z) + 
JJLzoziyzs](zo) — xo) (z) — z) = c, 
即 
z” =n fA) 
Tos Tı 
Santti go — tr” — z). 
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然后 可 利用 迭代 公式 


To » 114 + X: 
D = x ey fL 0 1， alezo» 


x = u=) 
To +X 


— zo) (x — z) 


(2.10.3) 
反复 进行 迭代 ,直至 z* 与 z*-? 在 所 要 求 的 精确 度 下 相等 为 止 . 

如 果 在 均 差 表 中 三 阶 均 差 实际 上 还 不 是 零 , 则 可 用 更 高 次 的 
插值 多 项 式 . 

对 于 等 距 节点 情形 ,可 改 用 差分 形式 的 插值 公式 . 设 

zi == +ih G=0,1,,n), 
H 
, z= +th 0<t<1), 

则 迭代 公式 (2. 10. 3) 可 改写 成 


tb = to) 一 a —1) (k= 1,2,.…), 
o 


(2. 10. 4) 
其 中 


to) 一 c — Yo 


Ayo 


例 2.10.1 EA f(z)=sinz 的 函数 表 如 下 : 


y; = sinz, 
0. 9888898 
0.9857192 
0.9821543 


0.9781966 
0. 9738476 
0. 9691091 


求 arcsin0. 9800000 的 值 . 
解 ” 取 zxo=1.76,y 王 0.9821543. 经 计算 得 
Ay 一 一 0. 0039577, A? yo =— 0. 0003913, 
po — 9. 9800000 — 0. 9821543 _ 0, 5443313. 


— 0. 0039577 
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采用 二 次 插值 多 项 式 , 将 t” , Ay, A yo 的 值 代 人 式 (2. 10. 4) ,得 
到 迭代 公式 
t = 0. 5443313 — 0. 04943527P (1% — 1) 
(k= 1,2,.…), 

由 此 公式 算出 

t = 0.5565926, 1‘? = 0.5565318, 41‘ = 0.5565321. 
从 i 中 得 到 

sinarc0. 9800000~ z?) = z, + t) h 

= 1.76 + 0. 5565321 X 0.02 = 1.771131. 


这 个 值 准确 到 第 六 位 小 数 ， 
2.10.3 构造 反 函 数 的 插值 多 项 式 


设 函 数 f 在 点 zo ,zi，… ,zx,。 上 的 值 为 yo,y,,…,y,. 若 的 
反 函 数 广 :存在 , 则 三 :在 点 Yor i> yn 上 的 值 为 YoyTly 
Zn， 这 样 , 反 函数 广 :以 mw, ,yw 为 节点 的 插值 多 项 式 为 
ply) =f Cy) + 让 [yoy JO — y) + 
广 [y yı rya (y — y) ly — y 2 中 
f° [yo xi" yy — yo) y = y) (y— yai). 
(2. 10. 5) 
由 于 这 是 利用 f 的 离散 数据 来 建立 了 "的 插值 公式 ,yo ,yy l, y, 
一 般 不 会 是 等 距 分 布 ,因此 上 面 写 出 的 是 均 差 形式 的 公式 . 
对 yo yi sy 确定 的 区 间 内 的 任何 值 c, 可 由 式 (2. 10. 5) 算 
出 广 '(c) 的 近似 值 ,或 者 算出 方程 fa) =c 的 近似 解 . 
例 2.10.2 设 f(z)=z 一 3z? 一 x 十 9, 已 知 了 的 下 列 函 数值 ， 


CO 
£= 一 13 -r ziw] 1.6 "1,7 
一 一 
f(x) 3.033 1.776 0.375 — 1.176 —2. 883 
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求 方程 f(z)=0 在 区 间 [ 一 1.7, 一 1.3] 上 的 根 的 近似 值 . 
E fil sm 三 :的 均 差 如 下 : 


0.0795545 
0.0752445 
0.0712758 
0.0676133 


1.776 
0.375 
1: 176 


0.0030763 
0.0028044 
0.0025630 


0.0001753 
0.0001575 


0. 0000104 


由 均 差 表 得 出 广 :的 插值 多 项 式 为 
p(y) 一 一 1.3 十 0.0795545(y 一 3.033) + 
0. 0030763(y 一 3.033)(y 一 1.776) 十 
0. 0001753(y 一 3.033)(y 一 1.776)(y 一 0.375) + 
0.0000104(y 一 3.033)(y 一 1.776)(y 一 9.375) X 


(y 十 1.176) 
经 计算 可 得 方程 f(z)=0 在 [一 1.7, 一 1.3] 上 的 根 z 的 近似 值 
z = 广 !(0) ~ p(0) =— 1. 525097. 
根 z 的 实际 七 位 准确 值 是 一 1. 525102. 


2.11 有 理 函 数 插 值 


2.11.1 有 理 插值 的 存在 惟一 性 


假设 给 定 m--n--1 个 互 异 的 点 zz yzn+fs 和 相应 的 函数 值 
f(x), Crz)，…FCznt)， 


构造 一 个 有 理 分 式 函 数 


_ N. 
Re G= D, (x) 
— asz" tamat" Hee taat a 2.111 
= br" bz +. brb ° (2 11:15 
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使 之 满足 插值 条 件 

Re(zi) = f(x) (一 0,1, m+n). (2.11.2) 
这 种 问题 就 是 所 谓 有 理 函 数 插值 问题 . 当 n=0 时 ,Rm 是 一 个 m 
次 多 项 式 , 插 值 问 题 (2. 11. 2) 的 解 存在 惟一 .但 当 n2>0 时 ,Rm 是 
一 个 真正 的 有 理 分 式 函 数 , 插 值 问题 (2. 11. 2) 的 解 不 是 存在 惟一 
的 .例如 ,假定 m=0, f(z;)==0,f(z) 关 0 这 种 特例 ,此 时 

ao 

b,z" ++ T biz + b. ° 
H Ron (z,) =0 可 推 知 ao 一 0, 但 ao 一 0 时 Ro (z, )250 显然 不 成 
立 , 故 这 个 插值 问题 无 解 . 这 就 说 明 满足 插值 条 件 (2. 11. 2) 的 有 理 
分 式 函 数 的 解 是 否 存 在 是 有 条 件 的 . 但 可 以 证 明 插 值 问 题 (2. 11. 2) 
的 解 如 果 存 在 则 必 惟 一 . 这 里 惟一 的 概念 是 指 两 个 有 理 分 式 


P, (x) _ 了 :(z) 
R, (2) = Oy’ R,.,(z) = Q 


Ron Ca) = 


满足 条 件 
Pi(Cz)Q:(Cz) = P, (z=)Q, (z). 
此 时 , 称 R.( ° ) 与 R,( a ) 等 价 ,并 用 记号 RI( x )—R, ( ° ) 表 示 . 
如 果 存 在 常数 a40, fE 
P(x) = aP (z), Q(z) = aQ, (z), 
则 称 R,(。) 与 R,( + ) 恒 等 , 记 作 R, ( ° Ə=R,( * ), BS 4" fi BB y sË 
Ri(，) 与 R,(，) 等 价 , 必 须 而 且 只 需 ROM R:(。) 的 最 简 分 
x R,( + )5 R, OC OWS. 因此 ,在 使 用 时 只 要 两 个 有 理 分 式 等 
价 , 则 认为 它们 是 同一 有 理 分 式 而 不 加 区 别 . 有 理 函 数 插值 的 惟一 
性 即 建立 在 这 种 意义 上 . 
因此 ,对 有 理 函 数 插值 来 说 ,关键 问题 是 存在 性 和 具体 解法 . 当 
有 理 分 式 (2. 11. 1) 满 足 插值 条 件 (2. 11. 2) 时 ,只 要 分 母 D, (z, ) 天 0 
(Jj 三 0,1,…,m 十 n) ,就 有 
N, (z;) — f(r)D,(z)=0 (=0,1,.,m+n), 
(2.11.3) 
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它 是 关于 系数 ao,…，,aovt,…，a 的 线性 方程 组 . 这 里 未 知 数 约 
去 一 个 常数 后 实质 上 只 有 m+ n + 1 个 ,与 方程 个 数 相同 , 方 
程 (2. 11. 3) 比 非 线性 方程 (2. 11. 2) 容 易 求解 ,但 它们 是 否 等 价 是 
有 条 件 的 . 

定理 2.11.1 若 线 性 方程 组 (2. 11. 3) 有 非 平凡 解 ,为 使 满足 
插值 条 件 (2. 11. 2) 的 最 简 有 理 分 式 Run (x) = p. (z)/q,(z)#f fE, 
必须 且 只 需 (2. 11. 3) 的 任 一 非 平凡 解 Ni (zx) 或 D; (x) 在 约 去 一 
切 公 共 因 子 后 所 得 的 互 质 多 项 式 A(z),B(z) 仍 然 是 (2. 11. 3) 的 
解 , 即 

A(xz,) — f(z=;)B(z;) =0 (j= 0,1l, m+n). 

这 个 定理 给 出 了 方程 (2. 11.2) 与 (2. 11. 3) 等 价 的 充分 必要 条 
件 ,但 是 所 给 条 件 不 便于 检验 . 定理 2. 11. 2 给 出 的 是 一 个 便于 应 
用 的 条 件 . i . 

定理 2.11.2 设 (z,y) 中 各 zx; (j= 二 0,1,…,m 十 n) 是 互 异 
By =S (j= 二 0,1,…,m 十 nn). 为 使 满足 插值 条 件 (2. 11. 2) 的 
最 简 有 理 分 式 


_ Naí) 
, Rm (z) = D. 
存在 ,必须 且 只 需 下 述 各 矩阵 
1 > zŠ thha Zr Yo To yo k: zü Yo 
i 1 zp gha e a Ya TY ° IF Ym 
i 1 zj tha a ypj TYm TI Yn 
1 x Lita s Zt Pera Emami ~ TY min 
一 0, 1 m+n, (2.11.4) 
都 是 非 奇异 的 . 
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例 2. 11.3 给 定 (zo syo) = (0,1), (z: ,x)= (1,0) M (z; s) = 
《2,0), 用 形 如 
Ri (x) = 十 az 


bo 十 包工 
的 有 理 函数 对 上 述 三 个 型 值 点 插值 . 由 于 
L. 
A, = 
1 0 


是 一 个 奇异 阵 ,由 定理 2. 11. 2 知 上 述 插值 问题 的 解 不 存在 . 
2.11.2 蒂 埃 勒 倒 差 商 算法 


蒂 埃 勒 (Thiele) 根 据 多 项 式 插 值 的 牛顿 差 商 插 值 公 式 ( 见 
2.4.2 节 ) 的 思想 ,为 解决 有 理 函 数 插值 问题 (2. 11. 2) 设 计 了 一 种 
连 分 式 插值 的 蒂 埃 勒 方法 ,其 表达 式 为 


工 一 2o 


R(z) = ac + (2.11.5) 
i £— Zi 
a, Task. 
“ás a Z= 
Amtn 
上 式 可 简写 为 
R(z) = a| + Z2— Z e == a. < Katsa, 


a + a ++ as 
按 插值 条 件 (2. 11. 2) ,此 时 表示 为 
R(xz,) = f(x) (i= 0,1,.… ,m+ n). (2. 11. 6) 
由 此 条 件 可 求 出 式 (2. 11.5) 中 的 系数 a, (k= 二 0,1,…,m 十 n) 
的 表达 式 , 类 似 差 商 ( 即 均 差 ) 定 义 可 给 出 倒 差 商 定义 ， 
定义 2.11.4 给 定点 集 {zii 一 0,1,…} ,如 果 函 数 序列 满足 
关系 : 
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z— Xl (2.11.7) 


u (z) = f(z), 
| (k 一 1,2,，…)， 


w (z) z Uki (z) 一 Uk- (Xi ) 


称 vi(z) 为 函数 f(x) 在 点 集 {xz;,i 二 0,;1,…) 上 的 上 阶 倒 差 商 


(inverse divided difference). 


Eih D 全 一 0 £=” o 
3 k=l noO aD nan) FO FG 
M k=? 时 ,zw(z) 王 一 一 一 之 


V(r)—u (rz) 


式 (2. 11.7) 可 改写 为 


vo (z) = vo (zo) pS HOR 


= x 


m (2) 
利用 公式 (2. 11. 8) 可 将 f(x) 展开 为 连 分 式 


f(z) => (z) = vo (zo) + 


u, (z) = ua) + (k = 1,2,-). (2.11.8) 


£ — Zo 


u (a) + Z 


Us a] 


To 站 一 工 ) 


—w()+ + :十 


TI Lmin 并 一 Lmin 
Verri(Z) 十 wzZ) 


上 式 右 端 略 去 最 后 一 项 ze ,并 记 


ZX 并 Tmnl 
R(z) = v(x) + Z— Te er “二 CR 
62 Fl. 9) 


这 与 式 (2. 11. 5) 的 连 分 式 形式 相同 ,假设 对 Lor Tirts Imta E 
商 vi(zi) ,k=0,1,*…,m 十 n 有 定义 ,由 式 (2. 11.9), 
83 ° 


34 z= xo Bt, RCo) =w (z )= f(x), 
34 == x, 时 ,R(X1) Sula) + ey PS w (a) = fa), 


— To 


34 r=r Bf, R(x;) = (xo) 十 
w (a) +Z 


Uz E 


=v zo) tT “= Z yw (zU) = fC). 


一 般 情 形 可 用 归纳 法 证 明 RC) = flr) At i=0,1, "mtn 
成 立 . 故 式 (2. 11.9) 得 到 的 R(z) 即 为 满足 择 值 条 件 (2. 11. 6) 的 有 
理 函 数 插值 . R RCz) 时 只 需 计 算 倒 差 商 v (>, ) ,通常 可 构造 倒 差 
商 表 ( 见 表 2. 7). 
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Onta (Ti) 


firi) = vw (xz) 
Jo = v (zo) 


= fli=w(x) u (zi) 
= fe =u (m+) Vi(T2) xu(z,) 
25 Jfs = w (zs) m(z) (z) valra) 


fnts = w (z,+.) or ta bu? 


表 中 的 倒 差 商 可 由 以 下 公式 计算 : 


Ti — Tea 
Uk- (Zi) — Ok (zo J 


(k= 1,2; i=kk+1l, m+n). 
2.11.5 给 出 函数 表 


Ui (ZX;) 


x; 0 1 2 3 4 
fi 1 1/2 1/5 1/10 1/17 
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求 有 理 插值 R(z). 
解 ” 先 构造 倒 差 商 表 


ve (zi) vs (xi) u(r) 


fi=w (zi) D (z) 


三 2 
1/5 一 2/5 二 2 

1⁄10 一 10/3 — —3⁄2 2 
一 17/4  —4/3 


表 中 对 角 元 素 的 数值 即 为 公式 (2. 11. 9) 用 到 的 倒 差 商 ,由 
式 (2. 11.9) 可 得 有 理 插值 函数 为 


= z=0 x=] 一 个 这 一 总 
R(z) 一 1 十 一 天 十 一 2 + S + 1 


= 


= gmi 
a a 
工 一 2 
2 十 | 
二 1 十 = 
24D 
= 
= 
1l+z’ 
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3.1 范 数 空间 的 范 数 与 最 佳 逼 近 问题 


3.1.1 函数 通 近 与 函数 空间 的 范 数 


在 区 间 [a,5] 上 给 定 一 个 连续 函数 F(。), 用 简单 函数 p( ) 
去 近似 fc ) ,就 是 函数 逼近 要 研究 的 问题 . 通常 p( - ) 可 取 为 多 
项 式 有 理 分 式 或 三 角 多 项 式 ,但 由 于 计算 机 上 只 能 做 四 则 运算 ， 
所 以 ,如 果 要 利用 逼近 函数 计算 f(z) 的 值 , 则 取 多 项 式 与 有 理 分 
式 通 近 ,其 实际 意义 更 大 . 度量 通 近 误差 的 标准 可 以 各 不 相同 ,但 
比较 重要 的 只 有 两 种 ,其 对 应 的 函数 逼近 称 为 一 致 珊 近 与 平方 
BF. 

在 区 间 [a,b] 上 的 所 有 连续 函数 集合 记 为 CLa,5] 称 为 连续 函 
数 空间 , 它 也 是 一 个 线性 空间 , 按 线性 空间 范 数 定义 ,可 给 出 下 面 
EX. 

定义 3.1.1 设 fEC[a,5b], 车 存在 惟一 实数 ， j ,满足 
条 件 : 

A) || £ | 220,4 B (234 f=0 B| f | =o; 

(2) lafl =lal l fl ih acR; 

(3) | f£+gll < fl-+ zl, vf,€c[a,b). 
则 称 | + l 为 连续 函数 空间 Cla blh 38 8 (norm). 

常用 的 范 数 有 以 下 三 种 ， 

I f -一 max1f(z)1, 称 为 co- 范 数 或 最 大 范 数 . 


l Zl, -f | f(z) | dz, 称 为 1- 范 数 . 
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171 = (F dr) ”, 称 为 2- ñm. 
容易 验证 上 述 三 种 常用 范 数 均 满足 范 数 定义 中 的 三 个 条 件 . 
3.1.2 最 佳 逼 近 问 题 


考虑 连续 函数 空间 Cab] EHTE f(z), 即 f€ CLa,b], 若 
CLa,65] 的 子 集 D, 表示 为 
@, = span{go spi Gn}, (3.1.1) 
其 中 e EC[a,6](i=0,1,…,n), 且 元 素 go ,1，… ,ps 线性 无 关 ， 
即 找 不 到 不 全 为 零 的 常数 a:(i 二 0,1,… ,n) ,使 得 
aop (x) 十 aipl(Cz) 十 … 十 aps(Z) =0, VIER 
成 立 . 由 式 (3.1.1) 知 ,对 Y9pES, 可 表示 为 
olx) = aogo (z) + ami (z) + Hap). .(3.1.2) 
今后 称 p(z) 为 广义 多 项 式 . 若 取 
po(z) =1, pl) =z, h, p(T) = z", 
显然 o € C[a,b]G=0,1,:: n) B (g, = r)i. 线性 无 关 , 此 时 子 集 
记 为 五 ,一 span{1,z,…，,z")} 表 示 次 数 小 于 等 于 的 多 项 式 
pCI) 一 ao Haix t + a,z" (3.1.3) 
所 构成 的 集合 , 它 是 C[a ,b 08 — 4 T-# Ís]. 
定义 3.1.2 设 fEC[La,b] 为 给 定 函 数 ,B,CCLa,5j, 称 
A(f,®,) = inf l £— ell (3.1.4) 
为 子 集 D, 对 函数 了 的 最 佳 逼近 . MERG. 1. 4) 成 立 的 元 素 p" € 
@, , BP i 
Alfs) = Ifo | = A(f,@,) = inf 1 7 一 ?1 ， 
称 pg" (zx) 为 f(z) 的 最 佳 逼 近 广 义 多 项 式 . 
当 范 数 上 ， RAI e | -时 , 称 为 最 佳 一 致 逼近 , 当 ‖ + | 


BS || ° HM 时, 称 为 最 佳 平方 通 近 . 
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3.2 最 佳 一 致 遥 近 


3.2.1 连续 函数 的 一 致 通 近 


考虑 在 区 间 [a,6] 上 用 多 项 式 p, € H, 一 臻 到 近 连续 函数 

和 EC[a,o], 如 果 成 立 
lim || f— 2, || — = lim max | f(x) — p, (1) |= 0, 

则 称 p, (xz) 在 [a,6b] 上 一 致 收 伍 于 f(z). p. RA- Sk N K % AR. 

关于 空间 C[La,5] 中 的 一 臻 逼近 问题 ,维尔 斯 特 拉 斯 
《Weierstrass) 在 1885 年 首先 证 明了 下 述 著名 定理 . 

定理 3.2.1 设 ecCfa, 妇 ,对 任意 给 定 的 s>0, 总 存在 一 个 
代数 多 项 式 p, (zx) ,使 得 

l f—p, |< = max | f(z) — p, (2) |< e. 

定理 3. 2. 1 说 明 对 任意 一 个 CLa,b] 上 的 连续 函数 都 可 找到 
一 串 代 数 多 项 式 去 逼近 ,使 其 达到 任何 事先 指定 的 精度 . 这 个 定理 
有 很 多 不 同 证 法 ,但 公认 的 最 完美 的 证 法 是 构造 伯 恩 斯 坦 
(Bepnuurreñu) 多 项 式 

B.Cf,z) = x>()e(F)e'a- p= O <=r<, 


a n 

GA) 
其 中 (°) n(n Dn k+1) 
B, (frx) , BIEWER limp, (z) = f Cx) 3} V z € [0,1] —3 R sr. 这 
就 表明 任何 连续 函数 总 存在 一 致 逼近 多 项 式 , 但 用 f(z) 的 伯 思 斯 
坦 多 项 式 逼近 f(z) ,收敛 很 慢 . 如 果 f(z) 在 [a,5] 上 的 * 十 1 阶 导 
数 连续 , 取 z€ (a,b), 则 由 泰勒 展开 可 知 
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, 取 [a， b]= Loi tIS bP. (z)= 


fz) =f Clx) + f (mo) (z — zo) + +: + 
“N (mo) (xz — zo)" + Run (z). 


记 它 的 前 ”项 部 分 和 为 p,(z), 则 有 
b. (z) = flx) + flt) lt — zo) +e + 


T fe (mo)(z— zo)", (3.2.2) 
R, a (z) = ~ =) 
(Er 5 zo 之 间 ). (3.2.3) 
由 于 对 YzE[a,p], 有 
lim | R, in (z) |= 0, 
即 lim l f— pa l| -一 0, 故 p, (zr) 是 FGz) 的 一 致 逼近 多 项 式 . 
例 3.2.2 对 f(x) 二 e', 用 泰勒 展开 求 [ 一 1,1] 上 的 四 次 一 致 
MELEAR. 
解 取 zo 一 0， 得 
p (z) = 1 十 工 十 去 于 ++ + zz , 


R; (z) = e* — p, (z) = 高 = (在 z 与 0 之 间 )， 


ll e — p, (z) leg T = °. 0226. 


在 区 间 [ 一 1,1] 上 用 p, GOB E e 的 误差 分 布 见 图 3. 1, 它 在 z —0 
附近 误差 较 小 ,但 在 区 间 两 端 误差 很 大 ,表明 误差 分 布 极 不 均 义 . 

一 臻 台 近 多 项 式 并 非 惟一 的 ,而 且 , 当 精度 要 求 较 高 时 ,多 项 
式 次 数 ”可 能 很 大 ,因此 为 求 得 使 误差 | /一 | -取得 最 小 的 般 
近 多 项 式 ,就 要 研究 最 佳 一 臻 逼近 问题 ， 
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3.1 p. (z)=ze* 的 误差 曲线 


3.2.2 最 佳 一 致 逼近 多 项 式 


在 次 数 不 超 过 n 的 多 项 式 集合 H, 中 求 p,(， ) ,使 它 与 f€ 
Cla b HRA I 
I f— pa l< = max | f(z) — p, (2) | 


= inf max | f(z) — b, (z) | 
p. € H, a< r<b 


X SÑ Et J E — BOR n) ES. 
定义 3.2.3 给 定 f€ C[a,b],### p; € H, AE 
Alfio d= | f— b: l< 
= inf l f— p. || = = E, (3.2. 4) 


则 称 p; 是 f 在 [a,6] E É) 3 $£ — #& jN Vr (minimax 
approximation) 多 项 式 ,A(f,p; ) 称 为 最 佳 偏 差 (minimax error). 
它 等 于 最 小 偏差 值 E.. 

理论 上 已 证 明 , 对 任何 fECLa,bj, 都 存在 惟一 的 Pa E His 
ERG. 2. 4) 成 立 . 实际 上 在 集合 H, 中 每 一 元 素 p, € H, 都 对 应 
PRE AlS p.) HT A(f,p.)= || f p | = 20, # k & 
{4(f,pi)} 有 下 界 , 从 而 有 下 确 界 E, = inf A Cf, pa). 如 果 存 在 


p; EH, 使 | f 一 p; | o =E. p: 就 是 所 要 求 的 最 佳 一 致 逼近 多 
项 式 . 切 比 雪夫 (Chebyshev) 对 最 佳 一 臻 逼近 多 项 式 的 特性 ,给 出 
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了 下 面 的 重要 定理 . 

定理 3.2.4 ( 切 比 雪夫 ) 设 f€ C[a,b],n2>0. p; ( * )€ H, 
是 了 在 [a,5] 上 的 最 佳 一 致 副 近 多 项 式 的 充分 必要 条 件 是 ,p; (z) 
在 [a,6] 上 至 少 有 n 十 2 个 点 

š a < z < zj < ** < r, S< b, 
使 A 
pi Cx) — fC) = (1o | p; 一生 |， 
o=+1,k = 0,1,**,n+ 1. (3.2.5) 

这 个 定理 表明 ,最 佳 一 致 逼近 多 项 式 p; (z) 的 特性 , 即 p; (z) 
逼近 f(x) 的 误差 分 布 是 均匀 的 ,如 图 3. 2 所 示 . 


3.2 


车 在 空间 Cla bl HEFE D, = span {ps pists p). H E 

X 3.1.2 知 ,车 存在 pg" € @, 使 
lf— e l. qi lf—el 
则 称 p”(z) 为 f€ CLa,6] 的 最 佳 一 致 允 近 广义 多 项 式 , 对 于 代数 
多 项 式 集合 H, 的 元 素 p,(zx) ,在 [a,b] 上 最 多 只 能 有 nn 个 不 同 的 
零点 ,根据 切 比 雪夫 定理 3. 2.4 知 最 佳 一 致 副 近 多 项 式 p; Cz) 有 
n 十 2 个 轮流 为 “十 ”“ 一 ”的 偏差 点 ,对 广义 多 项 式 PE @, 也 要 求 
Epi 


在 [a,5b] 上 至 多 具有 nn 个 不 同 的 零点 ,因此 要 对 广义 多 项 式 引 进 更 
广泛 的 哈 尔 (Haar) 条 件 . 

定义 3.2.5 函数 g;(z)EC[a,6](i 二 0,1,…,n) 线 性 无 关 ， 
ETE 8 二 span{ go sp s ,pr}CCLa,5] 中 任 一 不 恒 为 零 的 广义 
多 项 式 (3. 1.2), 即 

plr) = aogo (£) + ae, (x) + + angpn (z) 

在 区 间 [a,6b] 上 至 多 具有 nn 个 不 同 的 零点 , 则 称 函 数 g, (>) (G= 
0,1,…,n) 在 [a,b] 上 满足 哈 尔 条 件 , 也 可 称 子 集 D, 满足 哈 尔 
条 件 ， 

显然 , 子 集 H, 是 满足 哈 尔 条 件 的 . 

、 有 了 定义 3.2.5, 就 可 类 似 定理 3. 2.4 得 到 下 面 定理 . 

定理 3. 2.6 ETE b. =span(p sp» sgp) ME Haar 条 件 

则 对 任意 给 定 的 函数 Je C[a,5], 使 广义 多 项 式 


p` (z) = Jaigil) € @, 
i=m0 


成 为 函数 f(x) 在 空间 C[a, 纪 上 的 最 佳 ( 一 致 ;逼近 广义 多 项 式 的 
充分 必要 条 件 是 p (zx) 在 [a,5] 上 至 少 存在 z 十 2 个 轮流 为 “十 ”、 
“一 ”的 偏差 点 , 即 
p'a) — f(r) = C Doll fg |<, 
o =+ 1,i = 0,1, ,n+ 1. 

利用 定理 3. 2. 6 还 可 证 明 当 子 集 B,CC[a,65] 满 足 Haar 条 件 
时 , 则 对 任 给 的 函数 Fe [a,5] 的 最 佳 通 近 广义 多 项 式 是 惟一 的 . 

Haar 还 提出 了 下 面 的 最 佳 表 近 广义 多 项 式 的 惟一 性 定理 . 

定理 3.2.7 对 任何 函数 fe C[a,6], 子 集 B,CC[a,6] 中 存 
在 惟一 的 最 佳 殴 近 广 义 多 项 式 的 充分 必要 条 件 是 子 集 p, CC[a,6] 
满足 Haar 条 件 . 
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3.3 最 佳 一 臻 逼近 多 项 式 的 数值 方法 


3.3.1 最 佳 一 致 线性 通 近 


关于 求 给 定 函 数 j(Cz) 的 最 佳 一 致 逼近 多 项 式 , 理 论 上 可 由 定 
理 3.2.4 通过 方程 组 (3. 2. 5) 求 得 ,但 由 于 它 的 非 线性 性 质 ,求解 
是 十 分 困难 的 ,通常 只 能 对 n=1 给 出 具体 算法 ,对 n2>2 的 情形 通 
常 可 用 逐次 通 近 的 列 梅 效 (Remes) 算 法 . Xt n=1 的 算法 如 下 : 
假定 f(，) 在 [a,6j 上 二 阶 导 数 f” O ES. HB OORE 
B it pi (z)=a +a z, BEM 3. 2.4 可知 ,在 区 间 [a,5b] 上 至 少 
有 3 个 点 aLr <r Sr Kb, fE 
pi (aa) — f(z) = (1o || pr — fl <, 
oc =+1,k = 0,1,2. (3.3.1) 
HF f Ela b] ERES, e f'(z)fE[a,b] 8 8, Br PA, 
[pr (z)— fa] =a — ff (z) =0 只 能 有 一 个 解 , 记 作 =, B 
a= f'(z1); 另 两 点 必 在 区 间 端 点 , 即 zo = a, z+ = b, + J ii 
式 (3. 3.1) 得 
pi (a) — f(a)=—[p; (zi) — f(r)] 
= pi (b) — fb), 
由 此 可 得 
a = LOEO = fen), 


ba 


(3.3; 2) 
V Weqe y 6232 a+x 
“NA ONS W-ESEJE 


例 3.3.1 R f(z)=e'#E[—1,1] E fj) KRE — S B iH 
pi (1) € Hi( 如 图 3.3 所 示 ). 
解 令 pr (z) 一 ao 十 az 由 式 (3. S: 2) 得 


图 3.3 


| 
° s 1.1752, 


a, = e = 
! 2 
f(z) = en = a ~ 1. 1752 — z, = Ina, ~ 0.1614, 
aJ 
ao = € TA +a =a) æ 1. 2643. 
于 是 得 到 最 佳 一 致 线性 逼近 ! 
pr (z) = 1.2643+1.1752z, ACf,pr ) =~ 0. 2788. 
3.3.2 列 梅 兹 算法 


切 比 雪夫 定理 3. 2.4 从 理论 上 给 出 了 求 最 佳 一 致 表 近 多 项 式 
ba (Zz) 的 计算 方法 ,但 由 于 它 的 非 线 性 性 质 ,求解 是 很 困难 的 . 
FHER F 1957 年 采用 线性 的 逐次 通 近 方法 ,由 于 收敛 很 快 ,效果 
较 好 , 是 求解 最 佳 一 致 逼近 多 项 式 的 有 效 算法 . 下 面 给 出 具体 
算法 . 

设 f€ Cla b] HRE- REBELA 


pi (z) = Djar z 
k=0 


的 n+1 个 系数 a; (k 二 0,1,，…,n), 最 小 偏差 E. #l n + 2 个 偏差 
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点 a 和 zi < z; <L < z; S b, 一共 为 2n 十 4 个 未 知 数 . 由 
式 (3. 2.5) 得 
>a; zi — fr) = C— 1)E,, 
a=+1l1;k = 0,1,-- ,n+ 1, (3.3.3) 
(zç —a) zm Dpi Ci) ff (z: )] = 0, 
k=0,1,.…,n 十 1. 
这 是 一 个 2n 十 4 个 未 知 数 的 非 线性 方程 组 ,一 般 情况 是 很 难 求解 
的 ,为 了 求 p; (zr) ,可 由 方程 组 (3. 3. 3) 出 发 ,利用 切 比 雪夫 多 项 
式 Tn(z)( 见 3.4. 3 节 ), 先 求 出 近似 程度 好 的 偏差 点 ,再 用 逐次 盈 
近 方 法 求 出 p; (zx) ,这 就 是 列 梅 交 算法 (algorithms of Remes). 为 
方便 起 见 , 仍 假定 EU 一 1,1], 算 法 分 三 步 进行 . 
L 给 出 "十 2 个 初始 偏差 点 
— 1 < Zo < 2, < **= < 24 六 1 


通常 ,可 用 T.,(Cz) 的 偏差 点 z =c ($E) k=0,1, ntl) 


解 n 十 2 个 未 知 数 aos a, KE 的 线性 方程 组 f 
ao tarz, + +a,z1— f(z,) = (— E, 
k=0,1,.…,n 十 1， 


从 而 得 到 台 近 多 项 式 p= 》 ar’ Ë E. 


2. R n 十 2 个 新 的 偏差 点 

— 1 < z < m < ** < z, < 1, 

ER p, (zi) 一 f(z) 正 负 交 错 , 生 
ps) — f(z) =0 (k=1,.,n), 

也 可 包括 ze 及 zm 如 上 式 只 有 个 点 成 立 , 则 可 取 z = —1, 
za = 1. 在 某 些 点 z, 上 ,满足 

WE Dz) |. 
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3. WRIE3E28C3.2. OMAAN (z, ) 80 FE B A 
m= min | fler) — palz) | 


< If- l. 
<M= max | f(z,) — p,(z,) |. 
如 M/m 充分 靠近 1, 则 p, (Cz) 为 所 求 , 记 作 p; (z). 例如 , 当 
M/ms1.05 时 , 则 得 加 (z); 否则 ,用 点 {z} 代 替 {zt} 转 回 第 1 步 
继续 迭代 . 
根据 列 梅 兹 算法 ,可 求 得 f(x) =e 在 [一 1,1] 上 的 最 佳 一 致 
WE 
ps (z) = 0. 994579 + 0. 995668x + 0. 5429731? + 0. 1795332? , 
Il f— p: l| — = 0. 00553. (3.3.4) 
b; DEE F(z) 的 误差 分 布 见 图 3. 4. 


图 3.4 ef 的 三 次 最 佳 逼 近 误 差 


3.4 正 交 多 项 式 


3.4.1 内 积 与 正 交 多 项 式 


在 讨论 平方 逼近 之 前 需要 先 引 人 以 下 的 概念 . 
定义 3.4.1 非 负 函数 o(z) 在 区 间 [a,5]( 有 限 或 无 限 ) 上 满 
EFIR, MWER o(z) 为 [ae, 刀 上 的 权 函 数 (weight function). 
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D [zip(z)dz 对 nn 二 0,1,… 存在 且 为 有 限 值 ; 


(2) 对 非 负 连 续 函 数 f, 若 | f(z)pCz)dz = 0, 则 在 [a, 妇 上 
fa) = 0. 
定义 3.4.2 给 定 gEC[a,b]o Ela, b] E ÉSE A, ER 


b i 
Cf.) = | plz)f Dg)dz 


为 函数 f 与 g 在 La,b] 上 关于 权 p(x) 的 内 积 (inner product). 

内 积 有 下 列 简单 性 质 ， 

O F D= fi 

(2) (af,g)=a(f,g),a€ R ; 

(3) (fi+f;,,g)= (fi ,g)+ (fs ,8); 

(4) 当 f#0 BR,C/, f)>0. 
利用 内 积 可 定义 f 的 欧 几 里 得 (Euclid) 范 数 (norm) 

I fl], = (f, P. 

它 满足 范 数 的 三 条 基本 性 质 : 

(1) 当天 0 时 ,| f | ,>>0, 3 B R34 f=0 BH | f := 一 0; 

(2) | af ls:=|al | fll. a€R; 

(3) l| f£+gl:< 1 fll, + l z |, (= 3 5. 
此 外 ,还 有 下 列 结论 : 

OIDIS l fll; eg 中;, 称 为 柯 西 - 施 瓦 芯 (Cauchy- 
Schwartz) 不 等 式 ; 

(2) |l f+glš;+ l f—gl;=21 fl:-+2 l gl: , 此 即 平行 
四 边 形 定律 

定义 3.4.3 若 内 积 


FD = [GO fee (yaz = o, 


则 称 f 与 g 在 区 间 [a,6j 上 带 权 p(x) 正 交 (orthogonal) , 若 函数 族 
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povPp yp 满足 
b 
(@ pi) = fo opaga de 
p |° iz j, 
 lA,2>0, i=j, 
MPE (pi) Æla b] EEEL p(Cz) 的 正 交 函 数 族 (Corthogonal systems 
of functions). 
例 3.4.4 三 角 函 数 族 
1,coszysinzycos2zysin2zy… 


在 区 间 [ 一 x,x] 上 正 交 . 因为 


z [coskr ) [cosjz . 
| B on az= 0, k j 
-xi sinkz J | sinjz 


(3.4.1) 


| coskeuinkzdr = 0y 


f sinta d = f cos kidec Re ka 42. 


定义 3.4.5 3 prp p, 在 [a,b] 上 连续 ,如 果 
aopo lx) + + anpa (x) = 0 

当 且 仅 当 ao = =a,=0 才 成 立 , 就 称 poop ,go Æla, b] ER 
性 无 关 . 若 函 数 族 {gp, ,一 0,1,…} 中 任何 有 限 个 ps 线性 无 关 , 则 
称 其 为 线性 无 关 函 数 族 . 例如 ,函数 族 1,z,… ,zx",… 就 是 [a,5] 上 
的 线性 无 关 函 数 族 . 

定理 3.4.6 pipir p 在 [a,b] 上 线性 无 关 的 充分 必要 条 
件 是 detG, ==0, 其 中 l 

G.= Gigo ,9,) 

(opo) org) … (porga) 


: : f (3.4.2) 
(pirpo) Consp) … (@s@,) 
detG, 称 为 格拉 姆 (Gram) 行 列 式 . G, 称 为 格拉 姆 矩阵 . 
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3.4.2 勒 让 德 多 项 式 


当权 函数 p(z) 三 1, 区 间 为 [一 1,1] 时 ,由 {1,z,"… ,7 ,I 上 
交 化 得 到 的 正 交 多 项 式 称 为 勒 让 德 (Legendre) 多项式, 可 表示 为 
P. (x) = 1, 


P,(z) = [O —1)"] (n=1,2,.). (3.4.5) 


=" Pi 
由 于 (zx* 一 1)" 是 2n KEAR, R n 阶 导数 得 


P,(z) = FH (Omin H Da Haat += Has 


其 最 高 项 系数 a — A0 最 高 项 系数 为 1 的 勒 让 德 多 项 式 
可 表示 为 


P, (z) = L eat — 1)"]. 


nl 
Cn)! FE si 
勒 让 德 多 项 式 有 以 下 重要 性 质 ， 
a) 正 交 性 


1 
(PP-) 一 上 P.G) P.G) dz 


0, m= n, 
| 2 (3.4.6) 


(2) 奇偶 性 
P. (一 z) = (一 1)"P,(Cz)， 

即 ”为 奇数 时 P, (zx) 为 奇 函 数 ,n 为 偶数 时 P, Wd 

(3) 递 推 关系 

(nt P(r) = (2n+ 1)zP,(z) —nP,.,(z) (n> 1). 
(3.4.7) 
H Po(Cz) 王 1,P,(z) 一 z, 利 用 式 (3.4.7) 就 可 推出 
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P; (z) = (3z° 一 1)/2， 

P, (1) = (57x’ — 3z)/2, 

P,(z) 一 (35zx4 一 30z: + 3)/8, 

P; (z) = (63z° 一 70z3 + 15z)/8, 

PsC) = (231z° — 315z* + 105z? 一 5)/16， 


图 3.5 给 出 了 前 面 4 个 勒 让 德 多 项 式 的 图 形 . 


3.5 


(4) P, (zx) 在 区 间 [ 一 1,1] 内 及 个 不 同 的 实 零 点 . 
(5) 在 所 有 最 高 项 系数 为 1 的 nn 次 多 项 式 中 ,PB, (xz) 在 区 间 
[一 1,1] 上 与 零 的 平方 误差 最 小 . 


3.4.3 切 比 雪夫 多 项 式 


1 
— == —Ñ —1,1 j. 
当权 函数 o(z) Tres: 区 间 为 [ ] 时 ,得 到 的 正 交 多 
项 式 就 是 切 比 雪夫 多 项 式 , 它 可 表示 为 
T,(x) = cos(narccos7) (| z |< 1). (3.4.8) 


令 z=cosb, 则 T, (z) = cosn0,0<0<x, B = fi Z: À 
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切 比 雪夫 多 项 式 有 以 下 重要 性 质 . 
(1) 正 交 性 ; { T,(z)} 在 [一 1,1] 上 带 权 po(z) 一 一 一 正 


/1= = 
交 , 即 
0, n= m, 
1 TDT, Ja 
Ë Cs a= 1 "n ms 0, (3.4.10) 


m n=m=0. 


(2) 极 性 : 在 所 有 最 高 项 系数 为 1 的 多 项 式 中 , 切 比 雪夫 多 项 


式 T.) => T,(z) 在 区 间 [ 一 1,1] 上 与 零 偏差 最 小 , 且 其 偏差 


azM 
z= max |T.) 
< max, |a" + prai la)| (pr € Hna). 
(3) 奇偶 性 : 当 n 为 奇数 时 T, (zx) 为 奇 函数 , 当 为 偶数 时 
T,(z) 为 偶 函 数 , 从 而 有 
T,(— z) = (— 1)"T,(z). 
(4) T,(z) 在 区 间 [ 一 1,1] 上 有 7 个 实 零 点 


2 li (k = 1,2,- n) 


有 n+1 个 轮流 为 “十 "“ 一 ”的 偏差 点 


x = cos ÉT (k = 0,1, sn). 


CS) Ps 可 用 T. T. ss T, 的 线性 组 合 表示 如 下 : 
1= Ts; 


z= T 


x=, = cos 


-æ = ET +T; 
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Ta (z) = cos(n + 1)8 = cos(m0)cos8 + sin(m)sing 
可 得 递 推 关 系 : 
T, a (z) 一 2zT(z) 一 Ti(rz) (n>1). (3.4.9) 
由 式 (3. 4. 8) 可 直接 得 
To (z) 三 1,T (z) = z. 
由 式 (3. 4. 9) 可 推出 
T(x) 一 2z: 一 1， Ë 
T; (x) = 4r’ — 3z, 
Tı (£) = 8x — 82’ +1, 
Ts (x) = 16z — 202° + 5x, 
T, (z) = 32z° — 48z=* + 18r? — 1, 
Tı (z) = 64r’ — 1127? + 567° — 7z, 
Tet) = 128z’ — 256z° + 160z — 322: +1, 
由 式 (3. 4. 8) 可 推 得 T, (z) 的 最 高 项 系数 是 2" 1!.T,(z) 前 4 个 的 
图 形 见 图 3. 6. 
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GT: + T;); 


(3T, + 4T; +T 


TASASE) +5T, +T;); 


a 


(10T, +15T: 十 6T + Ts); 


= Flo Sie S o= | 


H 


(35T, 十 217s + 7T; + T;); 


zs 一 —s(35T, + 56T, + 28T, 十 8T 十 Ts), 


128 


3.4.4 其 他 常用 的 正 交 多 项 式 


除 上 面 两 类 重要 的 正 交 多 项 式 外 ,常用 的 正 交 多 项 式 还 有 以 


下 三 种 . 
1. 第 二 类 切 比 雪夫 多 项 式 


在 区 间 [ 一 1,1] 上 取 权 函数 p(x) =V1i 一 得 到 的 正 交 多 项 式 


就 是 第 二 类 切 比 雪夫 多 项 式 , 其 表达 式 为 


U cz) = sin[ (n + larccosz], (Iz |<. 
/1— = 
令 z 一 cosg 可 得 
0. m=n, 


[ieee -| 


由 式 (3. 4. 11) 可 得 递 推 关系 
EAEN = 1,U, (xz) = 2x, 


Um (z) = 2U, (x) — U, (1) (n = 1,2, 
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°). 


(3.4.11) 


(3.4.12) 


(3.4.13) 


2. 拉 盖 尔 (Laguerre) 多 项 式 
ERLO, co) E , 取 权 函数 po(z) 一 ez 得 到 的 正 交 多 项 式 ,就 
是 拉 盖 尔 多 项 式 ,其 表达 式 为 


L, (2) = e Ewe., (3.4.14) 
它 满足 关系 
zo 0, 
f L, (x) La (z)dr = ATE gais 
° (nl) 2, m = n. 
其 递 推 关 系 为 : 


L.(z) =1, L,Gz) =1—=<, 
Lan Cx) = (1 +2n — r), lt — ° L,- i (z) (n = 1,2,.). 
(3.4.16) 
3. 埃 尔 米 特 (Hermite) 多 项 式 
在 区 间 ( 一 co ,co) 上 , 取 权 函数 p(x) 二 e-* 得 到 的 正 交 多 项 式 


就 是 埃 尔 米 特 多 项 式 , 其 表达 式 为 
H,(z) = (— 1)"e” Een, (3.4.17) 
它 满足 正 交 性 条 件 
i -2H CDH(zdz= |” MÆR 18) 
= ANA aS a nlIr, m = n, CZ 


并 有 递 推 关系 
HÓ (z) =1, Hi(z)= 2z, 
Hm (x) = 2z=H,(z) — 2nH,_-,(z2) (n=1,2,°). (3.4.19) 


3.5 最 佳 平方 逼近 


因为 最 佳 一 致 通 近 计 算 困难 ,所 以 在 实际 计算 时 常 使 用 另 一 
种 度量 允 近 误差 的 标准 , 记 作 
17 一 中 = 人 Free 一 -cz 了 dz， 3.5.D 
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这 里 f€ C[a ,b],r€ D, (ARC. 1. 1)), H C fE RE Tt tv WE BJ PE B B 
近 称 为 平方 通 近 (squares approximation). 
如 果 在 子 集 d, 中 存在 r; Ce) Ep, CCCa, b] tE 
] 7 一 | ,= [tra — r; (x) dz 
= mt |f -r |; 6.5.2) 
则 称 r; (z) f(z) 在 @, C C[a, b] EHRE ED 3 B i (best 
squares approximation) 广义 多 项 式 , 当 d, 取 为 H, = span(1, 
Zi 时， 
mw (z) = aç +arz+ - tair", (3.5.3) 
称 为 f(z) 在 [a,5] 上 的 最 佳 平方 通 近 多 项 式 . 
例 3.5.1 对 f(x) 二 e* ,rE€E[ 一 1,1], 在 H, PRR HE 
近 多 项 式 . 
E “r. (z)=a tar ER 
|f- ri | : = Í < — as — a z)’ dz = F(as,a)) 


最 小 ,也 就 是 要 求 a? Ra ;使 Flas sai )<F(a ,a1), 这 就 是 二 


元 函数 求 极 值 问题 . 由 极 值 必要 条 件 
Wai iay 
dao Əa, Ei 
可 得 f 
2E = 2f’ ce — a — am) C Ddz = o, 
Jao _ N 
1 i 
2E = IRG 一 ao — a, z)(— z)dz = 0. 


由 此 方程 组 可 解 得 `< 


1 
ar 1 _erdz 一 Te — e) ~ 1. 1752 = aj 
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a = 3| zeaz = 3e ~ 1.1036 = af. 
于 是 在 H, rF BJ 3 EE F-J 8 t 2 Yi zü 28 
rf (z) = 1.1752 + 1. 1036x. 
直接 计算 可 求 得 
| es 一 || o == 0.44. 
用 rr (xz) 逼近 e" 的 图 可 见 图 3. 7(a). 
进而 可 用 同样 方法 计算 ex 在 [一 1,1] 上 的 三 次 最 佳 平方 逼近 
ri (z) = 0. 996294 + 0. 997955z + 
0. 536722x° + 0. 176139x°, 
ll e — r; ||- =œ 0.0112. (3. 5.4) 


其 误差 图 形 可 见 图 3.7(b). 


(a) (b) 
3.7 


下 面 是 更 一 般 的 带 权 最 佳 平 方 逼近 . 
对 给 定 的 fEC[a,b],o(Cz) 为 Lab] 上 的 权 函 数 , 若 存在 
r; (7) E, =span{ po pi» Pa) E 


17 一 上 = Je core — r; (z)]dz 
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定义 3.4.7 设 p,(z) 是 [a,b5] 上 首 项 系数 ar40 ËJ n KET 
式 ,p(X) 为 [a,b] 上 的 权 函 数 ,如 果 多 项 式 序列 {9, (z) ) 2 W B. 2: 
系 式 (3.4.1), 则 称 序列 {gp, Cr) jo Elab] EEE p(z) 正 交 , 称 
pa) Hla b] ERR poCz) 的 = 次 正 交 多 项 式 . 

只 要 给 定 区 间 [a,b 及 权 函 数 po(Cz), 均 可 由 单项 式 序 列 
{1,z,…，z"…} 通 过 逐次 正 交 化 ,构造 出 相应 的 正 交 多 项 式 序 列 
Lpa C) Jamo A0 F : 


g@ (z) = lp, (1) = z" — 5 Ep) (n = 1,2,.). 
(3.4.3) 
由 此 得 到 的 正 交 多 项 式 有 以 下 性 质 : 


(1) gn(z) 是 最 高 项 z" 的 系数 为 1 的 n 次 多 项 式 . 
(2) 任何 n 次 多 项 式 p (z) EH,, 均 可 表示 为 go (z), 
pild), ,pn(X) 的 线性 组 合 , 即 
pT) = aogo (z) Harp (z) + targa (z). 
(3) 34 kAj 时 , lpp) =0, E pr《7) 与 任 一 次 数 小 于 上 的 多 
项 式 正 交 . 
(4) 有 递 推 关 系 
Prii (z) = (z —a,)g,(z) — Bpa- lT) (n = 0,1,.), 
f (3.4.4) 
其 中 plr)=l,p-1(1)=0, 


_ (zg, (z) g, (7)) 
e (plap I) 


_ (gu(z) ,9,(7)) 
RCE ETEN 


(5) pD (n 宇 1) 的 nn 个 零点 都 是 在 区 间 [a,6] 内 的 单 重 实 
零点 . 
以 下 是 几 种 常见 的 正 交 多 项 式 . 
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" s 
inf |f —r, |; 
r € %, 


inf fofa — r, (z) }? dz, (3:5:5) 


则 称 r; (z) 是 f(z) 在 [a,5] 上 带 权 o(z)BJ B EE3S-Jy 5 tU ALEA 
R. 当权 函数 pC) =l 时 ,就 是 式 (3. 5. 2) 给 出 的 定义 . 通常 子 集 
,二 span{go spi» ,gr} 中 的 坐标 函数 p(T) (4 二 0,1,…,n) 也 取 
为 次 多 项 式 , 即 p € Hi ,因此 D, 实质 上 仍 为 H, AFA ri (z) 
即 为 最 佳 平 方 逼 近 多 项 式 . 为 求 出 r; (z) 可 令 r, (z) =a (z) + 
aigi lr) ++ +Hapr (r), H p E H,, iË 


Flassai av) = [co [reo 一 Dg | ] dz. 
: k=0 


、 (3.5.6) 
Fjkac,a,É s a, 的 2 十 1 元 函数 ,要 求 a? (k= 二 0,1,…,n) 使 
I Flao sat a; ) < Flao saista). 
这 是 多 元 函数 求 最 小 值 问题 ,根据 多 元 函数 极 值 必 要 条 件 


aF _ E ai 
Ja, =0 QG = 0,1, sn) 


即 得 
aF ; > 
go ?| Go [ fe) = Lagia J gi(x)) dr 
=0 (= 0,1,",n). 
此 方程 用 内 积 记号 表示 为 
D pppd = fp) G = 0, n). (3.5.7) 
k=0 x, 


这 是 关于 参数 osassa, n+ 元 线性 方程 组 , 称 为 法 方程 
其 系数 矩阵 G, 二 GCgo sipi se s pa ) 为 格拉 姆 矩阵 ,由 于 Porp ts 
Pa 线性 无 关 , 故 detG, +0. 于 是 方程 组 (3. 5. 7) 存 在 惟一 解 a= 
ai (k=0,1,:*** ,n) ,从 而 得 到 
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ra (z) = aç go (z) + ar gi (z) 十 … 十 ay g, (z). 
可 以 证 明 >; (z) 满 足 式 (3. 5. 5), 即 对 任何 r, (>) € @, ,# 
b b 
JODES — 1 Fade < fS 一 noD]dz， 
Ewel) = f(z)—r; (z), 则 可 得 到 
|| g€) 上 = Cf(z) —r¿ (z), f(z) — r; Gz)) 
= (f(D f(z)) — flr) sr (7)) 


= | fll: — Dai Srp)» (3. 5. 8) 
k=0 

称 为 最 佳 融 近 多 项 式 的 平方 误差 ,而 | 5(z) | , 称 为 均 方 误差 . 

车 p(z) 三 1, 并 取 0 (z) =z*(k=0,1,- n), N| r; (zx) 就 是 由 
式 (3.5.3) 得 到 的 最 佳 平方 逼近 多 项 式 . 

若 区 间 取 为 [0,1],F(z)Ec[o,1], 则 在 [0,1] 上 的 最 佳 平方 
逼近 多 项 式 | 

ri (z) =a +a; z+ °° tagat", 

此 时 方程 (3. 5.7) 中 的 系数 及 自由 项 为 


i 
(prp) = | zdz = (jsk = 0,1, sn), 


二 
j+k+1 

(fo) = [Arde =d; G = 0.0. 
若 用 H, 表示 格拉 姆 矩阵 G, =G, x, |z"), Bl! 


1 1/2 “ANC: 
E 3 —, A 
1/n+1 i/nt2 “ei 


则 称 于 ,为 希 尔 伯 特 (Hilbert) 和 矩阵 . 记 a= (ac al， tsan)" dE 
(d, sd; Asi ,d)T, 则 得 法 方程 
H,a = d. (3.5. 10) 
由 于 detH, 尖 0, 故 方程 组 有 解 a, =a; (k 二 0,1,*…,n). 但 希 尔 伯 
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特 矩 阵 是 病态 矩阵 ,通常 解 的 误差 很 大 , i n2>3 时 结果 并 不 可 靠 ， 
解 (3. 5. 10) 的 法 方程 通常 只 用 于 n<2 的 简单 情形 ,一 般 情形 可 用 
正 交 多 项 式 作 为 基 . 此 时 法 方程 (3. 5.7) 的 系数 矩阵 是 对 角 阵 . 具 
体 算法 将 在 3.6 PNA. I 


3.6 JFHIE 2 ES) 1ESR E EJ EE 


3.6.1 B 32JINir "X 8 n E 


J.E ü BJ Fie n] AR PS 38 BJ 8k ESE B ir” X £ ri zu] J 55 
为 求法 方程 (3. 5.7) 的 解 , 若 以 单项 式 {1,z,…',z")} 为 基 求 最 佳 平 
方 逼 近 多 项 式 , 其 法 方程 是 病态 的 ,如 果 基 {wpo(Cz),…,w(z)} 是 
正 交 函数 族 , 则 方程 组 (3. 5. 7) 的 系数 矩阵 G, =G(@ ;lr Pn) 
为 非 奇 异 对 角 阵 , 且 方 程 组 (3. 5. 7) 的 解 为 
a; = (frp)/ Cpp) (一 0,1 2)， (3.6.1) 
于 是 f(z)E CLa, 扫 的 最 佳 平方 通 近 广义 多 项 式 为 


rL (G) = P) Eino. (3.6.2) 
2 


k=0 lI Pr | 
由 (3. 5. 8) 可 得 平方 误差 
laD |;= fa or a 
= || £ 一 x Ear > 2>0. (3.6.3) 
k=0 k U2 
# f(x) E C[a,b]# E 2 R #& K (2, C) )o 展开, 即 由 

RC. 6.1) 计 算 a; (k= 二 0,1,…) 得 到 级 数 

(fg) 

>[ I Pa I z Jaa), (3. 6.4) 
称 为 函数 F(z) 的 广义 傅 里 时 (Fourier) 级 数 ,系数 ar (k=0,1, =) 
由 式 (3. 6. 1) 给 出 , 称 为 广义 傅 里 叶 系 数 , 它 是 傅 里 叶 级 数 的 直接 
推广 . 同样 ,由 式 (3. 6. 3), 当 n>co 时 ,有 
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> Em i] < 1", ` (3.6.5) 
称 为 广义 贝 塞 尔 不 等 式 . l 

车 函数 族 {go ,py ，… ,gp,，…)} 为 正 交 多 项 式 , 则 r; Cr)tBJE n 
次 多 项 式 , 它 就 是 f(z) 的 最 佳 平方 逼近 多 项 式 ,并 有 以 下 收敛 性 
结果 , 即 


lim || f£) — r; (z) ||, = 0. (3.6.6) 


3.6.2 用 勒 让 德 多 项 式 作 平 方 逼 近 


ARKEL bl ERAH fx) E CLa,65] 的 最 佳 平方 逼近 ， 
, 当 p(xz) 三 1 时 ,只 要 将 f(。) 按 勒 让 德 多 项 式 展开 即 可 , 当 [a,5bj 关 
[一 1,1] 时 ,应 作 变换 . 令 
b—a 
2 
MIKK FE fCz) 可 变换 为 


F(z) = /(*=° 人 +) C1<:< D. 


aro nis ca taya y aN f(z) 在 
[ae,5] 上 的 最 佳 平方 逼近 ,因此 ,只 要 考虑 f(x)EC[ 一 1,1], 按 勒 
让 德 多 项 式 {P。 ,P) ,…,P.,…} 展 开 , 由 式 (3.6. 2) 得 


;十 十 4 


x = 


fG) ~ De Pi(z), 


其 中 c; 可 利用 式 (3. 6.1), H o, AA P,,a; 改 为 cx 即 得 


。_ YSP) H 
全 TP, Pp = SAR 


于 是 PE A e A 
n "2k 十 1 > 
S; (z) = > 2 OPOP 《3356 


这 里 
°”111 ° 


= dr = ns 
P,(z) = zy gal 12] G=1,2, n), 


P, (z) = 1. 
由 式 (3. 6. 3) 可 得 到 


1f—s; l= iri- > EAC, PD). 
k=0 


用 式 (3. 6. OR f 的 最 佳 平方 逼近 不 用 求解 方程 组 (3. 5.7), 从 而 
避免 了 解法 方程 出 现 的 病态 问题 . 
HRG. 6. 6) 可 直接 得 到 平均 收敛 , 即 
lim || f(z)—S; (z) |+ = 0, 
如 果 FE C*[ 一 1,1] 还 可 得 到 一 致 收敛 的 结论 . 
定理 3.6.1 设 f(z)EC[ 一 1,1],S; (z) =Ë (3. 6.7) 给 
出 , 则 对 任意 xzE[ 一 1,1] 和 e>0, 当 nn 充分 大 有 


| f(z) — S; (z) I< 
例 3.6.2 R f(z)=e' 在 [一 1,1] 上 三 次 最 佳 平方 逼近 . 
解 由 式 (3. 6. 7) 计 算 (f,P,) (n=0,1,2,3): 


C.P.) = | edz ~ 2. 350388, 
1 
(fP) = | zeaz æ 0. 735759, 
一 | (32 - 11. 8 
(fp) = | ($a — + )e` de ~ 0.143124, 


(f,P;,) = N (Fe = 3 ) dz = 0. 201302, 
由 此 可 得 
S; (z) = 1.145194P, (z) + 1. 103639P, (z) 十 
0.357810P, (z) 十 0. 704557P; (z), 
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S; (z) =0. 996294 + 0. 997955x + 
0. 536722x° + 0.176139, 
|| e° — S; (zx) || š < 0. 0084, 
|| e — S; (z) || = < 0. 0112, 
这 里 得 到 的 S; (z) 就 是 式 (3. 5.4) 的 结果 . 


3.6.3 截断 切 比 雷 夫 级 数 


如 果 f€ CLa,65], 当 正 交 多 项 式 取 切 比 雪夫 多 项 式 {T(z)} 
时 ,广义 傅 里 叶 级 数 


Do T, (z) ° (3.6.8) 
k=0 . 


称 为 函数 了 在 [一 1,1] 上 的 切 比 雪 夫 级 数 , 其 中 系数 由 公式 (3. 6. 2) 
得 到 


E a (Tos f) a> al: a E a f =) dz, 

人 让 

Wo ae = 27 T.G) fG) 1, 

m p Ti T Mfo “Ja Viz 
k= 1,2,…. 


T,(z)=cos(karccosz) 8 8] 比 雪夫 多 项 式 . 
若 令 r= cosg,0 委 6 生 x, 则 式 (3. 6. 8) 就 是 f(cos9) 的 传 里 叶 级 数 ， 
其 中 i 


ca = 1 |" fecosodo, 
x Jo 


¿s= 2 J" /Ccos0ycosk0q0 quy, 
UE] 


根据 傅 里 时 级 数理 论 可 知 ,如 果 f”(z) 在 区 间 [ 一 1,1] 上 分 段 连续 ， 
则 切 比 雪夫 级 数 (3. 6. 8) 在 区 间 [ 一 1,1] 上 一 致 收 化 于 f(z), 即 
fu) = Te TG. 
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取 它 的 前 n 项 部 分 和 
c, (z) = Sai T(z), => (3.6.9) 
则 
fa) — ci (zm) ~ chn Torn (z). 

由 于 Tri (z)# n+2 个 轮流 为 “十 "“ 一 ”的 偏差 点 ,所 以 f(z) 一 
c; 《ZX) 近 似 地 有 nn 十 2 个 偏差 点 , 故 由 切 比 雪夫 定理 3. 2.4,c; (z) 
可 作为 FGz) 的 近似 最 佳 一 臻 逼近 多 项 式 . 事实 上 ,许多 函数 的 截 
断 切 比 雪夫 级 数 (3. 6. 9) 都 很 近似 最 佳 一 致 逼近 多 项 式 , 对 具有 高 
Fr Sak Alpa f, 其 误差 | 一 cy 外 -一 般 不 超过 最 小 偏差 E, 的 
百 分 之 五 .最 佳 一 臻 逼近 多 项 式 p; (z) 难 于 计算 ,因此 ， €s wis 
c; (z)4E NR UB tE— BB ir £ Thi zü. 

例 3.6.3 R fG)=e' 在 区 间 [ 一 1,1] 上 的 截断 切 比 雪夫 级 数 ， 

解 ”由 公式 (3.6.9)， asi 


pre k = si 


= in escos(1g)d0 (k = 1,2,---). 
Jo- 


用 数值 积分 方法 可 算出 
cf = 1.26606588, cf = 1.13031821, 
cz = 0.27149534, c; = 0.04433685, 
cf = 0.00547424, cf = 0.00054293. 
由 式 (3.6.9) 及 Ti(Cz) 的 表达 式 , 可 得 
cr (z) =1. 266 + 1. 130z, 
cy (z) 一 0. 994571 + 0. 997308r + 
0.542991z* + 0. 177347z2. 
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用 cr (z) cí (WE e 的 误差 为 

l| er 一 cy (z) || ~- == 0.32, 

|| e — c3 (z) || — == 0. 00607. 
它 与 e" 在 [一 1,1] 上 的 三 次 最 佳 一 致 逼近 偏差 0. 00553 相差 不 
多 .图 3.8 给 出 了 误差 函数 y= er — c; (x) 的 图 形 . 它 与 图 3. 4 给 
出 的 最 佳 逼 近 误 差分 布 很 相似 . 这 说 明 用 截断 的 切 比 雪夫 级 数 
c; (z), 可 作为 最 佳 一 致 逼近 的 很 好 近似 . 


3.7 近似 最 佳 一 致 逼近 


由 于 函数 的 最 佳 一 致 逼近 多 项 式 计算 困难 ,因此 ,实际 计算 往 
往 只 求 近似 的 最 佳 一 致 通 近 ,主要 工具 是 利用 切 比 雪夫 多 项 式 的 
良好 性 质 ,其 中 以 式 (3. 6.9) 给 出 的 截断 切 比 雪夫 级 数 c; (x) 为 最 
好 的 近似 算法 ,另外 ,还 有 下 面 两 种 近似 方法 . 


3.7.1 泰勒 级 数 项 数 的 节约 


由 例 3. 2. 2 可 知 , 函 数 泰勒 展开 容易 计算 ,但 误差 分 布 极 不 均 
匀 . 为 了 改善 函数 逼近 的 误差 分 布 , 可 利用 T, (x) 均匀 分 布 的 性 
质 ,对 泰勒 部 分 和 加 (z) 进 行 改造 , 设 
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| S) = Pa |< S< s, < e, (3.7.1) 
其 中 p,(z) 由 (3. 2. 2) 给 出 ,e>0 EERME BJ 398 HF. 由 于 


T.G) = == T.G) = =" + Q(z), (3.7.2) 


其 中 Q(x) 为 次 数 小 于 n 的 多 项 式 . 现 设 
P(x) = as Haix + + +a,z", 
由 式 (3.7.2) 可 得 
Pal) 一 ao Haix +e +H ania" + 


十 = Qa) 十- T. ]. 


2“ 
令 
M,. u (z) 一 ao 十 aiz 十 … 十 az 一 alQCzr)， 
a, 
Ena = E +’ 
车 
En TEn KE 
则 


| £C) — M,.,., || =< l| f— p. || = + l| p, — Mami | 
三 te 十 ee 
这 时 用 Mnn (OER f(z) 新 的 逼近 多 项 式 , 次 数 已 降低 一 次 ,再 
由 M,.,-:(z) 出 发 ,用 同样 方法 . 车 e, Heni Heno Se, WJ M, n-i C1) 
可 再 降低 一 次 ,一直 做 到 次 数 不 能 再 降低 为 止 . 
此 时 得 到 的 通 近 多 项 式 记 作 M,.,, (z) (m<n). 
例 3.7.1 f(z)=e',|z| 过 1, 其 五 阶 泰勒 展开 为 


1 1 1 Ji 
(x)=1 + — x° -一 了 3 < pt wal ee 
ps (= 十 工 rius 十 将 + 
l| f — ps l| = < Še ~ 0. 00377. 


由 于 
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s= 1 5 .35 
z 16Ts(z) + +“ 167 


=A) + -4, 


ps (=)= Msa (z) + 7i ; FT, G) + 


Ts T: (zs 
其 中 
M... (z) = 0. 994792 + 0. 997396z + 
0.541667xz° + 0. Caa 
z l A 
|| e° — M... || = < 0. 00377 + — 二 + iazo ~ 9. 0095, 


进一步 车 由 p. (xz) 出 发 ,可 求 得 
Ms. (z) = 0. 994575 + 0. 997396z 十 
0.542969z' 十 0. 177083zs， (3.7.3) 
|| e° — M... |。 < 0. 00651. 
此 结果 已 接近 c; (z) 结 果 , 如 从 p; (>) sÑ bs (z) HRR Mia (z) sË 
M: (z) ,其 结果 将 会 更 接近 p; (z), 故 可 作为 求 最 佳 一 臻 逼近 的 
近似 算法 . 
3.7.2 切 比 雷 夫 多 项 式 零 点 插值 
利用 插值 多 项 式 L, (z) BR f(x)，, 若 插值 点 选择 合适 ,可 使 
误差 减 小 , 设 fEC[ 一 1,1], 选 T,(z) 的 零点 z, = cos xc 


1, ,71) 为 插值 点 ,构造 插值 多 项 式 La- (ws 由 于 


m (z) = (x X(T— z,) = z T. nm( 工 )， 
故 插值 误差 
gi = M. _1_ 
l 了 一 L, l oo < as, | wn (z) |= n 21 ° 


其 中 
= m) 
M, = max | f) (z) |. 


HJ k 62k tE BR C2) TA + T, (x) 在 [一 1,1] 上 最 高 项 


系数 为 1 的 nn 次 多 项 式 中 与 零 偏差 最 小 , 即 max |o, (z) | =min, 
这 说 明 选 T,(z) 的 零点 做 插值 点 在 固定 M, 后 其 误差 最 小 ,因此 ， 
可 利用 这 种 插值 多 项 式 L-:,(Cz) 作 为 近似 最 佳 一 臻 逼近. 当 
fe) € CLa,6] 时 ,只 要 通过 变换 


b—a b+a 
2 十 一 7 


即 可 在 上 E[ 一 1,1] 上 应 用 T, (1) 的 零点 做 插值 点 , 求 得 所 要 求 的 
插值 多 项 式 . 
例 3.7.2 K fo) =e 在 [一 1,1] 上 的 插值 多 项 式 . 
2k—1 


解 ” 在 [一 1,1] 求 L(xz), 用 T, (x) 的 零点 z, = cos — a 
(一 1,2,3,4) 做 插值 点 . 


zi = cos r ~ 0. 9238795, x, = cos Ža ~ 0. 3826834, 


x= 


EEA Žr ~— 0. 3826834, z, = cos Lx ~ 0. 9238795. 


8 
构造 插值 多 项 式 可 得 
L, (z) = 0. 994584 十 0. 998967z 十 
0. 542900z? ++ 0.175176z°, (3.7.4) 
le — L, || — < 0. 00666. 

前 面 已 给 出 函数 SC) E CLa,5] 求 通 近 多 项 式 的 各 种 方法 ,下 
面 以 A(z) 一 er 在 [一 1,1J 上 三 次 允 近 多 项 式 为 例 , 将 已 算出 的 各 
种 逼近 多 项 式 的 误差 列 在 表 3. 1 中 ,不 同 多 项 式 的 误差 均 用 
l| £—p | =- 表示. 
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RŽ I f—p |l 
0.0516” 
0. 0095 

0. 00651 
0.0112 

0. 00607 
0. 00666 
0. 00553 


泰勒 多 项 式 p, (z) 
级 数 节 约 项 数 M;., (z) 

级 数 节约 项 数 M;., (z) 

勒 让 德 最 小 平方 通 近 S; (>) 
切 比 雪夫 最 小 平方 通 近 Ci (z) 
切 比 雪夫 零点 插值 L, (z) 

最 佳 一 臻 逼近 p; (z) 


从 表 中 可 看 到 ,利用 切 比 雪夫 多 项 式 得 到 的 一 些 逼 近 多 项 式 
已 经 是 最 佳 一 致 遥 近 的 较 好 近似 ,它们 计算 较 简单 ,而 列 梅 兹 算法 
计算 复杂 ,通常 不 大 使 用 . 


3.8 曲线 拟 合 的 最 小 二 乘法 


3.8.1 基本 原理 


在 科学 实验 或 统计 方法 研究 中 ,往往 要 从 一 组 实验 数据 (zi,y) 
(i 二 1,…,m) 中 寻找 自 变 量 z 和 因 变 量 y 之 间 的 一 个 函数 关系 式 
y— F(z), 从 图 形 上 看 就 是 由 给 定 的 m 个 点 求 曲线 拟 合 的 问题 . 
由 于 科学 实验 得 到 的 数据 往往 带 有 观测 误差 ,如 果 要 求 曲线 y= 
f(z) 必 须 通 过 给 定 的 点 (x,y,) ,不 但 会 把 观测 误差 保留 下 来 ， 
而 且 y=f(z) 的 曲线 也 不 一 定 表 示 实 验 数 据 的 客观 规律 . 因此 ， 
对 这 类 问题 不 能 使 用 已 介绍 的 插值 方法 ,而 应 采用 最 小 二 乘法 ,所 
谓 曲 线 拟 合 的 最 小 二 乘法 ,就 是 由 给 定数 据 (ziyyi)(i 一 1,…，,za)， 
确定 拟 合 曲线 类 型 y= P(x,ao，… ,a,) ,然后 根据 在 给 定点 误差 
平方 和 


>)[P(zrivao stan) — y, J (3:8, 1) 
i=] 


9119 。 


最 小 的 原则 定 出 参数 a, (& 一 0,…，,z) ,从 而 得 到 所 求 的 拟 合 曲线 
方程 y=P? (2). 
例 3.8.1 已 给 一 组 实验 数据 如 下 : 


将 它 标 在 坐标 纸 上 , 如 图 3. 9 所 示 . 人 


近 , 因 此 ,可 以 选 
P(x) = ao 十 aiz. 


由 式 (3. 8. 1), 令 
Flas sa) = Pr + az) yl, 


为 求 二 元 函数 F sehat: 由 极 值 必要 条 件 可 得 


9F 
Ja, 


= Xa, + a=, — y) = 0, 


ƏF _ 
Ja, 


= 22, + a=, — yi) = 0. 


化 简 , 得 
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m (Ba) = X>. 


(之 二 )a et. (Z= )a， = D ziyi. 
将 已 知 数据 代 人 后 得 
4ao 十 20a = 81, 
o + 120a, = 536, 
解 得 
ao =— 12.5, a= 6.55. 
于 是 得 到 拟 合 曲线 方程 
y = P* (z) 一 6.55z 一 12.5. 


3.8.2 线性 最 小 二 乘 禹 近 


设 给 定数 据 (zi,y) (i 二 1,…,m), 假 定 拟 合 曲线 方程 为 
?一 PCzyao,…an)， 令 
下 (ao ,yan) = bp ass" a;5 -yf (n<m+1), 


i=l 
(3.8. 2) 
wi 之 0(i 二 1,…,m) 称 为 点 (zi,y;) 的 权 系数 ,最 小 二 乘法 就 是 求 参 
量 a;(i=0,1,…,n) ,使 F(ao, av) 最 小 , 即 求 a =a; 使 
Fla; va? pesat ) < Flassan). 


由 多 元 函数 极 值 必要 条 件 可 得 
IE Lo (k=Òù,1, on). (3.8.3) 
Jar 


34 F 为 a 的 非 线性 函数 时 称 为 非 线性 最 小 二 乘 问题 , 这 时 
式 (3. 8. 3) 为 非 线性 方程 组 . 如 果 F 为 ai 的 线性 函数 , 则 称 为 线性 
最 小 二 乘 问题 ,此 时 可 令 
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P(z) = apo (z) +a (z) + + aspa (z), 
其 中 Po Pi ”Jr 是 线性 无 关 的 . HAC. 8. 2) 得 


Fa 和 ra = Do aC — |, (3.8.4 
i=0 k=0 
由 式 (3. 8. 3) 可 得 


3F_. z21a[ lai (zi) = yi Jp» 
i=l k= 


Əa, 
= 0 (k = 0,1,.…,n). (3.8; 5) 
# y = f(xzi)> 


Cp :91) = J wip (=i); 《Zi) » 
i=l 


rp) = X wif Dp (zi), 
i=] 
则 式 (3. 8.5) 可 改写 为 š 
D (PP)as = frg) (j = 0,1,.…,n), (3.8.6) 
k=0 


这 个 方程 组 也 称 法 方程 . 它 是 关于 a。，,…,a, BJ n + 1 阶 线性 方程 
组 ,其 系数 矩阵 为 
(porpo) Corpi) +“ (@s,@,) 

e=| : ` `: H 
propo) pn) pnp) 
为 了 证 明 法 方程 (3. 8. 6) 的 解 存在 惟一 ,对 函数 族 {go (zx)， 
pla), ,gp,(z)} 还 要 求 满足 哈 尔 条 件 . 
定义 3.8.2 ”如 果 函 数 族 {go(z) ,py(z),…,p,(z)} 在 有 限 点 
集 XX= {zi ,zo，… En PREE ntl nmt A la, ,一 0， 


1,…,n} 上 都 有 
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Pol) (ri) … @,(m=;) 
det : : = 0 
@ lTi) (zi) … @(m=;) 
则 称 函 数 族 {pi(z),i 一 0,1,…,z} 在 点 集 X 上 满足 哈 尔 条 件 . 
这 个 定义 实际 上 等 价 于 : 函数 族 {p (z),i 一 0,1,…，,z} 的 任 
意 线性 组 合 在 点 集 X 上 至 多 只 有 个 不 同 零点 . 
显然 单项 式 1,z,…，,z" 在 任意 mw 十 1 个 点 的 点 集 X 上 满足 
Haar 条 件 . 
可 以 证 明 , 如 果 D, = span{ posp st spa) E (xr 上 满足 哈 尔 
条 件 , 则 法 方程 (3. 8. 6) 的 系数 矩阵 外 非 奇 异 , 即 det@ 取 0. 于 是 方 
程 组 (3. 8. 6) 存 在 惟一 的 解 a 二 a? 《二 0,1,…,n)，, 从 而 得 到 离 
散 数据 (zx;,y;)” (i 二 0,1,…,n) 的 最 小 二 乘 拟 合 曲 线 
y = P; (z) = aç @% (z) +a? p (z) + +a pr). 
I (3.8.7) 
可 以 证 明 ,这 样 得 到 的 P; (zx) 确实 使 函数 (3. 8. 4) 取 得 极 小 , 故 
P; (z) 即 为 所 求 的 最 小 二 乘 解 . 若 取 pla) Sr (R 一 0,1,…， 
z), 这 时 得 到 的 最 小 二 乘 解 为 
P; (z) 一 ao 十 ar 并 十 … 十 az ， 
与 连续 情形 最 小 平方 逼近 相似 ,相应 的 系数 矩阵 外 也 是 病态 的 . 
因此 , 当 ”三 3 时 ,用 这 种 方法 计算 误差 较 大 ,通常 要 用 正 交 化 方法 
计算 , 见 3. 8 节 . 对 于 实际 问题 中 遇 到 的 大 量 属于 n<2 的 情形 , 均 
可 用 本 节 介绍 的 算法 . 
例 3.8.3 在 某 化 学 反应 里 ,根据 实验 ,生成 物 的 浓度 与 时 间 
关系 如 下 表 , 求 浓度 y 与 时 间 : 的 拟 合 曲线 . 


mW [i | zT 3 Tae Tez] 
ER yao [aoo [6.40 e00 8-80 |0. 22| 9509:70 |80 


Te ofi e e ai] 
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时 间 t/min 


10. 60 


解 ”第 一 步 先 将 实验 数据 表 点 在 坐标 纸 上 , 见 图 3. 10. 


y 
10° 


0 2 4 6 8 10 12 14 16 x 


图 3.10 


第 二 步 , 确 定 经 验 公 式 的 函数 类 型 . 从 图 可 以 看 到 浓度 y F 
始 增加 快 而 后 逐渐 减弱 ,到 一 定时 间 后 基本 稳定 ,t 一 co 时 > 一 常 
数 , 有 一 水 平 渐 近 线 ; 反应 未 开始 时 =0,y=0. 根据 这 些 分 析 可 
设想 下 列 两 种 曲线 : 

双 曲 线 型 : 


即 2 一 元 二 ,此 时 t=0,y=0; too, y=}, 

指数 型 : 

y= at", . 

4 b<0 BF, A t—0 y>0; t+, y—a. 

第 三 步 , 求 最 小 二 乘法 的 解 . 为 确定 系数 a,5, 可 以 分 别 用 两 
种 类 型 计算 . 对 双 曲 线 型 ,可 作 变 换 3 一 二 ,z 一 二 , 则 得 线性 模型 

Ë= a+ kh = p(z). Ñ 
拟 合 曲 线 数据 由 (ti;,y;) 变 换 为 (zx; ,5;) G=, ,16). 以 下 计算 与 
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例 3. 8. 1 相似 ,其 法 方程 为 
16a + 3. 38073b = 1.8372 X 10°, 
3. 38073a + 1. 58435b = 0. 52886 X 10°, 


解 得 
a = 80.6621, b= 161.6822， 
从 而 得 到 
et SED i= tS 

X = 0.662174 161.6823 T (O. (3. 8. 8) 

对 指数 型 
y= ae, (3.8.9) 
两 边 取 对 数 ,得 
Iny = ina + +, 
MER 


$ = lny, A = Ina,z = L, 


HC y D HIE Cr $) ,数据 (zx; 9O MA h R A RER 
$= A 十 = p(z), 
用 线性 拟 合 最 小 二 乘法 可 求 得 
=— 4. 48072， b=— 1.0567, 
a = e^ = 11. 3253 X 107”. 

由 式 (3. 8.9) 可 得 

y = 11, 3253 X 10°% e4" = F? (t), (3.8.10) 
第 四 步 , 根 据 求 得 的 函数 F” 及 F” 计算, 得 

a 一 站 一 Fo(G)， 

D? = y —F%@(), i= 1,216, 

max | ĝi” | = 0. 568 X 10 5 


max | &? |= 0.277 X 102. 
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可 见 , |ó |< k |ó || < J. 因此 ,选择 ?一 严 ” (1) 做 拟 合 曲 线 较 好 . 

在 用 最 小 二 乘法 作曲 线 拟 合 时 ,数学 模型 选择 要 通过 实际 计 
算 才 能 确定 ,目前 有 很 多 计算 机 配 有 自动 选择 数学 模型 的 软件 , 它 
通过 大 量 计算 可 选 得 误差 较 小 的 模型 . 另外 ,只 要 通过 变换 能 化 为 
线性 模型 的 问题 均 可 用 本 节 的 算法 计算 . 


3.8.3 用 正 交 多 项 式 作 最 小 二 乘 拟 合 


用 多 项 式 作 最 小 二 乘 拟 合 时 ,其 法 方程 是 病态 的 ,为 了 避免 求 
病态 方程 ,通常 采用 正 交 化 方法 ,对 给 定点 集 {zi} (i 二 1,…,m) 及 
WRH o) (i 二 1,…,m) ,如 果 函 数 系 po(z),… sp, (zx) 满足 
Cpirp) = Dop; (zp (zi) =s W >o, ab) 

(3. 8. 11) 
则 称 {g;} 关 于 点 集 {zi} 带 权 {wi} 正 交 . 此 时 方程 (3: 8. 6) 的 解 为 


Dof (z.)@, (z,) 
asa = (fig) _ £ 


t . ) m 
2 Dogi (zi) 
i=) | 
k= 0,1,n, (3. 8. 12) 
且 平 方 误差 为 
lal; = fli— JA Cai y. (3. 8. 13) 
k=0 


ECARE fu) R o Gi=1,:: m), T H R 
{wi} 正 交 的 多 项 式 {p,(z)}, 用 递 推 关 系 表 示 
po (z) = 1, 
biz) = (z —a)bo (z), 
Pr (z) = (z >am) by (z) — Bpr(z), Qe 
k=1,2,-*,n—1, 


这 里 p, 是 首 项 系数 为 1 的 上 次 多 项 式 , 待 定 系数 a, 及 B, 可 根据 
{pr(z)} 的 正 交 性 , 即 


I z 0, / =k, 
(hipi) = pi (zi) p, (z,) = 
PiP 21 (z b; (zi) PERN jak: 
jk = 00,1,-- n, 
求 得 
> iz bi (zi) 
am = rp? k: — Gb, b.) 
_ K . ) y 
D opila) Pai Pi 
É: (3. 8. 15) 
Do pl (zi) 
B = == = (bop) ， 
t e z (bei r pem) 
> wipt (zi) 
i=l 


k=0,1,.…,n— 1. 
用 点 集 {zi) 带 权 {w} 正 交 的 多 项 式 {p,(z)} 为 基 的 广义 多 项 式 
S, (x) = as po (z) +a, bi (z) + ++ +a,p, (z) 
做 最 小 二 乘法 ,由 式 (3. 8. 12) 可 得 
Dwifiprlzxi) 
= (3.8.16) 
Dwipi x) 
i=l 


于 是 

S; (z) = aç b (z) +ar 加 (z) 十 … 十 as 力 。(CZ) 
就 是 所 求 的 最 小 二 乘 拟 合 曲线 ,其 平方 误差 由 式 (3.8. 13) 给 出 .用 ` 
正 交 化 方法 求 S; (xz) 时 ,只 要 对 上 = 二 0,1,…,n 一 1 同时 用 公 
式 (3. 8. 14) (3. 8.15) 及 (3. 8. 16) 计 算 p, (z) K a; ,其 计算 方法 
简单 ,又 不 用 解 方程 组 ,因此 是 一 个 较 好 的 算法 ,一 般 数 学 库 中 有 
用 这 个 算法 编制 的 标准 程序 供用 户 调用 . 
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3.8.4 多 元 最 小 二 乘 拟 合 


最 小 二 乘法 的 有 关 概 念 与 结论 ,可 以 推广 到 多 元 函数 . 假如 ， 
假定 已 知 一 组 正 数 w (一 1,…，,) 和 多 元 函数 ， 
y = flisa) 
的 一 组 测量 数据 (zi ，… ,zi ;yi) (i 二 1,…,m) ,要 求 函 数 


b (zi, s Zi) = Pla Gr zi) (n<m+1), 
k=0 
使 得 
下 (ao s san) = >o Ly; — px, xs) 


最 小 ,这 也 是 线性 最 小 二 乘 拟 合 问题 
{wi} 为 权 系 数 ,其 中 系数 Ao s Air """»an 同样 满足 法 方程 
组 (3. 8.6), 只 是 这 里 


(g p) = X oip; (must Th) gr (zu zi). 
il 


求解 法 方程 组 得 到 的 y=p(z1，…,z) , 称 为 多 元 函数 y= f(x ，…， 
zl) 的 最 小 二 乘 拟 合 函 数 . 


3.9 SEMEF 


当 fir) EELE o< r— co B$ JH 188 PB £ h , FJ = f PE RoE 
近 f(z=) KH Ji iB t E AAE. A E fi E 3 rB n, 
BF ËD P8 #ç ñ 08 S pr H ur K th E 08 E pr Æ E (fast fourier 
transform,FFT). 


3.9.1 最 佳 平方 贤 近 与 三 角 揪 值 
设 f(z) 是 以 2x 为 周期 的 平方 可 积 函 数 , 用 三 角 多 项 式 


(trigonometric polynomials) 
S,(z=) = a + a,)jcosz + b, sinz 十 … 十 ascosziz + b,sinnz 
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做 逼近 函数 ,由 例 3. 4. 4 可 知 三 角 函 数 族 
l cosx, sinz," ,coskr sinks + 
是 正 交 函数 族 ,于 是 f(=)fg[0,2zx] E 8388 EA ZAE 
S; (z) = +a; + (or coskr +b; sinkz) (3.9.1) 
其 中 


a = Lf” feeoskrdz A EE EOST 
0 


b; = LS” fensinkzdz (k= 1,2,.,n), 
称 为 傅 里 叶 系 数 . 由 f(x) 的 侍 里 叶 系 数 得 到 的 级 数 
+ + F (at eoskz + bl sinkr) (3.9.2) 


称 为 F(z) 的 傅 里 叶 级 数 . 只 要 广 (z) 在 [0,2x] 上 分 段 连续 , 则 级 
数 (3. 9. 2) 一 致 收敛 于 f(x). 


与 上 述 情形 对 应 , 当 f(z) 在 给 定 离散 点 集 人 = 到 t 968 


己 知 时 ,可 类 似 定义 离散 情形 的 正 交 性 并 得 到 离散 傅 里 叶 系数 . 对 
奇数 个 点 的 情形 ， 


=, = 


对 有 ,j= 二 0,1,…,m 有 


2ni 
2m +1 


(¿= 0,1," , 2m), 63. 9. 3) 


2m i 0, j#kj=k=0, 
X sinjz;sinkz; -| 


名 2 站， 一 人 天 0 
0, j#k, 

2m 

> cosjz;coskz; = mt, 了 一 下 天 0， 


i=0 


2m+1, j=k=0; 

2m 

> cosjrisinkz = 0, 对 所 有 jk. (3.9.4) 
i=0 
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RREH T = fA A H (l, sinz, cosz, +, sinmz, cosmzx}) 关 于 点 
集 (3. 9. DEZ. 
假定 .F(。) 在 点 集 (3. 9. 3) 上 的 观测 值 为 户 = f(z,), WJ f( + 
的 最 小 二 乘 三 角 通 近 式 为 
S,(z) = +a + 2 (acoskzr +b,sinkr) (n< m), 
其 中 


_ 2 Ñ,  2xik 
a = mf aa + 1° 
= (3.9.5) 
2 ，  2rik 
b = aa T122f sins FT 
(4 二 0,1,… ,nn) 应 用 式 (3. 8. 13) 的 结果 和 正 交 性 (3. 9. 4) 可 得 


a= F- S.G) 


2m 2 " ; 
= Hf -mH + y Cai +]. (3.9.6) 
i=0 k=l 
当 n=m hf, Rh RER A = AA 
Sn (z) = +a + SY al 
k=1 


其 中 系数 arb 仍 由 式 (3. 9.5) 给 出 ,可 以 证 明 
So。(zi) = fi Gi = 0,1,***,2m), 
从 而 ón =0, FEHR. 9. 6) 得 
mtl Sait ]= se 
例 3.9.1 用 下 列 给 出 的 数据 表 求 n=1,2,3 的 傅 里 叶 最 小 


二 乘 通 近 . 
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EC 


E ”由 公式 (3.9.5) 可 求 得 
ao = 4.00022, a, = 0. 99998, 
az = 0.00011, as = 0.00023, 
b, = 0.00029, b, = 2.99997, b, = 0. 00002 
”用 公式 (3. 9.6) 可 算出 
6: = 44.99932, & = 40.49950, 
g = 0.00031, ð = 0. 00031. 


通常 可 用 37 二 30 的 最 小 者 确定 ”的 值 ， ,在 此 例 中 ,显然 "一 2 


给 出 的 最 小 平方 逼近 最 好 , 故 可 得 伟 里 叶 最 小 二 乘 通 近 为 
S(x) = 2. 00011 + 0. 99998cosx + 0. 00029sinx + 
0. 00011cos2<x 十 2.99997sin2z. 
事实 上 ,前 面 给 出 的 数据 是 由 
f(x) 一 2 十 cosz 十 3sin2z 
的 摄 动 得 到 的 ,而 S; (z) 确 实 能 较 好 地 逼近 f(>). 
更 一 般 的 情形 ,假定 f(。) 是 以 2x 为 周期 的 复 函 数 ,给 定 在 


N 个 点 zi 到 ij 一 0,1,…,N 一 D 上 的 值 广 =7( 3 ) ,由 于 


ez = cosjz 十 isinjiz (i=V—1,j=0,1,…,N—1), 
故 函 数 族 


l,e p.e pe ND 


在 [0,2x] 上 是 正 交 的 . 函数 e“ 在 等 距 点 集 |= = } 上 的 值 o~ i 


组 成 的 向 量 , 记 作 
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À = dei yes EDT (k=0,1,-,N— 1. (3.9.7) 
N 4-5] #t ó$, ,由 ste $n- tE Æ IE ZKS BP H 


N-1 
obo = Yeu eu 


j= 0 


n Seok 
m a (3.9.8) 
N,l =k. 
因此 ,F(z) 在 六 个 点 { 立 } 上 的 有 限 傅 里 叶 展 开 式 为 
S(z) = Sae (n< N), (3.9.9) 


k=0 


其 中 
N—1 
am Ne (k = 0,1,1, N— 1). (3.9.10) 
在 式 (3.9.9) 中 ,一 六 时 SGCz) 即 为 f(z) 在 点 {zx;} 上 的 插值 函数 . 
此 时 有 
fi= Doe (j=0,1,,N—1). (3.9.11) 
0 


式 (3. 9. 10) 称 为 离散 傅 里 叶 变 换 (discrete fourier transform, DFT); 
MAC. 9. 11) 则 称 为 反 变换 . DFT(3. 9. 10) 也 是 傅 里 叶 变 换 


H(z) = F fOe tdk 
离散 化 的 结果 ,DFT 是 用 计算 机 进行 傅 里 时分 析 的 主要 方法 , 它 在 数 
字 讯 号 处 理 . 全 息 技术 .光谱 和 声 谱 分 析 等 很 多 领域 都 有 广泛 应 用 . 
3.9.2 快速 傅 里 叶 变 换 


无 论 用 公式 (3. 9.5) 计 算 仁 里 叶 通 近 的 系数 a, P b, REM 
公式 (3. 9. 10) 及 公式 (3. 9. 11) 计 算 DFT, 都 可 归结 为 计算 
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a= D tw” (k=0,1,-,N—1, (3.9.12) 


其 中 o= aR o =e , {x} G=0,1, 4, N—1) 

是 已 知 复数 序列 . 如 直接 用 式 (3. 9. 12) 计 算 一 个 c 要 用 N 次 复 
AREAN 次 复数 加 法 , 称 为 N 个 操作 ,计算 全 部 ck 共 要 N: 个 
操作 , 当 N 很 大 时 运算 量 也 很 大 ,大 最 数据 处 理 时 使 用 高 速 计算 
机 有 时 也 无 法 计算 ,直到 60 年 代 中 期 产生 了 适合 计算 机 使 用 的 快 
速 傅 里 时 变换 (FFT) 算 法 , 才 大 大 提高 了 运算 速度 . FFT 算法 的 
基本 思想 是 尽量 减少 乘法 的 运算 次 数 . 例如 ,ap 十 ac 十 ad 一 
alb 十 c 十 d), 左 端 三 次 先 法 而 右 端 只 用 一 次 乘法 ,实际 上 


Wy 一 cos 27%; + isin 272; = pN 
eNY = cos NJ 十 isin N (kj = 0,1, N— 1) 


中 只 有 N 个 不 同 的 值 , 特 别 当 N=2 8, RENARE, Bl 


此 ,在 计算 式 (3. 9. 12) 时 ,可 合并 大 量 同 因子 的 项 ,从 而 减少 乘法 
次 数 . 以 N=2'=8 为 例 . 由 式 (3.9.12), 当 N=8 时 ,得 


c = >)zio (k=0,1,%,7). (3.9. 13) 


将 j,k 用 二 进 制 表示 为 
j= ja +j? + j| 2° = (Gzjijo)» 
k= ki? + ki2' + ko2" = (kskiko), 
其 中 j,,k,(r 二 0,1,2) 只 能 取 0 或 1, 此 时 OSJ, k <7. 相应 地 , 记 
ca = C(hsbiko), z; = X(j2j1jo), 
于 是 公式 (3.9. 13) 可 表示 为 
C(k,b kI) = > > Sa Jwt h? 


jio =j = 0j 0 
1 1 1 
= OA Gk b) Ll n 
a 5 { 5 [E zG;jijo)o ° jzflio Jwh hD Janw, 
jo™=0 j> je =0 
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若 引入 记号 
Ao Gzjijo) 一 工 (7zj71o)， 


1 
Ai(jijoko) = STAG Ijo at Irho š 


ja™0 


1 
A,(jobik) = JA: Gijokodwh im, (3.9.14) 


jmo 


1 
As (k, Ë ko) on XA, Goki ko Jat 0 , 


则 
Ckskiko) = A; Ckzki ko). 
说 明 计算 c =Clkkik ) AA 3 步 进行 ; 对 一 般 N= 二 2? 的 情形 ， 
则 计算 ca 可 分 为 p 步 进行 ,注意 到 
wh = wh = (— 1)%, 
公式 (3.9.14) 还 可 化 简 为 
Ai(jijoko)= YA Gzjijo wo Irido? 


F 
= A Ojijo dat h + AoCljijo) we? w (0j1jo) 
= [Ao Oji jo) + (— DYA Aji jo) Jot , 
即 
j: (ijo0) = Ao(ojijo) 十 Ao(ljjo)， 
A: Cjijol) = [As Oji jo) — Ao jijo) Jwh. 
将 二 进 制 还 原 为 十 进 制 表示 j= Ojj) =j? +j, Bl ;=0,1, 
2,3 时 得 
PA =A (j) +A G +2), 
f i i j = 0,1,2,3. 
A (2j +1) =[A,G)—A GH], 
(3.9.15) 
同 理 , 式 (3.9. 14) 中 的 A, 可 简化 为 
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Aj +k) = A.Q; 十 R) +A, +E 2), 
ao = [A (2j +k) — A (2; Hk+ 2)]w”, 
k,j = 0,1, (3.9.16) 
式 (3.9.14) 中 的 A, 可 简化 为 
A; (k) = A: (k) +A: (k +2), 
k = 0,1,2,3. 
Gaa = A: (k) — A: (k + 2’), 
3.9.17) 
根据 公式 (3.9.15) 一 (3.9.17) ,由 AG) = zG) G=0,1,,7) H 
发 逐次 计算 到 A, (k) ==c, ,就 得 到 所 要 的 结果 ,总 共 只 做 8 次 复数 
乘法 就 求 出 全 部 a (k=0,-.,7). 
将 上 面 得 到 的 N=23 的 计算 公式 (3.9. 15) 一 (3. 9. 17) 推 广 
到 N=2? 的 一 般 情形 可 得 FFT 的 计算 公式 如 下 ， 
AGL +k) = A G2 +b) HAm G2 kH), 
[aetas = [A G2 +k) — Am G2 + 
kH]. 
(3.9.18) 
Jerhq=1,--,pi j=0,1, 2—1; k=0,1,, 2—1. 
这 里 A, 括号 内 的 数 代表 序号 , 亦 即 在 计算 机 中 存放 该 数 的 地 址 
号 ; 一 组 A, 占用 N 个 复数 单元 ,计算 时 只 需 用 两 组 单元 轮流 替 
换 ,由 A,G)=<z(G)G=0,1,-- ,NN 一 1) 出 发 ,gq 二 1,…,p, 用 公式 
(3.9.18) 计 算 到 A DSa (k= 二 0,1,…，N 一 1) 即 为 所 求 . 在 计 
算 机 上 的 计算 步骤 见 算法 3. 9. 2, 计 算 一 组 A, 共 做 2°: 。 2"! = 


2 和 :一 今 次 复数 乘法 ,而 最 后 一 步 计算 A, 时 ,由 于 ef?! 一代) 一 
(一 1) 一 (一 1)" 一 1( 注 意 : 34 q= p BP 2 和 一 1 一 0, 故 7 三 0), 因 
此 , 当 g=p 时 计算 A, 不 用 乘法 , 故 共 需 要 计算 ( 户 一 1) 字 次 复数 


乘法 ,这 比 直接 用 公式 (3. 9. 12) 计 算 需 N 次 复数 乘法 少 得 多 ,其 
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tiye : N. 如 当 N = 2° BF 38 4. 5 : 1024==1 : 230; 它 比 通 


常 的 FFT 算 法 用 Np 次 复数 乘法 也 快 一 倍 以 上 .. 因 此 ,计算 公 
RG. 9. 18) 称 为 改进 的 FFT 算法 ,其 计算 程序 步骤 如 下 : 
算法 3.9.2 改进 的 FFT 


1. 给 出 复数 数组 AuC(N),A, NR o( F) ,确定 p. 将 已 知 数 


据 {zi } 输 入 到 数组 A。(N) 的 单元 中 . 
2. 计算 o" =e im (EË o" = e) Cn 从 0 到 2 和 :一 1), 结 果 存 
放 在 w(m) 的 相应 单元 中 . 
3. 7 从 0 #J(224—1),k 从 0 到 (2"! 一 1) 按 公式 (3.9.18) 计 
算 A ,结果 存放 在 A 的 相应 单元 . 即 求 
A G2 +k) = Ao G2 +k) +A (G2 + k + 2271), 
A G2 Hk H2) = [A (j2 + k) — A, G2 + 
k-+2”[1)]oG 291), 
圆 括 号 内 的 数 表 示 地 址 号 , 即 数据 存放 位 置 . 
4. kj 循环 结束 ,9 十 1->q,4, (N)>A (N). # q< p, WJ $F 3 
BR 3 ,否则 执行 步骤 5. 
5. 此 时 q= 一 户 j = 一 0 从 0 到 (2 生 : 一 1) ,计算 
A: (k) = AG +A (k +2), 
Ai (k +2”) = A (k) — Ao (k 2521), 
这 里 得 到 的 A1(k) (k= 二 0,1,… ,2? 一 1) 即 为 所 求 c,. 


3.10 EELSED 


多 项 式 是 函数 逼近 的 一 种 很 好 的 工具 ,但 用 多 项 式 逼 近 计 算 
函数 值 并 不 是 最 好 的 ,特别 当 函 数 具 有 极点 时 ,用 有 理 函 数 逼 近 比 
用 多 项 式 允 近 要 精确 得 多 . 所 谓 有 理 函 数 是 指 形 如 

. 136 。 


P, (z) _ anz" 十 十 az 十 ao 
Ra = amt” + tatta 
2 Q, (z b,z="+ + biz + b, (3.10.1) 


的 有 理 分 式 , 其 中 P。 与 Q, 分 别 为 m 次 和 n 次 多 项 式 . 虽然 有 理 
函数 计算 要 用 除法 运算 ,但 在 计算 机 上 除法 与 乘法 的 运算 时 间 大 
体 相同 ,而 有 理 允 近 又 可 减少 乘除 法 运算 次 数 ,因此 ,计算 机 上 使 
用 的 函数 子 程序 有 很 多 都 用 有 理 逼 近 . 用 式 (3. 10. 1) 的 有 理 盐 近 
其 计算 量 粗略 地 等 同 于 m + n 次 的 多 项 式 逼 近 , 但 其 误差 通常 比 
£ ils iF |x. 连 分 式 在 有 理 副 近 与 有 理 分 式 计算 中 起 重要 作用 . 
如 在 计算 R(x) 中 ,化 为 连 分 式 时 只 要 用 m 或 n 次 乘除 法 运算 ， 
E mtn 次 多 项 式 用 m 十 n 次 乘法 运算 减少 了 运算 量 . 
展开 式 


. (3.10. 2) 
ka == 

称 为 连 分 式 (continued fraction) , EMRA 

b rir +e a Ba Spas 

分 式 多 称 为 连 分 式 (3. 10. 2) 的 第 n H a, b, 称 为 连 分 式 (3. 10. 2) 


第 n 节 的 两 项 ,a ,*… ,a,， … 岂 做 连 分 式 的 部 分 分 子 sb | sb, 
叫做 连 分 式 的 部 分 分 母 . 假定 所 有 b, 均 不 为 零 , 有 限 连 分 式 


P, 
+i L. +: Q: 


称 为 连 分 式 (3. 10. 2) 的 第 n 个 渐 近 分 式 . 相 邻 三 个 渐 近 分 式 之 间 
有 递 推 关 系 : 


bo +% 


P, = bP +a,P e» 


(3, 10. 3) 
Q, = b.Q +a,Q,.,. 
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事实 上 , 按 连 分 式 定义 有 


Ph, P ppan bh +a 
Q 1 . Q, bo ts b, » 
P. ab _ bP, +a: Po 


Ži a nz = ， 
Q, b + b, + b, b Thh +a b,Q, a:Q 


车 取 P_,=1,Q_,=0, 则 当 n 一 1 和 n=2 时 式 (3. 10. 3) 成 立 . 假设 
式 (3.10. DI n 成立, 要 证 明 它 对 n 十 1 也 成 立 ,只 要 注意 由 后 - 推 


s Gat, i ba +SEE b, 即 可 得 到 


bP, HEEP, +a,P 


Pm nH 


Qm b,Q,_, + a ,1 +a,Q, ., 
ml 


wa bnti (b,P, 十 arP。:) 十 aiPo 
pH CQ +a,Q, ,) 十 arQ 
b, P, + amn Pi 
b, Q, +a, Ql " 
从 而 证 明了 式 (3. 10.3) 对 一 切 n 成立. 
例 3. 10.1 ln(1 十 z) 当 xz 盖 一 1 时 有 如 下 的 展开 式 : 


KILO 一 工 2 工 E? a S chu 


1 十 2 十 3 十 《4 让 四 yO E60 i 


将 它 化 为 有 理 分 式 . 
解 ” 先 计算 
Pu z Po oz I 2z 
Q, 1’ 3 1+2 2+7 


再 由 公式 (3. 10. 3) 求 得 


已 ~- 3(2z)+z(x) _ 6z + z° 
Q 3Cz 十 2) 十 z。1 6 十 4z” 


P, _ 46r +r’) + 4z(2z) 4(6zr + 3z2) 


P, _ 20(6rz+3z°)+4z(6r=+ z°) _ 4(30z + 21z° + z°) 


Q 20(6 十 6z 十 到 ) 十 4z(6 十 4z) 4(30+36zr+9zx')' 


P; _ 4[6(30z + 21r? + z) + 9z(6z + 3z°) | 
Q. 4[6(30+36z+9zxz2) + 9z=(6+6<x+ x°) ] 


_ _ 12(60z + 60z' + 11z°) 
12(60 + 90z + 36z° + 3z°) 


注意 : 利用 递 推 公式 (3. 10. 3) 计 算 时 分 子 与 分 母 的 公 因数 是 
不 能 随便 约 去 的 ,但 作为 最 后 结果 的 有 理 分 式 可 以 约 去 公 因 数 ， 
利用 ee 4 个 有 理 逼 近 


Ru (z) Ce Pr E 


ee . 
_ 6z+ 322 
R,, (z) 人 二 62 二 
2 3 
Ra (z) = 60x + 60z° 十 11z 


60 + 90z + 36<z° + 3° ` 


420x + 630x? + 260r? 十 25z4 
420 + 840z + 540x° + 120zx° 十 6z 生 


ln(1 十 z) 的 泰勒 展开 式 前 2n 项 和 
=r- L L — A 2” 一 
baz) =T >r 十 (一 1) 2n (—1<z<!l). 


R. (z) = 


R(x) 与 pa,(z) 有 相同 个 数 的 参数 ,但 它们 逼近 ln(1 十 z) 的 精度 
差别 很 大 ,在 用 R,, (1) 与 po, (1) 作 为 ln2 的 近似 时 ,其 误差 er 与 
es 的 大 小 情况 如 下 表 : 


0.667 
0.69231 
0.693122 
0.69314642 


0.026 
0. 00084 
0.000025 
0.00000076 


0.11 


ln2 的 精确 值 为 In2=0. 69314718, Ra (1) 5 加 (1) 的 精度 相差 
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+ È , X $ BH 3 36 pR 3 F FBB UT R: 4B 5 E 00. 
将 有 理 分 式 (3. 10. 1) 化 为 连 分 式 ,使 乘除 运算 次 数 减少 . 对 
m= n 的 情形 ,可 得 


=a k = Laiz Las 
Rn (z)= bar” +e bir + b, 


b, + wr + 
bP z + 
= co + e 


x + Rrini (z) ; 
这 里 coyCl 及 Ri,n-i (xz) 可 通过 除法 得 到 ,对 R,_,.,-1 (z) 再 按 同 
样 步骤 进行 ,最 后 可 得 


Cn 


"an Cl C2 ` 
Rao E E SPE: 
f (3.10. 4) 
用 公式 (3. 10. 4) 计 算 Ra (x) 的 值 只 用 次 除法 运算 ,车 直接 用 有 
理 分 式 计算 则 要 用 2n 次 乘除 法 运算 ， 
_ 2'+3z'—7z—28 
例 3.10.2 将 R; G)= Fr 化 为 连 分 式 . 
解 = 5(z2: —x— 5) 
1 二 


5 
2 一 8 


z’ 一 工 一 5 


r—1+ 
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如 果 有 理 分 式 (3. 11. 1) 中 m>n, G m=n+k, W| RT 3 £ 3 sË 


R = a. as k cı Cn 
(z) o 十 +dx to B qa. PZB: 


2 (3.10. 5) 
用 公式 (3, 10. 5) 计 算 Re,(z) 的 值 需 用 n+-k=m 次 乘除 法 运算 . 
车 mn 二 n, 令 n=m+k, M 


R,,(z) = ——— , — 一 
sa d, +* + dz + zt + z+ B, +e + z + B, ` 


(3.10.6) 
用 公式 (3. 10. OHR Rm (z) 的 值 也 需 & 十 mm 一 ?次 乘除 法 运算 . 因此 ， 
无 论 m,n 为 何 种 情形 ,将 Ro (zr) 化 为 连 分 式 计算 只 需 max(n,m) 次 
乘除 法 运算 , 比 直接 计算 R。,(z) 时 用 n 十 m 次 乘除 法 运算 节省 计算 
量 , 比 相应 的 mtn 次 多 项 式 副 近 的 乘除 法 运算 次 数 也 少 . 


3.11 最 佳 有 理 逼 近 


给 定 函数 {，)ECLa,6j 及 一 对 整数 m20 及 n 二 0, 用 有 理 分 式 
P, (z) 
Q, (x) 


W f(，), 这 里 Pal EHn Q * )€ H, AKARE m 和 
n 的 多 项 式 . 设 P,(，) 与 Q(，) 互 质 , 用 R”[a,b] 表 示 有 理 函 数 类 


Rm (z) = (3.11.1) 


Rr[at] = (E, Pa € Ha Q € H, #[a,) E Q, > 0). 
定义 3.11.1 E 


A(R,,,) = sup, | f(z) 一 不 EC 


称 为 f(，) 与 R,。,(* ) 的 偏差 . 在 R"[a,6bj] 中 的 最 小 偏差 记 作 
Pan (f) = nt A(R,,) 
m iab] 


= inf sup | f(z) — Rmx) |; (331152) 
R? zE[a.b] 
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PRHA SO OEA MKA Rr La, b] 65 REA BBN U (best 
rational approximations). 若 存在 R(x) € R7 [a,b], 144 
ACR) = om Cf)» 

则 称 R(z) 为 f(，) 在 有 理沙 数 类 Rr [la bF HRERL 8 EE $y zÇ. 

定理 3.11.2 设 /(。)EC[a,6b], 则 在 有 理 函数 类 R"[a,5] 
中 至 少 存在 一 个 最 佳 逼近 有 理 分 式 R). 

定理 表明 连续 函数 f(， ) 在 R"[a,b] 中 最 佳 逼近 有 理 分 式 的 
存在 性 ,通常 可 将 R(x) 写 成 


ao 十 az 十 … 十 az _ Alx) 
R(x) = = z. 3.11.3 
(z) bo + biz +e + b, ,z"”* B(x) t ) 


HPAC) BOER, br- A0, am- A0 0 Lum, 0n. 
记 d= 二 min(j,v), 称 为 R(，。) 的 亏 项 数 . 如 果 d>0, WJ#k R(，。) 是 
退化 的 . 与 多 项 式 的 最 佳 一 臻 逼近 切 比 雪夫 定理 类 似 ,对 最 佳 逼近 
有 理 分 式 也 有 相应 定理 . 

定理 3.11.3 设 fEC[a,6b], 在 形 如 式 (3.+1.1) 的 有 理沙 数 
类 R*[a,6] 中 ,有 理 分 式 (3. 11. 3) 是 最 佳 逼近 有 理 分 式 的 充 要 条 
件 是 : 在 [a,5] 上 至 少 有 N=m+ x—d--2 个 点 ,使 f(zx) 一 R(x) 
以 正 负 交 错 的 符号 达到 AR). 其 中 d 是 尺 (。) 的 亏 项 数 ,满足 上 
述 条 件 的 最 佳 逼近 有 理 分 式 R(z) 是 惟一 确定 的 (惟一 是 指 化 简 后 
为 相同 有 理 分 式 ). 

根据 这 定理 ,对 y= 二 v=0 的 非 退 化 情形 , 求 形 如 


— 2o taxt. + a,z" 
R(xz) = ETETEA (b =1) (3. 11. 4) 


RERA RIR, IAA RO C) B 35: AEKA 
近 的 有 理 分 式 序列 RO (z) 求 得 R(z) 的 足够 精确 的 近似 . 具体 实 
现 可 用 列 梅 效 算法 : 

(1) 给 定 初始 近似 R” (zx), 在 [a,6] 中 选取 N=m+nxn-+2 个 
点 组 成 的 点 集 Xi={zx ,i=1,*,N)} ,排列 为 


a < x!) <Ç z$) <Ç ++ < <b. 
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CE f(x) 一 RY (zi IE ff 3648, k N 个 点 一 般 就 是 f (z) — 
RO (Cz) 的 极 值 点 . 

(2) 假设 已 求 出 点 集 X = (z ,i 二 1,…,N}, 求 7 次 近似 
aP aP rte Hapa" 


n) a 
EY =E maya au 
它 的 系数 可 通过 求解 非 线 性 方程 组 
fx) R? (aP) = DE G = 1,2,--, N) 


(3.11.5) 
a. ` 

(3) 求 取得 max| f(z) =R” (z) | 的 点 rE€ Lab]. 

(4) 用 + 取代 点 集 义 , 中 的 某 一 点 ,使 得 f(x) 一 R"”(z) 在 新 
求 得 的 点 集 X. 一 {z i=l, NEZAR. 由 于 f(z) 一 
RODEAR X, 上 交错 变 号 ,而 X, RAR X, 的 一 点 , 当 落 
ErP 与 z 中 之 间 时 ,r 必 同 zx)” 或 zx? 的 某 一 点 使 f(x) 一 
RO (z) 取 同 号 ,此 时 以 + 代替 这 个 “ 同 号 ?的 点 即 可 , 当 r 在 端点 
时 ,可 根据 zf” 与 zi 上 F(z) 一 R"(z) 符 号 情况 决定 * 究 竟 应 取 
代 那 一 点 .总 之 ,使 新 点 集 X, fa) R? (zx) 交错 变 号 是 可 
能 的 . 

(5) 以 X, 代替 X, ,重复 第 2,3,4 步 ,直到 R? (zx) 满 足 精 度 
要 求 为 止 . 

在 假定 初始 近似 RO (z) 足 够 好 的 前 提 下 , 赖 尔 斯 顿 
(Ralston) 给 出 了 列 梅 兹 算法 的 收敛 性 定理 . 

定理 3.11.4 设 R'(z) 为 f(z) 的 形 如 式 (3.11.4) 的 最 佳 一 
臻 台 近 有 理 分 式 , 上 述 列 梅 效 算法 的 初始 近似 RO dF Lab] E 
1644 N 个 正 负 相间 的 极 值 点 , 它 的 第 一 个 极 值 与 f(x) 一 R* (z) 
的 第 一 个 极 值 符号 相同 , 设 Xi = {ar zU f(a)— R° (z) 
的 六 个 极 值 点 的 横 坐 标 

a < zí” < z$ < --- < z$) < b, 
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Ewin 是 误差 极 值 的 最 小 值 . X a = (z; } (i 二 1,…,N) 是 f(x) 一 
R (z) 的 N 个 极 值 点 ( 极 值 大 小 为 7;, = || f(z) 一 R* (z) || = ) 的 
横 坐 标 ， 
a< < < < x S< b. 
则 有 e2>0 和 > 0 存在 ,使 当 
| zP —z |< £ G= 1,.,N), 
r — Ena <7 
时 ,只 要 采用 恰当 的 方法 求解 方程 组 (3. 11. 5), 则 列 梅 兹 算法 收 
$, BJ limR% (z)=R”` (2). 
在 定理 中 要 求 R°? (z) 具 有 N 个 正 负 相 间 的 极 值 , 而 在 实践 中 
并 无 必要 ,应 用 时 只 要 R°? (z) 有 六 个 极 值 就 够 了 . 实际 上 列 梅 兹 算 
法 只 要 求 一 个 点 集 X ,通常 可 利用 [a,6] 上 的 切 比 雪夫 多 项 式 
Tatti (D) N=m--n+ 2 个 极 值 点 作为 X. 另 一 种 办 法 是 用 某 
种 有 理 副 近 ( 见 3.12 节 或 3. 13 节 ) 的 极 值 点 ,当然 这 个 有 理 允 近 
要 有 m 十 n 十 2 个 极 值 点 . 
求解 方程 组 (3. 11. 5) 通 常 可 用 市 线 法 ,实践 表明 是 成 功 的 . 
费 凯 (Fike) 给 出 另 一 种 迭代 法 , 先 将 (3. 11. 5) 化 为 等 价 形式 
ao 十 aizf +e +H anla)" + 
bizi” [C D'E — fla] + + + 
ba CrP E 1YE — f(a )] + C— 1E 
=f) (i= 1,.,N), (3. 11. 6) 
再 把 此 式 改写 为 
ao 十 azf 十 … 十 anw(ztD)” 十 
biz [(— 1V E — fer )] + 
ba PL DE f(zt")]+ 1E 
= f(a) (一 1 N)， (9.112175 
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取 E=0, 则 式 (3. 11. 7) 是 关于 aoy yanyDy b, ME 的 线性 方 
程 组 ,可 求 出 co,… a, bi, b, MESE” BJ 8. 以 新 的 E 代替 
方程 (3. 11. 7) 的 E, MJ X. n] $R iH aoy yanyp b, 和 E=E°%, 
又 以 EPO RE EE, 再 解 出 一 组 Qo a, sbi stt sbn 和 g” ; 依 此 类 
E. 费 凯 证 明了 该 过 程 收敛 . 

例 3.11.5 iË fCz)=cos 二 rz, 在 [一 1,1] 上 用 

ao +azr tar + a;z° + az“ + asz° 
Ra) = etat ELTETT > 

作 最 佳 一 致 逼近 . 

解 ” 因 f(z) 是 偶 函 数 ,[ 一 1,1j] 是 关于 原点 对 称 的 区 间 , 所 以 
R" (z) 的 分 子 与 分 母 必 只 出 现 偶 次 寡 , 故 只 需 考虑 有 理 分 式 


R(z) = 2 + a, z° + a z“ 


1 + b,z° 
由 切 比 雪夫 逼近 理论 ,满足 定理 3. 11. 3 的 交错 点 集 应 有 对 称 的 9 
个 点 ,它们 是 
xri SITs, —“ ==, 一 23 =T], 
一 zf = ti, zx; = 0, 


故 在 列 梅 兹 算法 第 1 步 中 ,点 集 X, 仍 应 保持 这 一 关系 ,可 取 


— G = 5,6,7,8,9), 


相应 式 (3. 11. 6) 的 非 线性 方程 组 为 
ao +a (X02)? 十 as《z + 


ba (z)? (- D'E — cos zf JE E 


= f(x) G = 5,6,7,8,9). 
用 Remez 算法 只 和 需 迭 代 两 次 , 即 可 求 得 
ad = 1.0000000241, a; =— 0. 2874648358, 
ay = 0.0093933390, b? = 0.0209610796. 
其 偏差 为 E=0. 241X107, 
Srs ° 


x 
cos 一 工 


4 
a 1. 0000000241 — 0. 2874648358x° + 0. 009393339<xz" 
1 + 0. 0209610796 x° 


3.12 WHE 


DA TEE E AÈ DA PA 3k B) 3E BUR FF A ERE BE F(，) 在 原点 邻 
RA B| JE pR RE 8 8 


fæ) = Jaz’, (3.12.1) 
j=0 
再 设 f( : )É9 4 MEEA 
L 
š D pa’ 
Ru (z) = PHD oi (3.12.2) ` 


(x) <= 
Qu (= 了 Sii 


k=1 


其 中 P, + )€ H,,Qu( ° YE H, b, Kq 均 为 待定 系数 ,可 由 下 
列 方程 确定 


fa y SO = Oai), (3.12.3) 


.用 Qw(z) 乘 (3. 12. 3) 式 ,并 将 f(z) 用 (3. 12, 1) 表 示 , 然 后 比较 两 端 
T 同 次 短 系 数 , 即 得 关于 系数 po。，… ,pr 及 q,，… ,qu 的 线性 方程 组 


Qo = po» 

ai Faq - =P 

az +aiqı + aq: = 加， 

: 2 

ar ariq 十"…* 二 ar_mqm = py ° Ç 
0, 


arı Hargi 十 … + Gi—-M+1 M 


arm 十 QLHA19g1 十 … 十 arqgw =0, 
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其 中 已 规定 a,=0. 当 n< 0 时 ,这 是 关于 posts Pr qi Ü tt s qu 的 
L 十 M 十 1 个 未 知 量 的 线性 方程 组 ,方程 个 数 是 工 十 M 十 1, 求 解 时 
可 由 最 后 的 M 个 方程 求 出 gi，… ,gm, 把 值 代入 前 LH 个 方程 ， 
即 可 求 得 bos pioto pu. 因此 ,对 任何 给 定 的 非 负 整数 工 ,M, 都 可 


由 方程 组 (3. 12. 4) 求 出 f(z) 的 有 理 通 近 Ru (z) = GLC ,这 里 
M z) 


Qu (0) =1. 这 样 的 有 理 分 式 函 数 Riw 即 为 f 的 (L,M) 阶 Padé iE 
近 , 用 [LL/M]j 表 示 . 

定理 3.12.1 对 任意 形式 的 睾 级 数 f(z), 若 其 帕 德 逼 近 存 
在 , 则 必 惟 一 . f 

根据 惟一 性 定理 , 当 方程 组 (3. 12. 4) 的 解 存 在 时 ,不论 用 什么 
方法 求 得 满足 (3. 12. 4) 的 解 PCz) 与 Qw(z), 由 它 产 生 的 有 理 分 
R Ruw(z) 都 是 所 要 求 的 帕 德 逼 近 [L/AM] ,通常 可 用 被 称 作 ”Pade 
表 ” 的 图 表 ( 见 表 3. 2) 来 表示 [L/Mj 的 位 置 . 


383.2 Padé # 


当 M=0 时 ,就 是 表 中 第 一 列 为 f 的 泰勒 展开 . 若 
f(z) = e =1+z=+5h+P +e 
则 有 ez 的 Padé 表 ( 见 表 3.3). 
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r+ 02 x 
__zz08[-Hz088 一 089T ?一 红 09 十 zZ098 一 078| zzT 十 zx02T 一 098 zyz 一 0ZT LA 


E +a +T r+ 8 += 
十 08I 十 z088 十 089T | + 02T+708b -+O | 十 z2L 十 z082 十 098| + 98+z96+0ZI[ |+ Z2I+ZyYZ-- b 


r+ 9 


zr02[+Z08F —0t8 


ez 十 二 09 十 7098 十 088 


让 一 并 2T 十 z09 一 02T | 立 8 十 zyZ 一 09 
#+Z¿I+Zz09+0Z |+ Z6+Z9£+09 


Y9 一 92 
+ Z9[+Z8[+1⁄Z 


=+ 5 


+ zl 
ZzL+zovz—oge | e CSS | ÆTI 
-E Err Tone zE +72 +09 +79+2l ç 


r+ 8 
— TOI = 
_ +706-021 | £ te I 
rp+021 


hi 十 sz 
U+ 
2 


= aiu -9 


° 148 + 


在 表 中 令 zx=1, 可 得 e 的 相应 帕 德 逼近 ， 

[1/1]=3, 

[2/2]=19/7~2. 71428571, 

[3/3]J=193/71==2. 71830986, 

[4/4]=2721/1001==2. 71828172. 

[4/4] 的 逼近 与 e 的 真 值 误 差 仅 在 第 7 位 小 数 上 相差 1. 如 用 
连 分 式 计算 只 用 4 次 乘除 法 ,相当 于 四 阶 的 多 项 式 逼 近 , 但 精度 却 
高 得 多 . 大 量 算 例 表 明 ,在 N= L + M 为 一 确定 常数 时 ,各 种 可 能 
的 LL/M] 帕 德 逼 近 中 ,以 工 和 M 相等 或 接近 相等 者 为 最 精确 . 如 ， 
当 N=2n 时 ,应 采用 [zx/ 站 ] 帕 德 逼近 ; 当 N= 二 2n 十 1 时 ,应 采用 
[n 十 1/n] 或 [n/n 十 1] 帕 德 逼近 . 总 之 ,应 采用 帕 德 逼近 表 的 主 对 
角 或 主 对 角 线 附 近 的 帕 德 逼近 . 

对 于 [n/nj 帕 德 逼近 ,满足 式 (3. 12. 4) 的 方程 可 改 为 


j 


po = asp; = X qa; (j =1,2,sn), (3.12.5) 


其 中 q. =1,q; 是 下 列 方程 的 解 : 
align + azgna He Hangi 十 arl = 0, 


Gerai H Hammi Fanz = 0, (3. 12. 6) 
Ann Hamaga 十 和 … 十 ar-191 Harn = 0. 
将 它 写 成 矩阵 形式 为 
A,q +b=0, 
其 中 
而 az a, q, Army 
ka a as < qa q. Ta Art 
An Am * Qm a é 


A, 是 对 称 阵 , 若 A, 非 奇 异 , 则 方程 (3. 12. 6) 有 解 , 将 它 的 解 
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9g，…'9 代 人 式 (3. 12. 5) 则 得 po ,加 ,加 .于 是 可 得 [zy/m] 帕 德 
W Rn (z). 
为 了 估计 f(x) 与 R,, (zx) 的 误差 ,由 式 (3. 12. 3) 可 得 


Q, (xz) Daz’ — p, (x) = zt! Sraz’ ; 
其 中 r, 可 通过 比较 < 高 于 za++ 次 宕 的 系数 得 到 ， 
= aasan (k = 0,1,.). (3.12.7) 


iico: 因此 当 |z| <1 时 ， 误差 
E, =| f(x) — Rm (z) | 


zh Dnata r lz [<] r] 
(z)E |m TERT 


由 式 (3. 12.7) 可 得 

ro = Anti Gr 十 antn- 十 … + angi + ax. 
将 此 方程 与 方程 组 (3. 12. 6) 联 立 , 消 去 qu. q, 就 得 到 ,或 由 
克拉 默 法 则 得 


a, a; a, 0 
det az as as 0 
q = 1= Antl Am2 ° Azn ro Bi detA, 
° detA „mı ”det4 ` 
记 A, =detA, ,由 此 求 得 
n= 人. 


在 求 [ny 四 帕 德 逼近 之 前 ,为 了 先 确定 a, 可 先 估计 误差 
E, ~l r I= |ê] (|z |< D, 


当 E, 达到 精度 要 求 再 计算 [n/n] 帕 德 逼近 . 
例 3.12.2 f(z)=cosr,@ zm =x<x,#)J&|r|]<1, 
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cosx = cosVz = > S C Dre 
WR L=M=3,W#8 AA. 


E Gnd DH 
解 EX a= rpp 


_ A, 45469 - 
e= A, sox X< 141 C 1X10 . 


|r| <1, 0] E, <1. 34X107". # |r| <7 =1. 048, mC. 048)“ <2, 4 


E, <r. (1. 048)" <2. 68 X 107", 45 REAA 10 位 有 效 数字 . 由 
式 (3.12. 6) 可 求 得 
qı = 0. 0294437956, 
qz = 0. 000425456685, 
gs = 0. 00000326957732. 
由 式 (3. 12. 5) 可 求 得 
b = 1, 
pı =— 0. 4705562044, 
. b: = 0. 0273702256, 
p: =— 0. 0003715227. 
于 是 得 到 


1+ pir? + px’ + pi zŠ 
1 + qiz° ++ q, z + qL zŠ ` 


cost = 


3.13 AEE 


帕 德 逼近 是 以 函数 的 者 级 数 展开 为 基础 的 ,其 误差 近似 为 
rozr+Mt1, 当 |zx| <1 时 误差 很 小 ,但 当 |z| 增 大 时 误差 迅速 增 大 ， 
特别 当 函 数 的 圭 级 数 展开 收敛 较 慢 时 ,效果 较 差 . 梅 利 (Maehly) 
盘 近 是 帕 德 逼近 的 改进 , 它 利用 六 ，) 的 切 比 雪夫 展开 求 函 数 的 
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AMEA. EB OE K AH E. 
É f(z) 在 [一 1,1] 上 的 切 比 雪夫 展开 式 为 


f(x) = DaT. (|z |<), (3.13.1) 


其 中 Ti(Cz) 一 二 cos(karccosz) 为 切 比 雪夫 多 项 式 ， 级 数 (3. 13. 1) 是 
一 致 收敛 和 绝对 收敛 的 ,在 [一 1,1] 上 用 RR。,(Cz) 做 有 理 逼 近 , 有 


Ra (z) = fan) 


XEY) 


> OA “Han Ta Ge) (3.13.2) 
boTo (z) + bi T, Gz) + += + b, T, (z) ° = 


这 里 系数 ao a, 及 bos ttt sbn 是 根据 帕 德 逼近 的 思想 由 下 列 
m 十 n 十 1 个 方程 确定 的 非 零 解 : 


ao 一 如 co ++), 
a k = 1;-..,m-+- n, 
a = ba The ++ Db, Ga Tara), 
r=1 


(3. 13.3) 
其 中 为 书写 方便 ,假定 了 当 k>m 时 取 a, =0, 4 k>n Bf , Eg b, =0. 
由 于 方程 组 (3. 13. 3) 中 未 知 数 个 数 多 于 方程 个 数 , 故 非 零 解 一 定 
存在 . 利用 切 比 雪夫 多 项 式 的 恒 等 性 质 
T,G)T,CGz) = +T. DN 
可 以 证 明 满 足 方程 (3. 13: 3) 的 任 一 组 解 Qo , "° sAm K b bos ,b, 所 得 
的 切 比 雪夫 级 数 P。(z) 一 Q,(z) f(z) 的 前 m+n+ 1 项 系数 为 0. 记 


P.(z)—Q,(z)f(z) = D) hT,Gz), 
` k= mn 十] 
则 
koa meu E SNAC core_ mc a 
í=1 R H 
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误差 函数 为 


_ IEE < 
E,(z) = Rmn (z) — f(z) G, 22 h T.G). 


通常 ,由 于 取 名 一 1, 量 h, 下 降 很 快 ,所 以 
E,(z) ~ hutet Tatati CT)» 
因而 R,, (x) 几乎 是 f EC 1,1] E 08454 mN. 
实际 计算 时 , 常 取 mm 一 nt 一 1, 这 时 式 (3. 13. 3) 变 成 


ao = co + 去 D6， 


ral 


a, = c, + The + F Dolen F Cima Js 


7 一 1 


(3. 13. 5) 


Dstt Cne) br + erm =0 (k=. (3.13.6) 


rel 


由 式 (3. 13. OR HAE bises bn ARC. 13.5) 可 求 出 ao，*… ,a,. 
为 了 估计 误差 ,由 式 (3. 13.4) 有 
Phe 十 Comiti). 


i=l 


fiati = Cze+l + 
将 此 式 与 式 (3. 13. 6) 联 立 , 应 用 克拉 默 法 则 可 求 得 负 一 “生生 一 1， 
=P. 
即 is 一定 ,其 中 


Latem) Elate) = Lee, ten) 


Crtl 
1 1 1 

D, = > + Comz) 2 (G F Crm) +° gem Ca Orik 
1 1 1 

2 (a F Cimi) > C Fen) +° > (e, 十 Comz )。 Corn 
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A, 是 行列 式 D, 去 掉 最 后 一 行 及 最 后 一 列 的 代数 余子 式 ， 
如 果 函 数 了 具有 奇偶 性 ,为 提高 逼近 精度 可 作 变 换 z— z° , 
为 偶 函 数 , 这 时 


F = PaiTa(z) Qril, 
k=0 
MJ 


0 Ta (z) 
其 中 系数 a, B b, 可 用 式 (3. 13. 3) 的 方法 确定 ; 当 f 为 奇 函 数 时 
f(z) = Pufu 
可 改写 成 
C) = La + De Tulz), 
其 中 
c= 25 ~ ca, 20 = c; + cin» 


然后 用 梅 利 方法 求 z 'f(z)8944 Rm (z). 
例 3.13.1 SR F(z)=arctanz 在 |z| 达 1 时 的 梅 利 副 近 . 
解 ” 由 于 arctanz JAAK, H 


arctanz = 2D\ D MED T(z) dalL D, 


名 Zk+] 
于 是 
z larctanz= = r = De Tx (z), 
k= ` š 
其 中 
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Ioa SA =D WED 
zc 2 Dic; 22 SGF 


= InG/2 + 1) = 0. 881373587019543. 


再 由 递 推 公式 
cl 一 2c cer (k=0,1,.), 
可 以 算出 
cù =— 0, 105892924546706, cz = 0.011135842059403, 


cs =— 0. 001381195003598, cf = 0. 000185742973276, 
c$ =— 0, 000026215196110, cè = 0. 000003821036590, 
c? =— 0, 000000569918604. 
当 m=n=2 时 ,由 方程 (3. 13. 6) 得 
(c; 十 cf )bi 十 (cr + c; )b, =— 2c; ， 
l: 十 cg )5 十 (cz 十 cg )b, =— 2c+ . 
解 此 方程 得 
b, = 0. 37360540753, p = 0. 01385410972. 
代入 式 (3. 13. 5) 得 
ao = 0.8616696410, a, = 0.2247301252， 
az 一 0. 0033086795. 


于 是 
z[a, 十 aiTz(z) 十 arT,(z)] 
arctanz — TEA T: CEE TACO 
x(ao Har’ + a, zt) 
Bb +hz’ 二 Bx 
其 中 


ao = 0. 6402481953, a, = 0. 4229908144, a, = 0. 0264694361, 
B = 0. 6402487022, 8, = 0. 6363779373, B, = 0. 0108328778. 
由 式 (3. 13.4) 可 得 
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h; = c£ + +€ 十 cf )b + Fa 十 cr )6。 ~= 3 X 107, 


于 是 误差 估计 为 
E; (z) == jsZTio(Z). 


3.14 函数 的 连 分 式 展开 


函数 的 连 分 式 展开 也 是 获得 函数 有 理 通 近 的 一 种 简单 方法 . 
同 军 级 数 展开 一 样 ,如 果 f(。 ) 在 原点 解析 , 则 函数 可 展 成 连 分 
式 ,展开 方法 可 以 利用 /(。) 的 宪 级 数 展开 式 推出 ,也 可 利用 
f(。) 满 足 的 常 微分 方程 求 其 连 分 式 解 得 到 . 


利用 顺 级 数 展开 常用 方法 如 下 : 
Pet Paz Ñ paz tt poy potprtpr te p 
q + qz + q. z° 十 … qo q. +q z + q, z2 十 … qo 
= boy apot pizt prz +) 
qo qo + qz + q. z° + 
= bo 


+——— — — 
qo qo 十 qz 十 qo 十 ° 
—— R 
Po + p iz tpit 十 … 
1 


例 3.14.1 er 一 1 十 z 十 太 


x’ + 十 … 


1 十 一 1 


1 
— 1 WE 
1 十 z 十 前 王 十 … 


-~ 1 We 
—z(1+z/2! +z'/3! 十) 


i- a 
ltet tzt 
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.14.2 tanz = 


== 1 


= £ 
iL 1Lz+ z /21 += /31 十 … _ 


z 
ätit 
1 


aatar /8 十 … 
1Hhath att 


利用 震级 数 求 函 数 的 连 分 式 展 开通 常 只 能 得 到 前 若干 项 系 

数 ,要 得 到 f(z) 连 分 式 展开 的 一 般 项 可 用 常 微分 方程 连 分 式 解 
法 . 设 有 微分 方程 

y = f(r,y), y(0) = 0, (3.14.1) 


X r WT RI yoh (z), + ?一 钙 为 方程 (3. 14. 1) 的 解 ， 
x 适合 微分 方程 y", = Fi Cuye a s 它 的 解 是 sh = 
Š EO ,重复 这 一 步骤 可 得 方程 (3. 14. 1) 的 连 分 式 解 为 

=ê 


ê) & G) 

l 十 … 十 1 +o 
为 使 OAAR AFERA 三 与 f. 有 相同 形式 ,这 样 8, (>) 
与 名 (z) 也 有 相同 形式 ,并 可 通过 逐次 递 推 得 到 ,通常 取 e, (>) = 
a,rk, 的 形式 ,其 中 及 过 0， 

方程 

I. tgrt) S + (B+ azt)y + yy? = àrt, ia 
y(0) = 0, 

其 中 ,7,B,a,7,6 HIH A BO. B. k>0. 这 是 一 种 特殊 的 Riccati 方 
程 ,很 多 基本 初等 函数 的 连 分 式 展开 可 利用 这 个 方程 的 解 得 到 . 用 
连 分 式 求 方程 (3. 14. 2) 的 解 ,在 |z1 <1 时 ,方程 高 阶 项 可 忽略 不 
计 , 将 方程 (3. 14. 2) 简 化 为 线性 方程 


=° 十 py。 = àrt, y (0) = 0, 
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此 方程 的 解 为 
— ez _ 
yo (xz) = 1 十 5 = & (>=). 
令 方程 (3. 14. 2) 的 解 为 


则 


y = Bz! Hp yD 一 2 
(1+B+ y> 


将 它 代 入 方程 (3. 14. 2) 中 ,化 简 , 并 令 BB 二 1 十 Bya 一 一 (y+a)， 


(1 + nz) = 4 CR +a) y F yl = Art, 


yı (0) = 0. (3.14.3) 
与 解 方程 (3. 14. 2) 类 似 , 可 得 方程 (3. 14. 3) 的 解 为 


ôi z 


> TT) Tx 
代 人 式 (3. 14. 3) 得 到 关于 x, 的 微分 方程 
(1 十 3z9 E+ (Ë + asti) + Yay = zty: (0) = 0, 
其 中 B=1 +h 一 2 十 Bo 一 一 (1 二 oa) 一 ay 加 二 1， 
à = yà HHR) aHa) = AHAH a. 
依 此 类 推 , 有 


GZ 


Yei 一 1 十 B-， + y, 
Agr) S: + (8, Hant) yn yoy = De， 


y, (0) = 0, 
其 中 
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及 三 1 十 BR-， an =— Hanm) n=l, 
= Yaiba + (1 +8&,-)(7+a,-), n= 2,3, 
(3. 14.4) 
于 是 方程 (3. 14. 2) 的 连 分 式 解 为 


òrt DE OZ 
= 一 ar SE a (8.14;5 
YP IAqAT8 pou TER p u SIER 


其 中 B,B,…,61,6,,… 可 由 递 推 公式 (3. 14. 4) 得 到 
B, = m+ B (m = 1,2,*), 
m-l 
8, = yà +D A+A) (m > 2). 


j=) 
E m=2n K m = 2n+ 1 的 情况 下 可 得 到 
Öz = yë + (n + D) — na (一 1,2,…)， 
Ôm = ó +(8+n+ )[(n + 1)7+a] (n = 0,1,.). 
将 以 上 结果 代 人 式 (3. 14. 5) 就 得 到 方程 (3. 14. 2) 的 解 
— àr [tU +AU] 


1+8+ 2+8 3 


[a +a +A alr 
3+8 十 … 十 


[> + (B+ (nyt a) Jz* 
2n + 8 + 


ps 
[r + (n + On — ma ]z . (3.14.6) 


2n+1+B 十 … 
对 于 函数 >=tanz, 满 足 微分 方程 
y =1+y, y0) = 0. (3. 14.7) 


令 ?= 二 =,z(0) 一 0, 将 它 代 人 方程 (3， 14.7) 得 到 关于 z 的 微分 
方程 
LEE E EE EA: ANA 
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与 方程 (3. 14. 2) 比较 得 
7 0, k 2, B y 2 s a 0, ó 2 


故 利用 式 (3. 14. 6) 可 得 (3. 14. 8) 的 连 分 式 解 为 


a el al ziy 


E EE. S. A — WA 
3⁄2 + 5/2 + 7/2 ++ 2n+1 +e 
2 


` 


= E-F L. Fi p o (3. 14.9) 
FE, y= tantr 的 连 分 式 展开 为 
tr 工 Z z 天 t 
了 
(3.14.10) 
由 tanhz=itan PAFRELRH r 33 i1 
tanhz = = z = Z 
I + 3 + 5 ++ + 2n + 1 + 
若 考虑 y 一 arctanz ,满足 微分 方程 
Nusa Es s: 
y. w ee k y(0) = 0. 
S y= O0 . 
yl le)t+lir = 1; 
(1+ z°) +Í FT )z+ += zT» 
z(0) = 0. (3.14.11) 


与 方程 (3. 14. 2) 比较 得 
= el ep S 
1 一 1， k=2, p=y=š=+ « z 
由 式 (3. 14. 6) 可 得 连 分 式 解 


z=% 4 47 M T 
3/2 + 5/2 + 7/2 + =" + 


kuwa aa [+ Fata Benk 


4 
4n+1 + 4n n+3 — 3 
"2 
z 4r? 9r dnz (2n+ 1) r? 


3 二 5 二 7 了 十 十 4n 十 1 十 4n 十 3 +e’ 
于 是 得 
nit ë i 32 — w 
š L+ 3 + S + 了 二 十 到 证 
由 于 去 In EE=arctanhz =iarctan 对 ,所 以 有 


nltz_ z Z 4 mz 


2 1 一 工 1 一 3 一 5 一 … 一 2 十 1 一 
应 用 方程 (3. 14. 2) 的 连 分 式 解 (3. 14. 6) 还 可 得 到 下 列 基本 初 
等 函数 的 连 分 式 展开 : 
w (1+u)<z (1 一 zz 


=l mw 
(1+z) iT 1 + 7 m 3 + 
(2 十 zz (2— wr) 
2 十 5 十 … + 
(十 zw)r (n—v)r 
2 + nti pe’ 


1 == 工 z 2 2z 

pu q aa ES Em 
nı nr ; 
2 +2n+l+-.) 

Er £ “= 

Toae + 2 — 5 ++. + 
= 3 
2 —2n+1 — ... 


° 162 。 


也 是 近似 的 . 

研究 数值 积分 的 另 一 个 原因 是 被 积 函 数 没有 具体 的 解析 表达 
式 , 如 实验 数据 等 . 因此 无 法 采用 解析 方法 求解 定 积分 ,只 能 用 近 
似 求 积 方法 . 同样 地 ,由 实验 数据 构成 的 表格 形成 的 函数 ,需求 其 
导数 时 也 只 能 用 数值 方法 来 近似 求解. 


4.2 牛顿 - 科 茨 求 积 公式 


4.2.1 公式 的 一 般 形式 
将 积分 (4. 1. 1) 中 的 积分 区 间 [a,65] 分 成 n 等 分 ,其 节点 >, 为 
zı=atkh, h=}(b—a) G=01-,m. 
对 于 给 定 的 函数 f, 在 节点 z, (k==0,1,…,n) 上 的 值 f(x) 为 已 
知 . 那么 了 在 n 十 1 个 节点 zo zi ，,…,z, 上 的 次 代数 插值 多 项 式 为 


P,(z) = e= f Can). 


kh=0 | j=0 TaT T 
= 


如 果 记 z= 二 a 十 th， 则 上 式 可 以 写 为 
P,(z) = |H = (4. 2.1) 


k=0 [ j=0 


在 积分 (4. 1. 1 中 的 被 积 函数 SAR n+ 个 节点 的 代数 插 
值 多 项 式 P, 来 代替 ,可 得 


KP = [fdz f) = [| p.Coyaz. 
多 项 式 的 积分 是 容易 求 出 的 ,因此 把 上 式 写 为 
=LA = PAF), (4. 2. 2) 
k=0 z 


其 中 
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4 数值 积分 与 数值 微分 


4.1 引言 


在 科学 与 工程 计算 中 ,经 常 要 计算 定 积分 
IP = | fdz C co<a<b=<c). (4.1.1) 


这 个 积分 的 计算 似乎 很 简单 ,只 要 求 出 了 的 原 函 数 F 就 可 以 得 出 
积分 (4. 1. 1) 的 值 , 即 

IC) = F(b) — F(a). (4.1.2) 
如 果 原 函数 下 非常 简单 又 便于 使 用 ,那么 式 (4. 1. 2) 就 提供 了 计 
算 起 来 最 快 的 积分 法 . 但 是 ,积分 过 程 往往 将 导出 新 的 超越 函数 ， 


例如 ,简单 积分 | 二 dz 可 引出 对 数 函数 , 它 已 不 是 代数 函数 了 ， 而 


mafe dz, 将 引出 一 个 无 法 用 有 限 个 代数 运算 、 对 数 运算 或 指 


数 运算 组 合 表示 的 函数 . 有 些 积分 虽然 容易 求解 ,并 且 原 函数 仍然 
是 一 个 初等 函数 ,但 可 能 过 于 复杂 ,以 致 人 们 采用 式 (4. 1. 2) 来 计 
算 之 前 还 得 三 思 而 行 . 例如 
1 | JZ 
fa + Id szg = + 
I "kz 2 + 1 
r = 1 L 
采用 式 (4. 1.3) 这 种 “精确 ”表达 式 时 ,所 需 运 算 次 数 是 个 根本 问 
题 . 由 式 (4.1.3) 看 出 , 需 计 算 对 数 和 反正 切 ,因而 只 能 计算 到 一 定 
的 近似 程度 . 由 此 可 以 看 出 ,这 类 表面 上 是 “精确 ”的 方法 ,实际 上 
* 163 ° 


(4.1.3) 


A, = 4 一 ef Ht a = (b— a)”, (4.2.3) 


= k 
jk 


(GS= Diez 


(m) — x ne 
@ rap. lle Ddi. (4.2.4) 


公式 (4.2. 和 
等 距 节点 求 积 公式 ,4A4 称 为 求 积 公式 系数 ,ci” 称 为 科 泌 求 积 


. 系数 . 


牛顿 - 科 茨 求 积 公式 的 误差 估计 E, (f) = ICf)— I, Cf), H F 
面 定理 给 出 
定理 4.2.1 (1) 如 果 为 偶数 ,/”"*” 在 [a,5b] 上 连续 , 则 有 
E,(f) = ch" fet (q), n€ [a,b], (4.2.5) 
其 中 


1 一 - ... x 
gtml ee- DG — 2). — n)di. 


(2) 如 果 n 为 奇数 ,f"*? 在 [a,5] 上 连续 , 则 有 
E, Cf) = ch fet (9), qE [Lab], (4.2.6) 


Ça == 


其 中 
1)G — 2) (t — n)dt. 


Cn = 


=Í. iS 
从 定理 4. 2.1 可 以 看 出 ,如 果 f 是 次 多 项 式 ,得 fr = =0, 
所 以 E, f) = 0. 由 此 可 知 , 对 于 次 数 不 高 于 ”的 多 项 式 来 说 ， 
牛顿 - 科 茨 公式 (4. 2.2) 是 精确 成 立 的 . 
近似 式 


b d k 
| fdr ~ JAC) (4. 2.7) 
F k=0 


称 为 一 般 的 求 积 公式 ,其 中 z, 称 为 求 积 节点 ,A: 称 为 求 积 系数 ， 
亦 称 伴随 节点 z, 的 权 (weight). A, 仅仅 与 节点 z, 的 选取 有 关 而 
不 依赖 于 被 积 函数 f(z) 的 形式 . 
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数值 积分 (numerical integration) 是 一 个 近似 方法 ,因此 对 尽 
可 能 多 的 被 积 函数 f, 要 求 数值 积分 能 准确 地 作出 计算 ,这 就 引出 


了 代数 精度 的 概念 
定义 4.2.2 ”如果 求 积 公式 (4. 2.7) 对 所 有 次 数 不 高 于 的 
代数 多 项 式 等 式 精 确 成 立 , 但 存在 n 十 1 次 的 代数 多 项 式 使 等 式 不 . 
成 立 , 则 称 求 积 公式 (4. 2.7) 具 有 7 次 代数 精度 . 
由 定理 4.2. 1 可 知 , 牛 顿 - 科 茨 求 积 公式 (4. 2. 2) 的 代数 精 
， 度 至 少 是 n 次 ,而 当 n 是 偶数 时 , (4. 2. SAREN 
nn 十 1 次. 


4.2.2 梯形 公式 


在 牛顿 - 科 获 公式 (4. 2. 2) 中 , 取 n=l 时 ct? = =+, B 
以 有 


IP ~ hC = Ff + fe), (4.2.8) 


ARC. 2. 8) 称 为 梯形 公式 (trapezoidal rule). 如 果 用 连接 (a， 
f(a)) 和 f(b,(5b)) 的 直线 来 逼近 并 对 这 线性 函数 进行 积分 可 
88 L Cf). Bl 4.1 中 工 (/) 就 是 梯形 AabB 的 面积 ,因此 用 T, C) 
来 逼近 A) ,就 是 用 梯形 面积 来 代替 曲 边 梯形 面积 . 


y = fü) B 
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定理 4.2.3 若 fEC[a,6b], 则 梯形 公式 (4.2.8) 的 误差 为 


EPH = IK 一 DCP =— baf, qE Cab]. 


4.2.3 辛普森 公式 
在 牛顿 - 科 茨 公式 (4. 2.2) 中 , 取 n=2, 则 有 


cf 一 Ifa- DG—2d= L, 
$ 4 Jo 6 
D =— LF Z = 

人 2 G 2)dt 6， 


wl a 2 
c = +f: Ddi = Ç ° 
由 此 得 到 
IP= RP) 
h a+b 
= iffa ta ro] 2D 


其 中 1 一 寺 (0 一 )， 式 (4. 2.9) 称 为 辛普森 (Simpson) 公 式 ,其 几何 


意义 就 是 用 遂 过 三 点 Mo (x, ,yo)， Ai (x, yı) M, (=; , X: ) 的 抛物 
线 P, 围 成 的 曲 边 形 面积 来 代替 给 定 函 数 f 围 成 的 曲 边 形 面积 
( 见 图 4.2). 由 于 上 述 原 因 , 公 式 (4.2.9) 也 称 抛物 线 公 式 . 


y 
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定理 4.2.4 车 /EC'[a,6], 则 辛普森 公式 (4. 2. 9) 的 误差 为 
EP = IC — (D) =— PfP, qE Lab]. 


4.2.4 高 阶 牛顿 - 科 茨 公式 
在 牛顿 - 科 获 公式 (4. 2. 2) 中 ,n 之 3 的 公式 称 为 高 阶 牛顿 - 科 
ZAR. 
对 于 "一 3 必 一 了 (0 一 a), 可 以 求 得 
ICD= EP 
= ŠALA +3f(a +b) +3fG@— h) +f] C4.2.10) 


HARRA ER 3/8 AR. 如 果 f€ C'[a , b], WARA. 2. 10) 
的 误差 为 
E,(f)= ICf) — 1, Cf) 


=- Èk fO o, 7E [a.b]. (4. 2.11) 


在 牛顿 - 科 获 公式 中 , 取 mn 一 4 必 一 二 (6 一 a), 则 公式 化 为 
IC) =L Cf) . 
=Zh[7fea) +32f(a + h) + 


12f(45)+ 32f(b—h) + 7 fo | (4.2.12) 


通常 把 这 个 公式 称 做 科 茨 公式 ,也 称 布 尔 (Boole) 公 式 . 如果 fE 
C [a,65j ,那么 公式 (4. 2. 12) 的 误差 是 


EP) =— EKR fOD, g€ [a] (4.2.13) 


在 牛顿 - 科 区 公式 中 , 取 n=5,h 一 二 (6 一 a), 则 公式 化 为 


+ 168 + 


IP =s 1s (f) 


= Sh. 
288 


50/(0—2h) +75f(b— h) +19f)]. (4.2.14) 
此 公式 称 为 牛顿 - 科 茨 六 点 公式 . 如 果 f€ C' [a db] WAA 
式 (4. 2.14) 的 误差 是 
275 


Gas 1 6° 
EP) =— igg SOP» n€ [Lasb]. (4.2.15) 


[19 fC(a) +75f(a + h) + 50f(a + 2h) + 


在 牛顿 - 科 蒋 公式 中 , 取 mn 一 6 必 一 二 (5 一 0) ,那么 公式 化 为 
PSLP) f 
=h [Mfo + 216 f(a + h) +21fla + 2h) + 


272 [2 TP )+ 27 FG 2h) + 216 G — h) + 41/01. 


` (4.2.16) 
此 公式 称 为 牛顿 - 科 芯 七 点 公式 . 车 fe C'[a, b], BE Z Z: Ñ 
(4. 2.16) 的 误差 是 


9 
E(P) =— igot f P 了 € [a,b]. (4.2.17) 


根据 科 蒋 系数 公式 (4. 2. 3) ,(4. 2.4) 有 科 茨 系数 表 4. 1(m<8). 
R 4.1 
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17280 17280 17280 17280 


989 5888 
28350 28350 28350 28350 28350 28350 


从 误差 分 析 来 考虑 ,好 像 x 越 大 ,精度 越 高 ,但 由 于 高 阶 牛 顿 - 
科 芯 求 积 公式 的 命 人 误差 的 干扰 比较 大 ,因此 ,在 实际 计算 中 一 般 
不 宜 采 用 很 大 的 牛顿 - 科 芯 公式 . 特别 当 n8 时 ,牛顿 - 科 蒋 公式 中 
系数 符号 是 混合 的 ,计算 中 会 丢失 不 少 有 效 数字 ,所 以 不 采用 为 宜 . 


4.2.5 开 型 牛顿 - 科 茨 公式 


@%h=(b—a)/(n+2),z =a+h,z, = x + kh(k=1, 
2,…,n), 于 是 xz,=b—h. 用 Z-1 一 GTa+l 一 0 表示 积分 区 间 [a,65] 
的 端点 , 求 积 公式 可 写 为 


ID) = |” ayar < XAG, (4. 2.18) 
Zal “0 


其 中 Ai(k 二 0,1,…,n) 由 公式 (4. 2.3) 给 出 . 
注意 : 在 上 述 求 积 公式 中 ,积分 区 间 的 端点 和 皆 没 有 采用 . 
如 果 在 求 积 公式 (4. 2. 2) 中 ,积分 区 间 的 端点 至 少 有 一 个 不 
用 , 则 称 公式 (4. 2. 2) 为 开 型 牛顿 - 科 茨 求 积 公式 . 显然 , 公 
式 (4. 2. 18) 是 开 型 牛顿 - 科 茨 公式 ,而 公式 (4. 2. 18) 以 前 的 牛顿 - 
科 茨 公式 称 为 闭 型 公式 . 
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开 型 牛顿 - 科 获 求 积 公式 的 误差 有 下 面 定理 . 


定理 4.2.5 IA (rO 表示 nn 十 1 个 节点 的 开 型 牛顿 


科 芯 求 积 公式 ,其 中 r- = arz = b,h = (b—a)/(n+ 2). 
(1) WÈ n 为 偶数 ,/”"*” 在 [a,5] 上 连续 , 则 有 
E,Cf) = ch fee (DD, qE lab], (4.2.19) 
其 中 


1 mt š 1 
a = aral. P — 1) (t — md. 


(2) 如 果 n 68 fet 在 [a,5] 上 连续 , 则 有 
EP) = ch f, qE Lab], (4.2.20) 
其 中 
gE gtm e- Ijedt: 


在 实际 计算 中 , 闭 型 公式 一 般 要 比 同 阶 的 开 型 公式 更 为 精确 ， 
因此 经 常 使 用 的 是 闭 型 牛顿 - 科 欧 求 积 公式 .但 在 n=0 时 , 开 型 牛 
顿 - 科 欧 公式 是 经 常 使 用 的 ,其 求 积 公式 为 

ICP) == L (f) = 2hf (xo), (4.2.21) 
其 中 
p= Te-a, z = +a +b. 


公式 (4. 2. 21) 称 为 中 点 公式 (midpoint rule). 如 果 f Æla b] EA 
二 阶 连续 导数 , 则 中 点 公式 的 误差 为 
EP = Kf, qE [a] (4.2.22) 


其 他 常用 开 型 牛顿 - 科 茨 公式 如 下 : 


n=l, 


aa 5] 十 EO, (4.2.23) 
w 2 4 


其 中 T= EXT; 
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n=2, 


F f(z)dz = [2 G) — fC) + 2f] 


z 


Me roo, (4. 2. 24) 
其 中 TX-1<é<7;., 


n=3, 
F Hz)dz =FR fla) + fz) + fla) HSC] + 
95 5 4 
Ian y q, (4.2.25) 
其 中 xz- 一 上 -zi 
例 4.2.6 用 闭 型 和 开 型 牛顿 - 科 茨 公式 (4. 2.8),(4. 2.9)， 
(4. 2. 10) ,(4. 2. 12),(4. 2. 21) ,(4. 2. 23) ,(4. 2. 24) 和 (4. 2. 25) 来 


计算 积 分 | sinzdz 的 近 UB. 


解 ”积分 解析 解 为 1 一 -人 2 ~0. 29289322, 计算 结果 见 表 4. 2. 


WE 
0.27768018 | 0. 29293264 | 0. 29291070 |0. 29289318 
0. 30055887 | 0. 29798754 | 0. 29285866 | 0. 29286923 


43 复合 求 积 公式 


FK 
误差 


对 于 定 积分 |， 荆 dz, 其 精确 值 为 2.302585. 用 梯形 公式 计算 


得 4. 95, 用 辛普森 公式 计算 得 2.740909. 可 以 看 出 ,它们 的 误差 很 
。172 。 


K. 要 求 得 比较 精确 的 积分 值 , 必 须 用 其 他 高 阶 求 积 公 式 ,但 是 高 
阶 (n > 8) 牛顿 - 科 茨 求 积 公 式 会 使 有 效 数字 丢失 ,因此 不 能 用 提 
高 牛顿 - 科 茨 求 积 公 式 的 阶 的 办 法 来 提高 精度 . 基于 这 种 原因 ,一 
般 把 整个 积分 区 间 分 成 若干 个 子 区 间 ( 通 常 是 等 分 ), 再 在 每 个 小 
区 间 上 单独 采用 同一 种 低 阶 求 积 公式 ,这 种 方法 称 为 复合 求 积 方 


法 (composite numerical integration) . 
将 积分 区 间 [a,6] 分 为 n 等 分 , 步 长 = 二 (5 一 a), 分 点 为 


Zi 二 a 十 kh(k 二 0,1,…,n). 复 化 求 积 法 的 步 台 是 : 先 用 低 阶 牛顿 - 
科 芯 公式 求 得 在 每 个 子 区 间 [zxi ,zr+1j 上 的 积分 近似 值 ,然后 对 这 
些 近 似 值 求 和 ,从 而 得 到 ICP) 的 近似 值 . 


4.3.1 复合 梯形 公式 
在 每 个 小 区 间 [zi ,z+1] 上 使 用 梯形 求 积 公式 ,再 求 和 得 到 双 
近 (了 /) 的 求 积 公 式 


n—1 
IP = T, = BAD LF) + frm)] 
: k=0 


n~l 5 
= a[o +2 2 fz) + fb) ]. (4.3.1) 
k=l 


公式 (4. 3.1) 称 为 复合 梯形 公式 (composite trapezoidal rule) , T, 
的 下 标 n 表示 积分 区 间 [a, 幻 分 成 = 等 分 . 
对 每 个 小 区 间 [z ,z+1] 上 的 梯形 公式 进行 误差 估计 ,然后 相 
加 就 能 得 到 复合 梯形 公式 的 误差 . 
定理 4.3.1 设 fEC*[a,bj, 那 么 复合 梯形 公式 (4. 3.1) 的 误 
差 为 
FAC) s= Jú = T, 


=- CZK fO, qE [Cab] 
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4.3.2 复合 辛普森 公式 
类 似 于 复合 梯形 公式 ， 但 在 小 区 间 [zi ,zir1j 上 不 用 梯形 公式 
而 采用 辛普森 公式 ,那么 就 可 以 得 到 逼近 7 的 求 积 公式 
KA~ S, 


A SLf) +4f(za)y) H f(zaa)], (4.3.2) 


其 中 rmi => (zm, Hr) 公式 (4. 3.3) 称 为 复合 辛普森 公式 


(composite Simpson's tule). S, 的 下 标 n 表示 把 积分 区 间 [a,5] 分 
为 n 等 分 . 若 令 


e 


H, = h fan), : 
那么 可 得 复合 辛普森 公式 和 复合 梯形 公式 之 间 的 关系 
| 2 
S, = +T, + +HR.. (4.3.3) 
定理 4.3.2 i& fe C'[a,,l, RZ 8 6338325 (4.3. 2)68 
误差 为 
E, N= ICf) — S, 


《7)， 7€ [a,b]. 


b—a 
2880 
例 4.3.3 分 别 用 复合 梯形 公式 和 复合 辛普森 公式 计算 积分 
IC) = Ë ecc Td; 


解 ” 积 分 1( 几 的 精确 值 为 
I(f) =— 12. 0703463164. 
TaS, 以 及 它们 的 误差 E2 = I( f) — T, E = I( f) — S, W 
# 4.3. 
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—17. 389259 5.32 


—11. 5928395534 .78X10-: 


一 13. 336023 1. 27 — 11. 9849440198| —8.54X10-: 
— 12. 382162 3.12X10-1 |—12.0642089572| —6.14X 107° 
16 — 12, 148004 7.77X107? | 一 12.0699513233| —3.95X10-4 
32 一 12.089742 1.94X10-* | 一 12.0703214561| 一 2.49 久 10 一 
64 一 12.075194 4.85X10-: | 一 12.0703447599| —1.56X10-5 
128 | 一 12.071558 1.21X10-3 | 一 12.0703462191| 一 9.73X10 
一 12.070649 3.03X10™ |—12. 0703463103 . 08X 107° 


复合 辛普森 公式 计算 的 结果 比 复合 梯形 公式 的 计算 结果 精确 
得 多 ,并 随 ”的 增加 ,误差 减少 得 很 快 . 


4.3.3 复合 求 积 公式 的 收敛 性 


对 于 牛顿 - 科 茨 公式 , 当 noo 时 ,一 般 不 能 保证 I. 
例 4.3.4 用 牛顿 - 科 茨 求 积 公式 计算 积分 
人 1 
Ic) = B raz. 
解 ” 此 积分 精确 值 ICf)= arctan4==2. 6516. 牛顿 - 科 茨 求 积 


ARILAR 4.4. 由 表 4.4 的 数值 结果 可 以 看 出 ,也 ER 
散 的 . 


表 4.4 


对 于 复合 求 积 公式 来 讲 , 情 况 大 不 相同 . 可 以 把 复合 梯形 公式 
T. 和 复合 辛普森 公式 S, 看 作 积分 和 . 因此 只 要 f) K 32 S 
(Riemann) 可 积 的 ,那么 T, 和 S, 均 收敛 到 了 (由). 
定义 4.3.5 设 复合 求 积 公式 LSI WRH h—0 时 有 
P= 。， 
h’ 
其 中 c 为 一 个 非 零 常 数 ,那么 称 卫 J: p 阶 收敛 的 . 
由 定理 4. 3. 1 和 定理 4. 3. 2 知 , 复 合 梯形 公式 是 二 阶 收敛 的 ， 
复合 辛普森 公式 是 四 阶 收敛 的 . 


4.3.4 区 间 逐 次 分 半 法 


利用 复合 梯形 公式 和 复合 辛普森 公式 来 进行 定 积分 的 近似 计 
算是 比较 简单 的 ,但 是 为 了 确定 把 积分 区 间 [a,6] 分 成 多 少 个 子 区 
间 , 即 nn 取 多 大 , 则 和 需 依据 余 项 公式 事先 估计 ,就 要 分 析 被 积 函数 
的 高 阶 导数 ,而 这 是 很 困难 的 . 

区 间 逐 次 分 半 法 就 是 根据 规定 的 精度 要 求 ,在 计算 过 程 中 把 
积分 区 间 逐 次 分 半 ,并 利用 前 后 两 次 计算 结果 来 判别 误差 的 大 小 ， 


从 而 得 到 满足 精度 要 求 的 积分 近似 值 . 
利用 复合 梯形 公式 的 误差 估计 (定理 4. 3. 1) 可 以 得 到 
于 CT 一 TD) ~ IC) — Ta. (4. 3.4) 


上 式 提供 了 一 个 误差 估计 的 判别 条 件 . 如 果 
| T, — T. | 二 e (允许 误差 )， 

那么 可 以 认为 T;, 已 满足 精度 要 求 . 

需要 特别 注意 的 是 ,在 逐次 分 半 过 程 中 , 老 分 点 上 的 函数 值 要 
避免 计算 . 

区 间 逐 次 分 半 法 的 具体 计算 过 程 如 下 ; 

最 初 取 ”一 1, 计 算 
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Troy FO) 
T, = [2 + 21, h = 524, 
然后 将 区 间 分 半 , 取 n=2, HA 
Ffa , fO) 
T,= x [EP +£ + f] 
= +T, +h f(x), 


其 中 h=+(b—a), rz =a+h,. 
再 将 每 个 小 区 间 分 半 , 则 ”一 4, 计 算 
T= h[ E2 +f) + feat fa) +f) ] 


= +T; +h [fCa) + fCaa) J, 


RP = ba), z =a+kh (k=1,2,3). 
一 般 地 ,每 次 总 是 在 前 一 次 的 基础 上 再 将 小 区 间 分 半 , 则 分 点 
加 密 . 一般 计算 公式 为 


1 


T,, = 2 


Ta Hha D) fGa+(2k— Dhan), (4.3.5) 
k=} 


i 
其 中 ha =7 b a). 
利用 公式 (4. 3. 5) 计 算出 Tz, 后 ,再 检验 不 等 式 


| T, — T, |< e ( 取 绝 对 误差 ;) (4.3.6) 
或 
eT < ( 取 相 对 误差 ) (4.3.7) 


是 否 满足 ,如 果 满 足 则 取 T,, 为 所 求 定 积分 的 近似 值 ,否则 区 间 继 

续 分 半 , 重 复 上 述 过 程 直 至 条 件 满足 . 一 般 在 实际 计算 中 , 当 n>n 

(mo 为 给 定 一 正 整数 ) 时 才 进 行 条 件 (4. 3. 6) 或 条 件 (4. 3. 7) 的 判 
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别 ,否则 可 能 出 现 假 收 敛 . 
对 于 辛普森 求 积 公式 也 可 以 同样 进行 区 间 分 半 . 由 复合 辛 普 


森 求 积 公 式 的 误差 (定理 4. 3.2) 可 以 得 到 
E Sa 一 S,) a= ICF) — S... (4.3.8) 


因此 可 以 由 S,,—S, 来 估计 S: 的 误差 .用 区 间 逐 次 分 半 产 生 复合 


辛普森 求 积 的 序列 
S, , S; , S, $ +=. +Š, ,S;, ,Dd 


其 中 
S, = +h,[f(a) + fO) +2P, +4Q,] (n= 1,2,4,1), 
(4.3.9) 
P, 是 在 旧 分 点 上 函数 值 之 和 ， 


P, = S Oza), 
k=1 
Q, 是 在 新 分 点 上 函数 值 之 和 ， 


zı =a+kh, (k=1,2,,2n—1). 
在 旧 分 点 上 的 函数 值 不 需 重 计算 . 利用 公式 (4. 3. 9) 计 算出 
Su 之 后 ,再 进行 精度 检验 . 如 果 满 足 条 件 
f | S, — S, |< € (4.3.10) 
或 
Se s, | 
| Sa | 
那么 取 Ss, 作为 1(f) 的 近似 值 ,否则 再 分 半 区 间 继 续 进行 . 
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<E, (4.3.11) 


44 ”里 查 森 外 推算 法 和 龙 贝 格 积分 法 


利用 复合 梯形 求 积 公式 来 计算 I(f) 的 近似 值 ,精度 较 差 . 当 
nco 时 ,序列 {TT ,k>1) Wk J IC f) ,但 收敛 速度 缓慢 ,为 加 速 其 
收敛 速度 ,可 以 利用 外 推 (extrapolation) 算 法 来 加 速 . 


4.4.1 里 查 森 外 推算 法 
设 函 数 S 在 ==0 处 的 值 Si0) 由 序列 SsQ5.s(+) ,eh>0) 


来 逼近 . 通过 序列 Sh), s[+ Jr “构造 出 一 个 新 的 序列 ,使 它 更 
快 地 收敛 于 S(0). 运用 泰勒 展开 式 
SCh)= SCO) +AS”(0) +3 APSO +g jA SO) + 


s(+)= so +4 下 SC0) 十 寺 AY S”(0) + 
十 (多) S”(0) 十 … 
如 果 S'(0) 关 0, 那 么 S(h)， s[+ Jant S(0) 的 阶 为 OCh). 


若 令 Si (h) = 2s(+ )— S(h) ,那么 当 S'(0) 关 0 B, S, (h) 8 


近 S(0) 的 阶 为 O(R?) ,因此 序列 S, (h) , s (4) “就 更 快 地 收敛 


到 S(0). 同样 ,还 可 从 S, (h) 构造 出 S, (h), JA S, Ch) F i i 
S: (h) ,它们 都 加 速 了 收敛 . 这 种 加 速 收敛 的 办 法 称 为 外 推算 法 . 
在 数值 积分 中 常用 的 里 查 森 (Richardson) 外 推算 法 如 下 : 
设 一 个 步 长 为 h RAF AAAF RRA 
. 179， 


E(F*)= F* — F(h) 
aih 十 as 大庆 + Hah” + (4.4.1) 


lI 


其 中 
b > pa > *** > px > p > 0, 
aip 是 与 h 无 关 的 常数 , 即 F gir F` 的 误差 阶 是 hh. 如 果 令 


1 
1— 


IA F: (hE F 的 误差 阶 是 ie .重复 这 样 的 做 法 ,可 以 得 到 一 
个 算法 
(h) = FO), 


F,(h) = 


F [F(qh)—q' FCh)], 1—q" #0, 


Fsa Q) = TEP Ch) — qF] Cm = 1,2,=), 


(4.4.2) 

其 中 q 为 满足 1 一 go 天 0(mm 一 1,2,…) 的 适当 正 数 .算法 (4.4. 2) 
称 为 里 查 森 外 推算 法 . 

定理 4.4.1 如 果 下 到 近 下 * 的 截断 误差 由 式 (4. 4.1) 给 出 ， 
那么 算法 (4.4.2) 副 近 F' 的 误差 为 

F* — Fn (h) = at hêm + at hoa 十 …… 

Hp ato (之 m 十 1) 为 与 无关 的 常数 . 

算法 (4.4.2) 的 计算 步骤 见 表 4.5, 其 中 表示 第 i 步 . 


# 4.5 
DF(h) 
@F(qh) @F: (h) 
@F(Q'h) ' @F, (qh) ©F: (h) 


DFC hy ®F: (g' h) @F: (qh) OF.: (h) 
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4.4.2 龙 贝 格 积分 法 


定理 4.3.1 给 出 了 复合 梯形 求 积 公式 的 误差 ,为 利用 里 查 
森 外 推算 法 来 加 速 收敛 ,可 用 复合 梯形 求 积 公 式 的 另 一 形式 的 
定理 4. 4.2 设 fEC""?[a,6b], 那 么 复合 梯形 求 积 公 
式 (4. 3.1) 的 误差 为 
[reoaz T.P = > QE [fern — +r 
s i=l š 
其 中 Bs 为 伯 努 利 (Bernoull:) 数 , 表 4.6 给 出 了 部 分 伯 努 利 数 . 


(b—a) f"? (Mh, g€ [a,b]. 


o. Bmt: 
kša (2m+2)! 


表 4.6 


= —0. 50000 
1 


2 二 过 0.16667 
4 — -læ —0. 03333 
0 
6 L x0. 02381 
gamo 
1 
8 36 0.03333 
10 .20.07576 
~ 
691 __ 
12 Él m0. 25311 


Tai, 16667 
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续 表 


— 3617 
16 B10 二 一 7.09216 
43867 
18 To ~54. 97118 
_ 174611 
20 二 0 全 一 529. 12424 
22 854513 6192. 12319 


_236364091 ._ 
24 一 2730 ~ 86580. 25311 


当 上 为 大 于 等 于 3 的 奇数 时 ,Be =0 


在 复合 梯形 求 积 公式 (4. 3. 1) 中 ,用 TAKE T,, 其 中 及 为 
步 长 . 由 此 公式 (4. 3. 1) 可 写成 
KA ~ TQ) = [ray + fatso], 
现 将 步 长 每 次 缩小 一 半 , 这 样 可 得 一 序列 
T), T($), T(Ž) = 
显然 ,这 序列 收敛 到 积分 值 IC/). 利用 定理 4. 4. 2 及 理 查 森 外 推 
算法 (4.4.2), 取 9 一 立 可 得 到 如 下 算法 ; 
Ti(h) = TG), 
T (+)- (+ T.) 
($) (3) 7. 
1 2m 
tea) 
(4.4.3) 


算法 (4 4. 3) 称 为 龙 贝 格 (Romberg) 积 分 法 . T, WE IC f) K 
误差 估计 为 
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Tn (h) = 


KP = T; (h) = a h: tb + ay hta + sss 


(4. 4. 4) 
其 中 系数 att a ,… 畏 与 无关. 
令 
D b— a 
° = r (Es). 
则 计算 过 程 可 见 表 4.7. 表 中 的 每 列 与 对 角 线 都 收敛 到 定 积分 IC). 
# 4.7 
T 
ge T$ 
pe TI TI 
P ki q Tš T 
pe T” T$” ne Tiw 
hm ye Ti TI T T@ 
龙 贝 格 积分 法 的 计算 步骤 如 下 : 
1. 计算 
To = ETE fla) + f]. 
对 !=1,2,… 计 算 下 列 各 步 . 
2. 计算 
N o ban 人 
TP = Lin +” X(+ G; Dt )] 


3. WAR 4.7 的 第 /十 1 行 元 素 
4"T® 一 TD 


keD = $ 
Tei 4" —1 
m= 1,2,-.,1, k=1,1—1,1—2,.. 


4. 收敛 控制 
如 果 表 4.7 的 对 角 线 上 的 最 后 两 相 邻 元 素 Tw”, Ta W E 
» 183 ， 


| Tw 一 Te |< £ 〈 取 绝对 误差 ) 
或 


Li a H <e ( 取 相对 误差 )， 


则 以 Tm 作为 近似 值 , 和 否则 继续 到 下 面 一 步 . 

5. “增加 1 后 转 到 步骤 2 继续 做 . 为 使 整个 过 程 不 会 无 限 做 
下 去 ,可 设 2-1" 时 计算 终止 ,此 时 达 不 到 要 求 ,计算 不 成 功 . 

例 4.4.3 用 龙 贝 格 积分 法 计算 


Kf) = | “sinzdz. 
R I( 有 ) 的 精确 值 为 2. 用 龙 贝 格 计算 过 程 及 计算 结果 见 表 4. 8.. 


*# 4.8 
o 
@1. 57079633 @2. 09439511 
@1. 89611890 (Z. 00455976 ©1. 99857073 
@1. 97423160 (@2. 00026917 @1. 99998313 (02. 00000555 
1. 99357034 @2. 00001659 @1. 99999975 @2. 00000001 1. 99999999 
B1. 99839336 2. 00000103 (2. 00000000 @2. 00000000 @2. 00000000 D2. 00000000 
i e ddd 


可 以 看 到 , 表 的 第 一 列 是 区 间 逐 步 分 半 的 复合 求 积 法 所 得 到 的 结 
果 , 虽 然 计 算 简单 ,但 收敛 很 慢 , 而 使 用 龙 贝 格 积分 则 得 到 非常 精 
确 的 值 . i 

4.5 高 斯 求 积 公式 


讨论 积分 


IP) = [o fada (4.5.1) 


的 求 积 方法 ,其 中 积分 区 间 [a,b] 可 以 是 有 限 的 ,也 可 以 是 无 限 
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的 . oCz) 为 [a,b] 上 的 权 函 数 , 即 它 满足 下 面 三 个 条 件 
(1) o(z) >0,V = € [a,b]. 


(2) fodar > 0. 

(3) | | z lolde 存在 并 有 限 ,Yn 之 0. 
如 果 取 p(z) = 1, 那 么 式 (4. 5. D 就 化 为 通常 的 积分 . 
4.5.1 高 斯 型 求 积 公式 


现在 用 n 个 不 等 距 的 节点 Lir Tzs’ X. Ü 其 中 =L € [a,b] 
(k=1,2, ,n) ,对 了 进行 插值 , 则 有 


f) =F fn) eH 
k=l 


CT — Ti )wn CT) 


f[z,zi "z. Jo,(z), < € lab], 
. 其 中 

wa (z) = (zm — X(T— xr) (z — z,)> 
f[z,zi," z, JEE n NAN. 
用 权 函 数 p 乘 上 式 并 在 [a,5j 上 积分 得 


Ic = fofoa = DAfC(z) FECF), (4.5.2) 
€ k=1 
其 中 
A = [pw eS dr， (4.5.3) 


I— Tw , (zm=;) 
ECf) =ICf) — J Afa) 
= f'o flea sE," m. Jo (z)dz. (4.5.4) 
如 果 f 取 为 n 一 1 次 多 项 式 , 则 有 
I(f) = SAS), 
k=l 
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如 果 f 为 次 数 不 高 于 2n 一 1 次 的 多 项 式 ,那么 f 的 插值 多 项 式 的 
” 余 项 中 firri sor HIKER AF n 一 1 次 多 项 式 . 设 {g;) 为 
[a,5] 上 关于 权 函 数 o 的 正 交 多 项 式 族 ( 见 3. 4 节 ), 则 有 

f[z,zi 9 z, = Saga), 
因此 


b m-l 
EP = [pawa Yag G)dz 
a k=0 


ml b 
= Daf pwn gz)dz. 
二 名 外。 


如 果 把 非 等 距 节点 取 成 正 交 多 项 式 g, RIMA on Mg, 只 差 一 
-个 常数 因子 , 即 wm 一 cg,, 这 样 , 利 用 正 交 性 得 


nl b 
ECP = a >a [C.C adz = 0.. 
k=0 a 


所 以 ,只 要 把 插值 节点 取 作 在 [ae,b] 上 带 权 p 的 正 交 多 项 式 g, 的 
零点 ,就 可 以 使 具有 个 节点 的 求 积 公 式 


[G fGyaz ~ DAS (4.5.5) 
£ k=1 


的 代数 精度 达到 2n 一 1. 

定义 4.5.1 车 nn 个 节点 的 插值 求 积 公式 (4. 5. 5) 的 代数 精 
度 是 2n 一 1, 那 么 称 求 积 公 式 是 高 斯 型 求 积 公式 . 其 节点 称 为 高 
斯 点 . 

如 果 节 点 z, 取 为 正 交 多 项 式 g, 的 零点 ,并 设 a, 为 g, 中 xz" 的 


系数 ,B = ant/anvos = | oz)[e.(z)]*dz, 那 么 式 (4.5.5) 对 次 
数 小 于 2n 的 多 项 式 f 成 为 等 式 , 系数 A, 化 为 


A, = (k=1,2,%%,n). (4.5.6) 


= i P 
g. (zm,)g,_ (T) 
定理 4.5.2 ”对 于 高 斯 型 求 积 公式 (4. 5.5) , 若 f€ C[a,b], 
。186 。 


那么 有 
ec) fer) dr 一 DAS aD 


b s 
=a PS Colo, aF dz, 7 € [a,b], 


其 中 o,(z)=(z—m=)'(z—m=,). 
定理 4.5.3 高 斯 型 求 积 公式 (4. 5. 5) 中 的 系数 A, k=l, 
2,…,n) 全 部 为 正 . 


令 
aP = PAS a) 
k=l 
有 下 面 定理 . 
定理 4.5.4 BFH fC) Ck=1,2,…,n) 的 近似 值 , 屠 
么 有 
L&P -QD |< max | f (zo) — f) | [pls)dz. 


定理 4. 5.4 说 明 采 用 高 斯 型 求 积 公式 在 数值 计算 中 是 稳定 
的 .下 面 给 出 收敛 性 定理 . 
定理 4.5.5 设 fECLa,6], 对 于 高 斯 型 求 积 公式 (4. 5.5) 有 


imQ? (p) = [pC fear, 
其 中 
Q> (D = DAP fa”), 
1P G=1,2,-- DARMA? 为 求 积 系数 ,上 标 (n) 表 示 它们 
依赖 于 变化 着 的 n. 


出 于 正 交 多 项 式 随 区 间 、 权 函数 不 同 而 不 同 , 因 此 有 不 同类 型 
的 高 斯 求 积 公式 . 
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4.5.2 高 斯 - 勒 让 德 求 积 公 式 


设 区 间 [a, 纪 =[ 一 1, 菇 ,在 [一 1,1] 上 取 权 函数 p(x) 三 1, 那 
人 P,, 


eb 
Fiir 


ië FE C[ 一 1,1] ,那么 高 斯 求 积 公式 化 为 
f Sdr = DASD ERE] 4.5.7) 
其 中 高 斯 点 x1 ,zs，… z, 为 勒 让 德 多 项 式 P, (x) 的 零点 , 求 积 公 
式 (4.5.7) 称 为 高 斯 - 勒 让 德 求 积 公式 . 公式 4. 5. 7 中 求 积 系数 


-i2 1 
A, NN n Poi (z, )P'*, (z, )° 


高 斯 - 勒 让 德 求 积 公式 (4. 5. 7) 中 的 高 斯 点 xz, 求 积 系数 A, 
见 4. 16 节 中 表 4. 23. 
定理 4.5.6 s: 求 积 公式 (4. 5.7) 的 误差 


nf DD, qE [一 1,1]. 


P, (x) = 


2 
R.Lf] = Fay AFI 


由 表 4. 23 的 节点 z, 和 系数 A, AA 8 3 - Sh iE RA 
RA. 5.7) 容 易 计算 出 积分 的 近似 值 ,而 且 精 度 相当 高 . 表 4. 9 列 
出 了 定理 4. 5. 6 的 误差 ,可 以 看 出 f” (9) B) 3 3 F ERR. 


表 4.9 


"R — 1 “Ki 
s "Op 1237732650 P 


L po Se 
Ig (0 548984486150 P 


DV v< — tO 
15750f" P 470050192111500J P 


enim Ze 
3472875 P 


例 4.5.7 用 牛顿 - 科 茨 求 积 公 式 和 高 斯 - 勤 让 德 求 积 公 式 计 
算 积 公 


IC) = E vz Fl. 5dz. 
解 ” 积 分 精确 值 I(f) =2. 399529. 计算 结果 见 表 4. 10. 


# 4.10 


[Was | 
2. 401843 
由 表 4.10 可 以 看 出 ,在 节点 数目 相等 的 情况 下 ,高 斯 - 勒 让 德 
求 积 公式 的 结果 更 为 精确 . 
对 于 权 函 数 o=1 的 在 任意 有 限 区 间 [a,5] 上 的 积分 ,可 以 通 
过 自 变数 的 线性 变换 


t= 


Newton-Cotes 


2. 288246 


2. 395742 


把 积分 化 为 标准 区 间 [ 一 1,1] 上 的 积分 
Lee = tf st). 
例 4.5.8 用 高 斯 - 勒 让 德 求 积 公式 计算 积分 
rep = f'e coszdz. 


解 ” 积 分 精确 值 为 一 12. 0703463164. 用 高 斯 - 勒 让 德 公式 计 
算 的 结果 见 表 4. 11, 可 以 看 出 这 是 相当 好 的 (这 个 积分 在 例 4. 3. 6 
中 曾 分 别 用 复合 梯形 公式 和 复合 辛普森 公式 计算 过 ). 
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# 4.11 


E,- 


n 

2 — 12, 33621046570 2.66X 107! 
3 — 12. 12742045017 5.71X 107? 
4 —12. 07018949029 —1.57X 107 
5 — 12. 07032853589 —1.78X10-5 
.6 —12. 07034633110 1.47X10-s 
7 一 12.07034631753 1.14X10- 
8 一 12.07034631639 < 一 5.0X107-22 


高 斯 - 勒 让 德 求 积 公式 的 误差 由 定理 4. 5. 6 给 出 ,但 是 在 很 多 
应 用 中 ,用 被 积 函 数 求 导 的 办 法 来 估计 误差 是 不 方便 的 . 此 外 有 的 
被 积 函 数 没 有 高 阶 导数 或 不 可 导 , 因 而 不 能 采用 这 样 的 方法 来 估 
计 误 差 .下面 两 种 方法 在 估计 求 积 公式 的 误差 是 经 常 采用 的 . 

(1) 用 更 高 阶 的 高 斯 - 勒 让 德 求 积 公式 来 检验 其 结果 . 

(2) 把 积 公 区 间 分 成 几 个 子 区 间 ,在 这 些 子 区 间 上 采用 同样 
的 高 斯 - 勒 让 德 求 积 公式 . 

例 4.5.9 四 方法 (1) 来 计算 积分 Laz. 


解 ” 以 I, 表示 用 x 个 节点 的 高 斯 勒 让 德 求 积 公式 计算 的 结 
果 , 有 
I, = 0. 693122, 
I = 0.693146, 
I; = 0. 693147. 
可 以 看 出 , 和 Is 相当 靠近 ,因此 取 I 作为 积分 的 近似 值 . 
应 该 注意 ,数值 接近 有 些 是 虚假 的 ,因此 还 必须 用 更 高 阶 公式 


来 检验 . 例如 计算 积分 
j. 1 
=f 0 
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I, = 1.585026, 

1, = 1.585060, 
由 此 似乎 可 以 看 出 , 取 1. 585 作为 近似 值 就 有 4 位 有 效 数字 ,但 用 
五 个 节点 的 高 斯 - 鸡 泪 德 求 积 公式 就 关 出 上 页 结果 不 对 积分 工 的 
精确 值 应 是 1. 582233. 

方法 (2) 的 使 用 可 以 取 不 同 的 方式 . 最 简单 的 就 是 先 把 积分 区 

间 分 成 两 个 相等 的 子 区 间 ,而 在 每 个 子 区 间 上 采用 同样 的 高 斯 - 
勒 让 德 求 积分 式 . 


例 4.5.10 用 方法 (2) 来 计算 积分 1 一 | laz. 
解 ” 先 把 积分 区 间 二 等 分 ,有 

1.5 1 2 1 

=f laz+| Lar 


-fh 5+u du + |! 1 地 ad 


对 上 面 的 每 个 积分 应 用 三 点 高 斯 - 勒 让 德 求 积 公 式 有 
I = 0. 405464 + 0. 287682 = 0. 693146. 
_ 分 区 间 的 过 程 可 以 继续 下 去 ,直到 子 区 间 (as ,b) 上 的 积分 近似 值 


S [aT tb)]R [+G tb),b) EURA MZ 


在 允许 的 误差 范围 之 内 . 

上 述 计算 过 程 的 缺点 是 前 次 计算 的 函数 值 没 有 利用 ,为 克服 
这 个 缺点 可 采用 和 鲁 宾 逊 (Robinson) 方 法 . 其 方法 如 下 : 先 用 三 点 
高 斯 - 勒 让 德 求 积 公式 进行 计算 ,然后 把 积分 区 间 分 为 三 个 子 区 
间 , 使 其 每 个 区 间 的 中 点 为 求 积 的 节点 z, (k=1,2,3), T JE X [E] 
(一 1,1) 分 为 (一 1, 一 a),( 一 a,a),《as,1), 其 中 a=2V0.6 一 1. 最 后 
把 三 点 高 斯 - 勒 让 德 求 积 公 式 应 用 到 这 三 个 区 间 . 
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例 4. 5. 11 用 Robinson 技巧 计算 I= px lar. 
解 


=f: l du 
-1 3 十 & 
-| st -dx 十 | 二 t] = — du 


=. srat te, 二 do+ 

中 TFT 

其 中 a=2V0.6 一 1,y=V0.6,8==1 一 7. 
计算 (用 三 个 节点 的 高 斯 - 勒 让 德 求 积 公式 ) 得 

Iæ 0. 203270 + 0. 370303 + 0. 119574 

= 0. 693147. 
这 样 的 过 程 可 以 继续 下 去 ,如 果 在 子 区 间 (a ,6b;) 上 直接 用 三 点 高 
斯 - 勒 让 德 求 积 公式 ,所 得 到 的 积分 值 与 在 该 区 间 上 用 和 鲁 宾 逊 方 
法 的 积分 值 之 差 在 允许 误差 范围 内 , 即 得 计算 结果 . 


4.5.3 高 斯 - 切 比 雪夫 求 积 公式 


以 区 间 [a, 刀 =[ 一 1,1], 权 函数 o(z)= 的 正 交 多 项 式 


序列 为 切 比 雪夫 多 项 式 


了 T,(Zz) = cos(n arccosz) 


构成 的 序列 {T,}. 设 f€EC[ 一 1,1], 高 斯 求 积 公式 为 


1 il y z 
(z)dz = DJA f(a) + R,L f], .5. 
f S > sf Gay) + R,[ f] (4.5.8) 


其 中 z Hn 次 切 比 雪夫 多 项 式 T。(z) 的 零点 , 求 积 公式 (4. 5.8) 
称 为 高 斯 - 切 比 雪夫 求 积 公式 . 
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1 
[/1—=:' 


定理 4.5.12 设 f€EC”"[ 一 1,1], 高 斯 - 切 比 雪夫 求 积 公 
式 (4. 5.8) 的 误差 为 


RLS] = ja 
例 4.5.13 计算 积分 
p= | Ear 
f i 1— zx 
使 其 精确 到 107, 
解 利用 定理 4.5. 12， 人 
R.[f/] = 7€ [— 1,1], 
从 而 有 估计 


sm rf (2), 7€ [— 1,1]. 


=° 3 


| RAP |< e= B,, 


2r 
22"(2n)! 
对 于 n=4,B, =1.66X1075,T8 XF n=5,B; =4. 6X107, Ke 
JR n=5. 利 用 求 积 公式 得 
I(f) == 3.977463. 


4.5.4 高 斯 - 拉 莱 尔 求 积 公式 


区 间 [a,6j==[0, 十 oo), 权 函数 plr) =e, rE LO, +o) 
高 斯 求 积 公式 为 
| sod = SA GO +R,Lf), (4.5.9) 
” k=l 
其 中 节点 zi(R 一 1,2, ,n) E: n 次 拉 盖 尔 多 项 式 
001 
dz 
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的 零点 ,而 系数 
Es (n!)° 
L, Ctr) Len (zs) ° 


ARC. 5. 9) 称 为 高 斯 - 拉 盖 尔 求 积 公式 . 节点 z, 与 系数 A, 可 见 


4.16 节 中 表 4. 24. 
定理 4.5.14 设 f€C”(0,oo), 高 斯 - 拉 盖 尔 求 积 公式 的 误 


差 为 


A, 


(CIDH 2n) co 
RLA] = can)if (Q), 7E€ [0,co). 
例 4.5.15 用 高 斯 - 拉 盖 尔 求 积 公式 (4. 5.9) 计 算 积分 
I(f) = 1. etingiz 
解 ”解析 求解 1(f) 二 0. 5 用 高 斯 - 拉 盖 尔 求 积 公 式 ”一 2， 
I (f) =0.43246. n=3, I, ( f) =0. 49603. 
4.5.5 高 斯 - 埃 尔 米 特 求 积 公式 
区 间 [a, 妇 一 (一 covco), 权 函数 p(z) =e” z€ (一 o0,00). 
此 时 高 斯 求 积 公式 | 
Ü e /nar = DN Af Cr) + R,[ 1, (4. 5. 10) 
其 中 节点 z, (k=1,2,--- ,n)28 n 次 埃 尔 米 特 (Hermite) 多 项 式 


H, (z) = (— "e° E <= 


的 零点 ,而 系数 


A= — 2H nn 
* H(zr) Hn aa) 


求 积 公式 (4. 5. 10) 称 为 高 斯 - 埃 尔 米 特 (Gauss-Hermite) 求 积 公 
式 . 节点 zk 及 系数 A 可 见 4. 16 节 中 表 4.23. 
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定理 4.5.16 j f€ C"(—co ,co) ,那么 高 斯 - 埃 尔 米 特 求 积 
公式 的 误差 为 


IVT pon 
R,[f] = POD a, qE (一 coyco). 


4.6 预先 给 定 节点 的 高 斯 求 积 公 式 


在 nn 个 节点 的 高 斯 求 积 公 式 中 ,节点 是 取 为 带 权 函 数 p(z) 的 
nn 次 正 交 多 项 式 的 零点 .但 是 在 有 些 应 用 中 ,希望 一 个 端点 或 两 个 
端点 预先 固定 ,由 此 就 要 对 高 斯 求 积 公式 作 一 定 的 修正 . 

最 常用 的 情况 是 求 积 区 间 为 [一 1,1]. 把 区 间 [ 一 1,1] 的 一 个 
端点 一 1 或 1 预先 固定 的 高 斯 求 积 公式 称 为 高 斯 - 拉 道 (Gauss- 
Radau) 求 积 公式 . 把 区 间 [ 一 1,1] 的 两 个 端点 一 1 和 1 都 预先 固定 
的 高 斯 求 积 公 式 称 为 高 斯 - 洛 巴 托 (Gauss-Lobatto) 求 积 公 式 . 


4.6.1 高 斯 - 拉 道 求 积 公式 


m bc = | ,f(z)dz 的 高 斯 - 拉 道 求 积 公式 为 
ICP = 3fCD+ SACz) HRI] (4.6.1) 
其 中 zk 二 2,3,… ,nn) 是 多 项 式 
$Cz) = [Pm (1) +P,(z)], z€ [—1,1J 
r+1 


的 零点 ,P, (x) 为 n 次 勒 让 德 多 项 式 ， 


=l _ 1 N 
1— z, [P m (zm, ) ]° ° 


求 积 公式 (4. 6. 1) 中 仅 有 一 个 端点 z 一 一 1 预先 固定 . 求 积 公 
式 对 于 n= 二 2,3,4,5 的 节点 和 系数 见 表 4.12. 


A, 
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A, Ikn) 


z, (1<k=<n) 


=1 
0. 333333 
ef 
—0. 289898 
0. 689898 
=] 
—0. 575319 
0. 181066 
0. 822824 


222222 
752806 
. 024972 
125000 
657689 
776387 
440925 


一 1 0. 080000 

一 0.720480 0. 446207 

5 一 0. 167181 0. 623653 
0.446314 0.562712 

0. 885792 0.287427 


定理 4.6.1 设 f€ Co-:[ 一 1,1], 那 么 高 斯 - 拉 道 求 积 公式 
的 误差 为 


2e n à BENS R 
R,[f] = KEES ARA SELD FEE,1]. 


4.6.2 高 斯 - 洛 巴 托 求 积 公式 


E r= l,.z.=1 预先 固定 积分 IC) = | f(z)dz 的 高 
斯 - 洛 巴 托 求 积 公式 为 


1 
s | se. 
[zea = D+] 
= A > 
DAS) + R,L fJ], (4. 6. 2) 


其 中 z, (k= 二 2,3,…,n 一 1) 是 多 项 式 Pha (Zz) 的 零点 ,P,-1 (z) 3 
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n 一 1 次 勒 让 德 多 项 式 . 


AÁ, = (w, #+ 1). 


2 
n(n— 1)[ Pm (z,) J° 


高 斯 - 洛 巴 托 求 积 公式 的 节点 z, 和 系数 A 见 表 4.13. 


mm 4.13 


ol e|jea||- ¿|= 


lš als 


° a 


+0. 654654 


+0. 285232 0.554858 
OIIIEKLƏGIIG I 765055 0.378475 
OIIIEKLƏGIIG I 0.066667 


定理 4.6.2 设 fEC”" [一 1,1], 那 么 高 斯 - 洛 巴 托 求 积 公 
式 (4. 6. 3) 的 误差 为 


Aena ( 一 1)322 一 ) 一 2 t 4 N 3 
RLf] =- 0 anD pobrei, FP, qE [11] 


在 高 斯 - 洛 巴 托 求 积 公式 中 ,被 积 函 数 f(z) 要 在 == +1 处 计 

算 函 数值 ,因此 失去 了 两 个 自由 度 ( 注 意 ,高 斯 - 洛 巴 托 求 积 公式 

中 要 在 x 二 一 1 R r= 处 计算 f(z) 的 值 ,因而 失去 了 一 个 自由 

度 ). 由 此 可 知 ,n 个 节点 的 高 斯 - 洛 巴 托 求 积 公式 的 代数 精度 为 
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2n—3.—B 个 节点 的 高 斯 - 勒 让 德 求 积 公式 的 代数 精度 为 
2n 一 1. 然而 ,如 果 知 道 被 积 函 数 f(x) 在 区 间 的 端点 上 取 值 为 0， 
则 宜 使 用 高 斯 - 洛 巴 托 求 积 公式 (对 高 斯 - 拉 道 求 积 公式 也 类 似 ). 
这 种 情况 下 ,nn 十 2 个 节点 的 高 斯 - 洛 巴 托 求 积 公式 只 需 计算 nn 个 
函数 f(z) 的 值 ,而 且 具 有 2n 十 1 次 代数 精度 . 注意 ,n 个 节点 的 高 
斯 - 勒 让 德 求 积 公式 也 需要 计算 n 个 函数 f(x) 的 值 ,但 代数 精度 
仅 为 2n 一 1. 
例 4.6.3 用 5 个 节点 的 高 斯 - 洛 巴 托 求 积 公式 计算 积分 


IC = cos 至 dz 
-1 


% 1(7) 的 精确 值 为 全, 取 5 位 小 数 为 1. 27324. 由 于 被 积 函 
数 在 积分 区 间 [ 一 1,1] 的 端点 取 值 为 0, 因此 5 个 节点 的 高 斯 - 洛 
巴 托 求 积 公式 仅 需 要 计算 3 个 函数 值 . 
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ICf) 六 90cos x (— 0. 654654) 十 站 cos0 十 


aeos T X (0. 654654) = 1, 2732, 
利用 高 斯 - 勒 让 德 3 个 节点 的 求 积 公 式 , 同 样 要 计算 3 个 函数 值 ， 
其 结果 是 

ICF) ~ 1. 27412. 


两 者 相 比 ,显然 高 斯 - 洛 巴 托 求 积 公 式 更 为 精确 . 


4.7 切 比 雪夫 求 积 法 


对 于 积分 
Ic) = [| Faz, 


MR f 是 [一 1;1] 上 的 有 界 变 差 的 连续 函数 ,那么 f 可 以 展 成 一 
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致 收敛 的 切 比 雪夫 多 项 式 的 级 数 


f(z) = + 


其 中 Ti(X)(k 二 0,1,…) 是 多 项 式 ， 


A To(z) +A Tı (2) +A;T;(z) + (4.7.1) 


„2 fe) T, . 2f 
A, m A A dz „12080 costo do. 
k =0,1,2, (4.7.2) 


切 比 雪夫 求 积 法 就 是 先 将 被 积 函 数 f(z) 展 成 式 (4.7.1), 然 后 取 
级 数 的 部 分 和 


S.G) = +A HAT iz) +e +AT, (Cz)， 


， x € [一 1,1] (4.7.3) 

来 近似 f(x). 
直接 用 公式 (4.7.2) 计 算 系 数 ,一 般 相 当 困 难 , 因 此 通常 采用 

近似 式 S, (xz). 下 面 给 出 两 种 方法 . 
(1) S.(z) 取 为 


S(x) = 5>7b,T,(z), (4.7.4) 


其 中 求 和 号 D 右上 方 的 “表示 第 一 项 要 用 二 来 乘 .而 


b, 一 FIS ODT, a). (4.7.5) 
ERP Tk 取 为 
PA cos( 2+ 至) G= S fs. KEE 


1 1 ~ r 
IP = f! fedea |' Sade = X [| bT, dz. 


r=0 
由 于 
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Ti Cx) + co r= 0, 


1 = 
[reoaz= TG) +e r=1, 
1 T, (z) T- (x) 
Aar C ar 
其 中 积分 常数 coycl 和 cs 已 作 了 调整 . 
因此 得 
人 r 为 奇数 ， 
T,(z)dxz = 1 1 
Š PFI Fp: TARR: 


把 上 式 代入 工 亡 的 近似 式 有 
[z] 
I(f) = f sdz ~ 2) Bme (4.7.7) 
其 中 | gn ERDFEF n 的 最 大 整数 
bz, =[L 


bzr — bze 
2r 十 1 


(2) S, 的 另 一 种 近似 式 取 为 


Bs = (r= 0,1,.,s— 1). 


S, C) = eT,(z) (4.7.8) 


r=0 


=+ TD + ei Ti (z) +- + rc E HaT, (a) 
ATANT D rus, 一 项 和 最 后 一 项 
HERR. 


= = 2 yy FEDT, a)» (4.7.9) 
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式 中 ”意义 同 前 ,zx 二 cos 色 (k=0,1, sn), 
求 积 公式 为 


1 和 [#"] 
rp = f| fdr f 5ndr= X cms (4.7.10) 


jiii 一 


Cor 一 E Comi = T ER — acaz), 
2s+1 2s— 1 
- [3 ] -f7 2s=n, n2, 
s= 7” ， a= 
l, 2s=n, 


n = gge ema) r= 0,11, — 2. 
例 4.7.1 用 切 比 雪 夫 求 积 法 计算 积分 
rp = | laz. 
解 ICf)=In2ss0.69315. 
先 用 线性 变换 z 一 亏 (x 十 3) 把 积分 区 间 [1,2] 变 为 [一 1,1]， 
这 样 有 


采用 方法 (2), 取 z 一 2, 则 有 
co 一 +f) T(z) + f(zi) To (zi) + T fad TG), 


其 中 zo 二 一 zs = 1,z=0. 计算 得 一 站- 同 理 有 s= TA 


= ll à 
G 44 16, 由 此 得 工 的 近似 值 
11 风光 20 
I~ (itia) 36 0. 69444. 


° 201 ° 


取 n=4,# 
co = 0.70710, <, = 0.00674, c, = 0.00122, 


因此 得 
cs = 0.0012, cs = 0.00674, c, = 0. 68627. 


这 样 可 以 得 出 了 的 近似 值 
I == cí + c; + c; = 0. 69313. 


这 是 一 个 很 好 的 近似 结果 . 


48 三 次 样 条 函数 求 积 法 


用 代数 插值 多 项 式 P, 来 代替 被 积 函 数 f ,可 以 得 到 许多 实用 
的 求 积 公式 . 用 三 次 样 条 函数 S 来 代替 被 积 函 数 f ,以 求 得 到 新 的 
求 积 公式 ,这 种 方法 称 为 三 次 样 条 函数 求 积 (numerical 
integration by cubic spline). 


为 计算 定 积分 
P = [epar， 


可 先 将 区 间 [a,6] 分 成 n 等 分 ,其 节点 为 
mn =a+kbh (k=0,1,, n), 


其 中 心 = 所“ ,而 且 在 节点 的 两 端 处 各 延 拓 一 点 ,z-; 一 a 一 hh， 


r, =a+(n+1)h. 
设 S 为 被 积 函 数 的 三 次 样 条 插值 逼近 ,那么 对 任 rE [a,6] 有 
n+l 
fæ) ~ Sla) Dans a = ): 
由 此 可 以 得 到 
IP = | sczdz= > | oa:( 于 至 )dz， a.s. D 
=s ; x= = s: :( h ) ` . Š. 
对 于 n>3,# 
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KA) ~| scdz = L.C) 
=Z Tasa) + (e +e) + 
23 Lu i 
TAG Hemi) +A Xc. (4. 8. 2) 


4.8.1 一 般 情 况 的 求 积 公式 


为 了 确定 公式 (4. 8.2) 中 的 ce(CE 一 一 1,0,…,m 十 1) ,可 用 三 次 
样 条 函数 的 第 一 边界 条 件 来 解决 .由 三 次 样 条 函数 的 第 一 边界 条 
件 的 条 件 可 以 得 到 如 下 关系 ， 


n+l 
f(z0) = >) aN C Pb 


k=—1 


= OkO 二 ago: (一 1) enh) 
一 Za + La + r , 
mtl 
fx) = >e Q, — k) 
k=—1 
= c,Q.(0) +c, aQ, (一 1) + c, AG, (1) 
= Ze £ r + Lem (4.8.3) 
KOFESA n 
To Z, 3 项 , 
| 二 Cati 一 Cn 
f (=, xs Fn g 7i PPK ss 
m+1 
f(z) = 210, (k— j) 
j=- 


= CNl (0) + c i (h (— 1) + c-i h (1) 
= ša Han ++ (k Fat 1,2,-° n — 1). 
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由 公式 (4. 8. 3) 的 各 式 可 以 得 到 


mi 
hY) fr) =h 
k=l 


1 一 2 h 
> Ck 十 一 (co 十 cv) + 
km? 6 


Žala Hemi) 名 [f(zo) 十 (zu] 


=E ce +e) + kta Hem) +È Cea + esa), 
由 上 面 两 式 得 
= 
Lafe + faz) +2 Df) ] 
k=1 


=A +È Cn ER EE 


其 中 I.Cf)BR K (4. 8. 2) 所 定义 . 再 利用 公式 (4. 8. 3) 的 第 三 式 和 
第 四 式 可 得 到 求 积 公式 
IA SL 


` ml 
=$ (fea) + fa) +25 fC) )+ 
kml 


2 
B(S Cao) — f CoD). (4. 8. 4) 


这 就 是 三 次 样 条 函数 第 一 边界 条 件 的 求 积 公式 . 
定理 4.8.1 设 f€EC'[a,6b], 那 么 求 积 公式 (4. 8.4) 的 误差 为 


RIFI = KPLA = Pat fo, n€ Cab]. 


4.8.2 简单 情况 的 求 积 公 式 
ARA. 8. 2) 仅 对 n>3 时 才 成 立 , 因 此 对 于 n=1,n=2 这 两 
种 特殊 情况 必须 单独 讨论 . 当 n=1 时 ， 


f'a, (= )ar = f'a (== )dz= EYE = Hn, 
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Jo) fo 
由 式 (4. 8.1) 得 
IC) == ra +<) + Hace +a). 

xT = KP M MAI, (k= —1,0,1,2)n h AFARA 
确定 

一 ci 十 ci = 2hf (xo), 

ci 十 4co He = 6f(zxo)， 

co 十 4ci 十 cs = 6f(x1)， 

— c + c = 2hf (zm). 
解 之 ,得 
= (2f(zi) — f(ze)) -Èf a) +7f'(z0)), 


= (2f(zx0) — fe) HEF’ (zo) 十 (zi))， 
e = (2f(mzi) — f(x0)) - kG f'G) + f'(zo)), 


= (2f (xo) — f(x1)) ËF a) +1f'Ga)). 


由 此 得 到 
[Sde m Efa + fa) + a h E (ro) — f'(an)). 
(4.8.5) 
与 n=1 的 推导 相似 ,可 以 得 到 n= 2 的 求 积 公式 
[reoaz 


二 hf) HLS + fD + 19 C (zo) — f (x2)). 
(4.8.6) 
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例 4.8.2 用 三 次 样 条 函数 求 积 法 计算 积分 
,Vea 


; w oe 
解 ID= 了 (1 一 ( 启 ) )~0. 4309644. 
对 于 "一 1, 利 用 公式 (4.8.5) 有 
、 0.5 0.5°[_1 =+] 
,vaaz 六 [V65+1]+ Z|; 2 
= 0. 43109142. 
对 于 "一 2, 利 用 公式 (4. 8. 6) 有 
| Vzdz as 0. 43097338. 
0.5 
对 于 "一 3, 利 用 公式 (4. 8.4) 有 
Vrdr =s 0. 43096623. 


可 以 看 出 ,三 次 样 条 求 积 公式 对 于 n=1,2,3 分 别 有 三 位 、 四 位 、 五 
位 有 效 数字 . 


49 自 适应 积分 法 


被 积 函数 在 整个 积分 区 间 [a,5] 上 变化 不 是 很 均匀 的 ,如 在 某 
点 附近 函数 变化 非常 急剧 ,而 在 其 余地 方 的 变化 比较 平缓 . 这 种 情 
况 用 等 距 剖 分 小 区 间 的 复合 求 积 公 式 不 很 适合 . 为 了 使 计算 达到 
预定 的 精度 又 要 节省 工作 量 , 则 可 以 在 函数 变化 急剧 的 部 分 增多 
节点 , 即 子 区 间 分 得 细 , 而 在 阔 数 变化 平缓 的 地 方 减少 节点 , 即 子 
区 间 分 得 大 . 这 个 方法 称 为 自 适应 积分 法 (adaptive quadrature 


methods). 
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4.9.1 自 适应 辛普森 方法 


采用 逐次 将 区 间 二 等 分 的 方法 ,为 写法 统一 ,将 积分 区 间 [a， 
引 记 为 [aa 十 搓 , 其 中 h=b—a 为 区 间 长 度 , 称 原 区 间 为 0 级 区 
间 . 在 区 间 [a,h] 上 采用 辛普森 公式 (4. 2. 9) ,把 结果 记 作 


So = [fc +4/(a +£ )+ fath]. (4.9.1) 
将 区 间 分 成 两 个 相等 的 于 区 间 [a,a 十 分 m atata] ,这 两 


个 于 区 间 称 为 1 级 子 区 间 ,其 长 度 为 多 . 在 每 个 1 级 子 区 间 上 采用 


辛普森 公式 计算 积分 ,然后 相 加 并 令 
Sioen = Siak 十 Sattor” (4.9.2) 
再 将 1 级 子 区 间 中 的 一 一 个 或 所 有 的 两 个 二 等 分 ,所 得 的 子 区 间 称 


为 2 级 子 区 间 ,其 长 度 为 方 凡 ，…. 如 此 继续 下 去 ,最 后 将 区 间 


[a;a 十 有 分 成 nn 个 子 区 间 [ai,aiw1j(i==0,1,…,n 一 1) ,这样 有 
a= a < a, < + <a, <a, < - <a, 

=b=a+h. (4.9.3) 

子 区 间 的 长 度 一 般 是 不 同 的 ,如 果子 区 间 [ai,ai+i] 是 ~ 级 , 则 其 长 

度 为 

h 

“a 

实际 上 ,区 间 的 划分 (4. 9. 3) 是 根据 函数 的 变化 情况 而 定 的 ,函数 

变化 平缓 的 地 方 , 子 区 间 大 ,函数 变化 急剧 的 地 方 , 子 区 间 就 小 . 


Ë Saen 表示 1(f) = ffad 的 近似 值 , 那 么 有 


a — a, = 


mel 
Z S (2) 
Ra = So a °. 
im0 
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车 计算 ICDB9 tr 2 8 e, WJ fi 
| S... L, — IP) |< e. 


如 果 记 L.C = [reoaz, 则 上 式 化 为 


wl 
| D SL Z L. (D) |< e. (4.9.4) 


如 果 取 每 个 级 子 区 间 上 误差 控制 为 二 , 即 取 [ai,ai+i] 为 级 子 


区 间 , 则 当 
| SI; 


am sa E 

要 直接 验证 式 (4. 9. 5) 是 否 成 立 是 相当 困难 的 ,可 以 采用 间接 
方法 . 设 有 在 [awa,i1] 上 为 五 次 连续 可 微 , 则 辛普森 求 积 公式 的 
误差 


P |< e (4. 9.5) 


= 28 
r. a Cy e SO: =— uf Cn) 
一 一 am — a): f” (a: 十 Tas > <i j+ 
° ollan 一 ai)5) (a, < m < as), 
1 
Tens Cy) = Sua =: TA40 (am — aD f” h) 


5 ZO ai 一 Qi 
Sgn aD fe (a + )+ 
ol lasi 一 ai)5) (a, < p < an). 
MRAR ollan — a) WE 
2 w 
BA tos S。 S | 15 二 | Seo So | z 
因此 ,如 果 


| <£ 1 


Sn — < ; 
SP s > 


dirait 


(4.9.6) . 
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那么 式 (4. 9.5) 就 满足 ,从 而 式 (4.9.4) 也 满足 . 

在 逐次 二 等 分 区 间 的 过 程 中 ,可 以 根据 不 等 式 (4. 9. 6) 判 断 是 
否 要 将 一 个 7 级 子 区 间 继 续 分 成 两 个 相等 的 r 十 1 级 子 区 间 . 如 果 
式 (4.9. 6) 成 立 , 则 认为 在 子 区 间 [ai;,airi] 上 已 达到 计算 的 精确 
度 , 因 而 可 以 再 考虑 与 [ayai+i] 右 相 邻 的 那个 子 区 间 ; 否则 ,将 继 
续 分 [a; ,ai+1] 为 两 个 相等 的 r 十 1 级 子 区 间 . 


在 实际 计算 中 , 式 (4. 9.6) 的 右边 经 常用 10e KRE. 


4.9.2 计算 步骤 
将 区 间 [a, a 十 h],h=6 一 a, 分 成 两 个 相等 的 1 级 子 区 间 
[eath jaat hath ,区间 长 度 为 多 .在 这 两 个 1 级 子 区 间 


上 应 用 辛普森 求 积 公式 (4. 2. 13) ,得 到 结果 SD, 和 Spat A 
后 在 1 级 区 间 上 计算 
SI = Sia T Sw. +. 


在 1 级 区 间 aa ++ 上 比较 Sha SBa ;如果 不 等 式 
: 


|s I — Shag |< 10 x + (4.9.7) 


成 立 ， 则 说 明 在 1 级 子 区 间 | aa 十 冯 ] 上 已 达到 要 求 ， 然后 在 下 一 


个 1 级 子 区 间 [ 十 务 ,a 十 h | 上 计算 
Set ,oth z Sik.aran T Sor y-snarnath 
如 果 不 等 式 


[Soe Sn |< 10X + (4.9.8) 
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成 立 , 则 认为 在 整个 区 间 [a,a 十 四 上 计算 完成 , 令 
Sn Se + Sha ,. 
这 就 是 I( 放 的 近似 值 . 
如 果 不 等 式 (4. 9.7) 和 (4. 9. 8) 中 有 一 个 不 成 立 ,例如 式 (4. 9. DK 


成 立 , 则 不 考虑 1 级 子 区 间 [a 二 多 ,a 二 h], 而 将 [awa+ 名 |] 分 
成 两 个 相等 的 AFRA [aati | 和 [a 二 各,a 十 各]. 对 2 级 


FRA [a,a+ 委 ] 采 用 辛普森 公式 (4. 2. 9) 计 算 SU. M 
一 二 at he agao f Ji k £ Si P M se e+ 如果 
不 等 式 


| Saha — s: egl <10x £ (4.9.9) 


2: 
满足 ， 则 说 明 在 AFAM aratz | 上 计算 已 达到 要 来 继续 


在 其 右边 2 级 子 区 间 | 十 亏 hva 十 喜 去 h] 上 进行 类 似 计算 ,并 满足 


类 似 于 式 (4. 9.9) 的 不 等 式 , 此 时 可 取 
Saeni 一 Sida tS. arth 十 Set 和， ath 
为 天 万 的 近似 值 ， 
如 果 不 等 式 (4. 9. 9) 不 成 立 , 则 再 进一步 将 2 级 子 区 间 


[arati ] 分 成 两 个 相等 的 3 级 子 区 间 等 ,类 似 上 述 步 邓 继 续 
进行 . | 
例 4.9.1 用 自 适应 辛普森 求 积 公式 计算 ICP = 
J fads, 其 中 f(x) = Psin 19. 
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解 自 适 应 辛普森 求 积 方法 中 允许 误差 为 10…“. 方法 要 求 
23 个 小 区 间 . f(z) 的 图 形 及 小 区 间 的 端点 分 布 见 图 4. 3. 计算 有 


3 
[zea ~— 1.426014, 


此 近似 值 已 在 1.1X10 :的 精度 范围 之 内 ,其 中 计算 函数 值 的 总 
数 为 93. 
若 用 复合 辛普森 求 积 公 式 使 其 误差 小 于 等 于 1, h 的 取 


值 为 页 , 需 计算 177 次 函数 值 . 由 此 看 出 ,接近 于 自 适应 辛普森 
求 和 方法 的 两 储 . 


y= e= p ia [19) 


.0 1.25 1.541275 2.0 2.25 2.5 
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4.10 奇异 积分 的 计算 


奇异 积分 (singular integral) 的 计算 要 针对 具体 情况 选择 具 
体 方 法 . 


4.10.1 积分 变量 替换 


采用 积分 变量 替换 (change of the variable of integration) 可 
消除 奇异 性 ,举例 说 明 如 下 ， 
例 4.10.1 i rec[a, 习 ,计算 奇异 积分 


J = faz, n> 2. 
E ”为 消去 奇异 性 , 令 刀 =z, 那 么 将 积分 化 为 
"| fOr) udu, 
这 是 一 个 正常 积分 . 
例 4.10.2 考虑 积分 
IC) = | snzvi = 
解 被 积 函数 的 第 2 个 因子 V1 二 安 的 一 阶 导数 在 x 二 0 处 
ARA. 令 


u =y], 
那么 有 


I( f) = 2f u YZZ sin — ut) du, 
例 4. 10.3， 讨 论 
P fiat fode, 


Hh AEA, f€ C[o,aJ. 
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W 令 工 =w ,可 得 


1(f) = ute (ut) du. 
@ 4.104 常用 的 变量 替换 有 
Ë — s= [ reosoas, 


VI 一 好 


r = = = Ji: sin°u) du. 


Vz(1—z 
上 述 第 一 个 积分 可 使 用 高 斯 - 切 比 雪夫 求 积 公式 (4. 5. 8). 
应 注意 到 ,有 时 采用 变量 替换 可 能 没有 解决 问题 的 困难 . 例 


如 ,对 于 积分 | fCGomzaz, f e Clad], fo) Z 0, 若 用 变换 
u 一 一 Inz, 那 么 就 得 到 一 | ue*/(e*)du, 这 是 一 个 无 穷 区 间 上 
的 积分 ,因此 困难 没有 解决 
4.10.2 极限 过 程 
设 /(z) 在 z==0 的 邻 域内 无 界 ,反常 积分 可 以 定义 为 
rpdz = limf renpdr， (4.10.1) 


由 此 可 得 到 一 个 计算 方案 . 令 1>nd>rn> e J k k + 0 的 数 
列 , 例 如 = 2". iË 


EET A T + Pasa 


右边 的 每 个 积分 都 是 正常 积分 . 一般 地 , 当 | | adz| <en, 


计算 停止 . 
必须 注意 ,这 仅 是 一 种 实践 准则 . 
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例 4.10.5 计算 积分 
ee f 
pel- 


解 ” 取 /一 2-", 计 算 .=| 了 dr, 其 结果 见 表 4 14. 


1 
Ta 


38 4.14 


0. 28492598 
0.4744802? 
0. 68323927 
0. 81280497 
0.84029678 
0.84111612 
0.8411663 
0.8411692 


4.10.3 奇异 性 的 解析 处 理 


奇异 性 的 解析 处 理 (analytic treatment of singularity) 也 称 区 
间 的 截 去 方法 ,是 把 积分 区 间 分 成 两 部 分 ,使 一 部 分 有 奇异 点 而 另 
一 部 分 没有 奇异 点 . 如 果 


ia [faz 


中 被 积 函数 f 在 x 二 a 处 有 奇异 点 , 则 适当 地 选取 小 数 8 二 0, 可 使 
在 小 区 间 [a,a 十 6] 上 的 积分 值 处 在 允许 的 误差 范围 之 内 , 即 


| [Faz] = 
而 对 于 积分 
| Sdz, 


则 可 以 按 标准 的 数值 积分 方法 进行 . 
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例 4.10.6 计算 积分 
f g(r) 42, 
z? L. zt 
Hh g 在 [0,1] 上 充分 光滑 , 且 满 足 lg(z)|<1,zE[o,1]. 
解 ” 因 为 在 [0,1] 上 ,zt<<x+ , 则 有 
g(x) 1 


1 ER w F 
star? 


3 2x? j 
因此 


Liari ae 


如 果 精 度 要 求 为 10 , 则 a<c10 "° ,而 在 [8， 1] 上 的 积分 
f -E dx， 
zt + z? 
可 以 采用 标准 方法 进行 计算 . 
例 4.10.7 计算 积分 


2 f f inzdz. 
解 ” 先 将 积分 1 分 成 两 部 分 : 
I= | reomzaz + [flarar =I +L. 


假定 f(z) 在 [8,5] 上 充分 光滑 , 则 可 用 标准 方法 数值 计算 1. 假定 
f(z) 在 [0,e] 上 可 展 成 收敛 的 泰勒 级 数 , 并 使 用 初等 积分 


è 
| z'Inzdz= z 
° 


(H): 
= ŽŽ (m--Ł). 


这 样 可 得 到 
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= Pa f(m- a): 
对 于 给 定 的 精度 ,可 以 对 级 数 进行 估计 . 
JR f(z=)=cosr,b=4x,BDi+F3E 
I= f” coszinzaz. 
取 ô=0.1, W] 


I = | coszinzaz 
= _ y —- N A L EEP G e 
= (ln 一 1) È (Inò 3 )+ Zo [!n8 s) 
这 是 一 个 交错 级 数 , 取 前 三 项 可 以 求 得 T, 的 相当 精确 的 值 ,而 在 
[o. 1,4x] 上 的 积分 I; 可 以 用 标准 的 方法 求 出 . 


4.10.4 乘积 积分 


考虑 积分 
IP = fwaz, 


E+ w E — 4 ñ St HIRA, f J — 4" XG W BJ PR 3⁄. Fg — A R 
数 序列 f, ,使 得 
(1) 当 n 一 co 时 有 
I £— f. |== max | f(z) — fa) |— 0. 
(2) 积分 
L= [wn ar 


容易 计算 . 
乘积 积分 方法 (product integration method) 通 常 采用 f 的 分 
段 多 项 式 插值 f, 来 确定 I.(f), 可 以 用 乘积 梯形 方法 (product 
trapezoidal method) 来 计算 积分 - 
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b 
IC) = | reoiazaz. (4. 10. 2) 


令 n21h= Ë. = jhG=0,1,--,.n), f, 定义 为 了 在 节点 
Losy T, 上 的 分 段 线性 函数 插值 . 对 于 j=1,2,- n E X. 
f. Gy = Has; — z) flam) + (z zd) fCGz;)J 


(zi < z < zx;) (4.10.3) 
如 果 f 在 [a,56] 上 二 次 连续 可 微 ,那么 利用 插值 多 项 式 的 误差 估 
计 可 以 得 到 


A A 
由 此 有 | 
1rP 一 1CD IKË I” Nef’ 1 inz | az. 
而 IC 是 容易 计算 的 ， 


L= >P (as) [所 — a) f(z) " (z— Tja ye) Jaz 


IA 
= SAS), (4. 10. 4) 
其 中 
A = a 三 Ia， 
A 一 证 (£2= zo) lnzdz, 
A= 1 z 人 afe (z — z)]nzdz, 


jl 多 
j= 1 一 1. 


作 变 量 替 换 Z= Tj- =uh(0<u=<1) ;有 
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if (z 一 zi)lnzdz 一 分 Inh 十 hf’ unG —1+u)du 
五 一 ! 

z; 1 
+Í ° (z, — z)lnzdz = lnh +Ë a — lhg da 


1 
A Ck) = [anu + Dau, (4. 10.5) 


h(k) = fa —u)ln(u+k)du (k = 0,1, ;,n), 


YUo = 


Inh + hg: (0), 


to|>= 


r= $ Inh + hp Cn—1), 

; = hinh +hI[A G DHHG] G = 1,2,--,n—1), 
(4.10. 6) 

p Ck) $ Ck) SRK ROOT hsb 或 n, 因 此 它们 可 以 预先 计算 好 . 

pik) sp ORIAN 8 个 数值 见 表 4. 15. 


# 4.15 


—0.250 
0.250 
0.4883759281 
0. 6485778545 
0. 7695705457 
0. 8668602747 
0. 9482428376 
. 018201652 


--0.75 
0. 1362943611 
0. 4211665768 
0. 6007627239 
0. 7324415720 
0. 8365069785 
0. 9225713904 
0. 9959596385 


Nw t — Oj 
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4.10.5 削减 奇异 性 方法 


把 积分 TCF) = ffar 分 解 为 奇异 和 非 奇 异 两 部 分 ,奇异 


部 分 可 用 解析 方法 求解 , 非 奇异 部 分 可 应 用 标准 数值 方法 求解 .此 
方法 称 为 削减 奇异 性 方法 (methods of subtracting the 
singularity). 


例 4. 10.8 计算 奇异 积分 


精确 到 3 位 . 
解 分解 积分 为 


r= 2 E+|. e, = dz, 


第 一 个 积分 是 初等 积分 ， pE 注意 到 由 于 
去 (* 一 D 在 0 附近 性 态 与 Vz 相似 , 它 有 一 个 奇异 点 在 其 一 阶 导 


数 中 ,因而 使 数值 积分 不 精确 ,为 此 将 积分 写成 


_[f'l1+= 1 er 一 1 一 工 
= Ea |+] = == dz 


A + 0. 2583 =~ 2. 925. 


4.10.6 康 托 洛 维 奇 方法 
积分 
? , 
ro | TO 


的 被 积 函 数 了 存在 一 个 奇异 点 . 康 托 洛 维 奇 (Kontorovich) 方 法 不 
是 直接 对 TCF) 进行 求 积 . 而 是 选取 一 个 函数 g, 使 其 与 上 有 相同 的 
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奇异 点 ,并 在 给 定 的 积分 区 间 [a,5] 上 可 解析 求 积 ,而 且 f 一 g 有 
一 定 阶 的 导数 . 把 积分 写成 


[faz Š J gar +[ Eœ — z(z)Jaz, 


右边 第 一 个 积分 可 直接 求 积 ,第 二 个 积分 可 用 标准 的 数值 求 积 公 
式 计 算 . 

康 托 洛 维 奇 方法 应 属于 削减 奇异 性 方法 范畴 . 

函数 g 的 选取 ,有 很 多 方法 . 例如 被 积 函 数 f 用 公式 

f(z)=(r—p(r), a< c< b, rE€ [a,b] 
š (4.10. 7) 

来 表示 ,其 中 一 1 和 一 0,p Ela ,bJ L E 88638. ç 在 工 一 c 处 展 成 
泰勒 级 数 , 则 可 以 得 到 


f(z) [roae + PO aet + 
oO" += tE Oa o] + 
(r= fpa 一 和 0 一 Oz =e) 一 
So = - Sie]. 


(4. 10. 8) 
上 式 右边 第 一 个 方 括号 中 是 一 个 寡 函 数 , 可 以 逐 项 求 其 积分 ; 而 
第 二 个 方 括号 内 已 无 奇 点 , 且 相当 光滑 ,可 以 用 标准 的 数值 求 积 公 
式 计 算出 来 . i 
_ f: 1 , 
H 4.10.9 RI= f Zop" 的 近似 值 . 
解 ” 被 积 函 数 在 z=0 处 间断 , 且 可 用 公式 


f(x) = =ta — z) 
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表示 ,于 是 a= .c=0,0(z)=(— m) 5. 由 泰勒 级 数 展开 , 有 
ga) = 1++z+ $z + Še + Tas" +R,(z). 
因此 ,f 可 以 写成 | 
fa) = (rt tiat tiat at tit), 
其 中 


pa) -A A ie” E I 
war 


因此 
[t/t DE EESE 5 35 
1 | (: +yzt++z*+ig8z +7367" )dr+h 
= 1. 5691585 + I, , 


其 中 


用 ”= 10 的 复合 辛普森 公式 计算 L. 48 I, = 0.0016385, H k, 
得 I=1.5707970. 


为 比较 起 见 , 求 出 I 的 精确 值 ,T= 
是 相当 精确 的 . 
4.10.7 高 斯 求 积 


如 果 被 积 函 数 分 解 成 两 个 函数 的 乘积 ,那么 奇异 积分 常 可 应 
用 高 斯 型 求 积 ,考虑 
rs f'wa fda, (4. 10.9) 


其 中 w J — 4" 1 2E 69 3 ft 69 392 PR 982. 它 在 积分 区 间 [a,b] 上 存在 
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P= 1. 5707963. 由 此 可 见 


一 个 或 几 个 奇异 点 ,并 且 积分 | wardze = 0,1,…,n) 存在 ， 


”而 了 是 一 个 充分 光滑 的 函数 . 这 样 可 以 按 4. 5 节 的 方法 来 确定 积 
分 公式 的 节点 和 系数 . <o 有 以 下 几 种 特殊 情况 : 


(1) w(z)==(1 一 xz?) ,相应 的 求 积 公式 
[VITET fodra DAS), (4.10.10) 
kx k=1 
其 中 


误差 为 | 
E, = Ca Ta f” (9), 7E (— 1,1). 


(2) “G= z ` 让 二 ,相应 的 求 积 公式 


1 " 
= 
fN r zf (z)dz as DAS), (4.10.11) 


其 中 


n _ 2r 
2 A= gp 
误差 为 
PER | | 
E, (f) -e Ca" (7)， 7E (0,1). 
(3) w(z) 二 (1 一 +) ,相应 的 求 积 公式 
1 "n 
[vad FAS), — G.10.12) 
k=1 
其 中 


z =1—= 
(zk 是 2n+1 次 勒 让 德 多 项 式 Ponti 的 第 k TEFA), 
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A, = 2A, 
(2n 十 1) 一 2 Dah 
此 处 AP dQ-=2Tp mca) 下 是 2n 十 1 个 节点 的 高 斯 勒 让 
德 求 积 公 式 中 相应 于 节点 z, 的 系数 . 
误差 为 
2 [C2n + 1) 17 i 
EP ant At IF P’ 7E D- 
(4) w(z) 二 (1 一 +)-+ ,相应 的 求 积 公式 


) ; 
(x) Rs 
| {a DAS x), (4. 10. 13) 


k=) 
其 中 rn =1-— zil 是 2n 次 勒 让 德 多 项 式 P,, (>) R k + 
正 零 点 )， 
A, = 2AL™, 


此 处 Ap” = 


z | 
[Pca 是 2" 个 节点 的 高 斯 - 勒 让 德 求 积 
公式 中 相应 于 节点 z, 的 系数 . 

误差 为 


= 3 
E,(f) = 2 [(2n)1] zf» m € 0,1). 


(4n 二 1)[(4n)!1] 
(5) w= (1 一 心 ) 全 ,相应 的 求 积 公 式 为 高 斯 - 切 比 雪夫 
公式 (4.5.8). 


4.11 振荡 函数 的 积分 


Ea) = [rE dr, (4. 11. 1) 


其 中 K(z,t) 是 一 个 “振荡 核 ”, 即 K(z,t) 是 关于 工 的 振荡 函数 .而 
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7 为 非 振东 函数 . 伟 里 叶 积分 

[reosinazaz, [f(Deosnrdz 
为 典型 例子 . 
4.11.1 在 两 零点 之 间 的 积分 


设 被 积 函数 振荡 部 分 在 [a,6] 上 的 零点 为 az 二 Tz 二 … 一 
zp 夺 b, 那 么 将 [a,5] 上 的 积分 分 解 为 子 区 间 [zi ,ziti] 上 积分 之 
和 . 在 每 个 子 区 间 上 , 因 被 积 范 数 在 端点 之 值 为 零 , 所 以 可 以 采用 
高 斯 - 洛 巴 托 求 积 公式 (4. 6. 2) ,这 样 可 以 不 必 增 加 计算 量 就 可 以 
得 到 较 高 的 精度 . 例如 


2 Stor 
I f(z)sinmz dz = 下 f Ca)sinnz dz, 
等 式 右边 求 和 号 中 每 项 积分 的 被 积 函数 在 端点 处 的 值 均 为 零 , 因 
LEDs 
此 | ”f(z)sinnzdz 可 用 高 斯 - 洛 巴 托 求 积 公式 计算 , 若 用 5 个 


节点 的 高 斯 - 洛 巴 托 求 积 公 式 (2 个 端点 ,3 个 内 点 ) ,那么 在 每 个 
子 区 间 上 只 要 计算 3 个 函数 值 就 可 以 了 . 


对 于 | 7(z)cosnrdz 可 用 类 似 的 方法 计算 . 


4.11.2 3EBEJ E 
设 f 可 以 表示 为 
f(z) = Ya OEC z€ [a,b], (4.11.2) 
其 中 Cz) 是 [a16] 上 的 小 量 (当然 为 z HEN. + | 
WOD = [PDKT ddr (k= 1,2,=-,m) 
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可 以 用 初等 积分 显 式 表示 出 来 .如 当 g, (z) =r, Krt) = e hf 
就 是 这 种 情况 . 


b s b 
ID= | F@K Ddr = Dap + f'eDK Ddr 
a kaj a 


~ Jagt). (4. 11. 3) 
k=l 


上 述 算法 是 由 菲 隆 (Filon) 首 先 给 出 的 ,因此 称 为 菲 隆 算法 . 
考虑 积分 


IG) = | rr)sinkrdz、 


把 区 间 [a,65j 等 分 为 2N 个 子 区 间 ,在 每 两 个 子 区 间 上 用 f 的 二 次 
插值 多 项 式 来 代替 f ,那么 相应 的 积分 可 以 用 分 部 积分 准确 计算 ， 
于 是 


| repsinkrdz ask (alf (B)coskb — f(a)eoska ] + 


BSzn + rS;s-i) > (4.11.4) 
其 中 
_ b—a 
k= 7N’ 
“= 2 (y es (FF — = 2sin*0) ， 
s. 
B= B0) = Kt t cong 2singcosg] ， (4. 11.5) 
y = y(0) = — ， 
0= kh, 


Sin = +f(a)sinka +G Cao adka yE 


fa + 4h)sink(a + 4h) ++ +4 Osinkb, (4.11.6) 
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Sen- = fla + h)sink(a + h) + f(a + 3h)sink(a + 3h) 十 … 士 


f(b— h)sin(b — h). (4.11.7) 
类 似 地 ,有 
| y Ceycoskzaz =he[7Cb)sinM — fCa)sinka] + 
BC; + YC2nn}, (4.11.8) 
其 中 Czw-1, Con 与 Sonais San 相对 应 ,用 相应 的 cosg ÆRE 


sint 即 可 . 
应 注意 , 当 0 较 小 时 ,函数 ,8,y 有 泰勒 级 数 展开 


二 2 2 
a(0) = gT 3150 +s” 十 … 


RO = 2+ Eeto ie Fese (4.11.9) 


Eo. = 
7(0) = + — ie +f- maf + 
j 4.11.1 JH Filon wi 
Ik) = | rasinkzaz, 


其 中 f(z)= rcoszx. 


a -7" k=], 
解 1%» = f Zcoszsin&r dz = pp 
° 
E = k = 1. 


用 GRR 32 个 节点 的 高 斯 求 积 公式 ,用 2k X L, 与 2k X L, 分 别 
表示 以 sinkz 的 零点 划分 子 区 间 ( 共 2k 个 ) 上 四 点 与 五 点 的 高 斯 - 
洛 巴 托 求 积 公式 ,F, 表示 /一 2x/ 庆 的 菲 隆 方法 (4. 11. 4). 计算 结果 
见 表 4.16. 
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—0. 63466518 | —0. 63402096 | —0. 70206954 
—0.31494663 | —1.2092524 | —0. 34818404 
一 0. 20967243 | —1.5822272__ 一 0.23177723 


—0, 5587594 
—0. 2778962 
— 0, 18508448 


Fu 
10 一 0. 63466469 —0. 63466497 — 0. 63466508 
— 0, 31494462 一 0. 31494463 一 0. 31494463 
一 0. 20967248 一 0. 20967248 一 0. 20967248 


注意 到 , 当 上 越 大 时 ,振荡 越 严重 ,高 斯 型 求 积 公 式 精度 很 差 . 
但 对 于 小 的 上 ,高 阶 高 斯 求 积 公式 还 较 好 ,例如 , 当 n=l 时 ,积分 
准确 值 为 一 1. 57079633,Gss =— 1. 5704811; 当 n=2 时 ,积分 准 
确 值 为 一 4. 1887902,Ga: = —4. 1842807. 


4.12 无 穷 区 间 上 的 积分 


考虑 无 穷 区 间 上 的 积分 
IC) = [reoaz, (4.12.1) 
其 中 a 为 有 限 值 或 一 co. 


4.12.1 变量 替换 


对 于 式 (4. 12. 1) , 作 变 量 替 换 :一 ez, 可 将 区 间 [0, 十 co) 变 为 
区 间 (0,1). 因此 有 


oo 1 
f ET f 二 7( 一 Inpd =f EDan, (4.12.2) 


这 样 就 把 无 穷 区 间 上 的 一 个 积分 化 成 了 有 限 区 间 上 的 积分 . 若 
&(bDV 在 :一 0 的 邻 域内 有 界 , 那 么 式 (4. 12. 2) 的 右边 是 一 个 正常 
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积分 ,反之 ,积分 是 一 个 反常 积分 ,上 述 变 换 只 是 把 一 种 困难 转换 
成 另 一 种 困难 . 

变量 替换 还 有 许多 不 同类 型 . 

例 4. 12.1 计算 积分 


J: $sin laz, 
解 今 y= 士 ,那么 有 
Ë 总 sin Laz = | sinydy， 
对 siny 泰勒 级 数 展开 ,有 
| snydy= 1 一 5 1250 _ 元 += 
æ 0. 310268. 
4.12.2 无 穷 区间 的 截断 


将 被 积 函 数 的 “尾巴 ? 略 去 ,可 使 无 穷 区 间 化 为 一 个 有 限 区 间 . 
此 方法 要 求 事先 用 某 种 简单 的 解析 方法 估算 出 尾部 的 量 值 . 选取 
R>a,f# 


| reoyaz = 
其 中 。 为 允许 误差 , 那么 无 穷 区 间 上 的 积分 (4.12.1) 可 以 用 
人 re?dz 来 近似 . 
例 4.12.2 计算 


f e az. 

0 

解 ” 当 >z>R 时 有 :二 Rz, 所 以 有 估计 式 
"a Z CDS atra 
fe de< fe dz R° ° 
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对 于 R=4, 则 识 e “~~10-*, 因此 对 于 允许 误差 为 10-' 来 说 ,只 要 


计算 fet dz 就 可 以 了 . 
例 4.12.3 计算 


= -sinr 
i i+ 


J sis 4 
rj; = ss 
i Qtr 1 + z° 


那么 ,有 


| Snr a| =l n +r +. 


2i 1 + z° 


由 于 rn <0sra >00 AR lr > r, |> RAA 


(2k+1)= sinr 
| +r; + |< r= J: rL qz 


(2ktl1)= 1 1 
<j S< 2. 
车 截断 误差 为 10-! ,可 取 k=z28. 
4.12.3 无 穷 区 间 上 的 高 斯 求 积 公式 


无 穷 区 间 上 的 积分 . 高 斯 - 拉 盖 尔 求 积 公式 (4. 5. 9) 和 高 斯 - 
埃 尔 米 特 求 积 公式 (4. 5. 10) 是 使 用 最 广泛 的 . 下 面 作 些 补充 ， 
(1) 移 位 的 拉 盖 尔 公式 
对 于 积分 
[ef a, 
作 变 量 替 换 :一 z 十 a, 则 得 
[roya = [feae +ayaz, 
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右 端 每 个 积分 都 是 正常 积分 , 当 
[ewe <e 


时 ,计算 终止 . 
例 4.12.4 计算 积分 


= i e, 
i: TT 


解 取 六 一 2 忆 一 | 和 dz, 计算 结果 见 表 4.17. 


#m 4.17 


n £, 计算 函数 值 个 数 
0 0.57202582 35 

1 0. 62745952 52 

2 ` 0. 63043990 100 

3 0. 63047761 178 

4 0.63047766 

确 0. 63047783 


如 果 能 找到 | Sdr 的 一 个 较 合理 而 良好 的 估计 ,那么 可 


以 进行 外 推 加 速 . 
用 移 位 的 拉 盖 尔 求 积 公式 (4. 12. DAA: 12.4 中 积分 


oo Wi 
y: 
| 一 dz = c —— 


r IFT IFr' + rt 
用 里 查 森 外 推 法 有 
É = L$ (r, a) — L, 9(r,) 
I r 一 内 rs) ' 
$(7) = r, = 2" 


=> 1 十 天 
计算 结果 见 表 4. 18. 
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# 4.18 


0. 62996722 
0. 63046682 
0. 63047765 
0. 63047766 


注意 到 ,11 比 h 好 ,14 与 1, 几乎 相等 . 


4.13 重 积分 的 数值 计算 


4.13.1 基本 概念 
设 函 数 了 在 某 一 有 界 区 域 Q 内 有 定义 并 且 是 连续 的 ,计算 积分 
IP = f(z,ydzdy. (4.13.1) 


假定 积分 区 域 Q 是 由 两 条 连续 单 值 的 曲线 y=) y= plpa 
Wz)),a<z<28 和 两 条 垂直 线 r=a,r=b 围 成 的 ( 见 图 4. 4). 


图 4.4 


可 以 把 积分 (4. 13. 1) 表 示 成 
[re yda = faz/ fa Jd 
j . y š s sy2ay. 
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从 而 有 
e. J z (n!) n) 
[e f (z)dz = e PAG ta + GAY OF 
| (4.12.3) 
其 中 A ,zi(4 二 1,2,…,n) 分 别 为 拉 盖 尔 公 式 中 的 求 积 系数 和 求 
积 节 点 , 见 附 表 4. 21. í 
(2) 广义 拉 盖 尔 公 式 
MAR p(z) 一 zee la>), 
i x Iin ta t1) nw 
f re f(z)dr = BAr t at a (8) 
(0 << eo), (4.12.4) 


其 中 节点 z, 是 广义 拉 盖 尔 多 项 式 
Le (z) = Sen 


m=0 n— m 


"FaLa (4.12.5) 
m 


HRA, A =n! P(n+a+1)z /CLR:  Cz,)32, 
T(8) = Ferm dt. 


广义 拉 盖 尔 多 项 式 可 以 由 递 推 关 系 
(n+ DLS (z) =[(2n +a + 1) — r]L® (z) 一 
(nta) L, (z) (4. 12. 6) 


得 到 ,其 中 
Lor) = 1, LP (z) = 1+a-— zy. 


4.12.4 极限 过 程 
| raya = lm| ez?dz 
0 r=coJ 0 


提供 了 极限 过 程 . 令 0 二 ro 二 7 二 … 是 趋向 于 oo 的 数列 . 记 
F fwaz = f fGyaz+ f" Feadz + f” fade + ss 
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r) 
F(x) = f f(z,y)dy, 
pa) 
则 有 
b 
人 rer,drdy = | F(z)dz. 
. 
上 式 右 边 的 定 积分 可 以 采用 数值 方法 求 积 . 
由 cpardy = SGF a) (4. 13. 2) 
n k=1 
其 中 z, ELa,b],Ci(k 二 1,2,…,n) 为 求 积 系 数 . 对 于 
F(z) = PE F yy)dy， 
CEN] 
也 可 以 用 求 积 公式 
F(x) = SIB, fn yD (4.13.3) 


来 求 得 ,其 中 Bu 是 求 积 系 数 ， 
由 式 (4. 13. 2) 和 式 (4. 13. 3) 可 以 得 到 


[azas = SE GBuf (y), (4.13.4) 
n k=1 l=1 

此 公式 称 为 乘积 型 求 积 公式 . 

4.13.2 梯形 公式 及 其 复合 公式 


设 积分 区 域 是 矩形 
R=((z,y)l|la< z<< A, ó6ó< y< B), 
它 的 每 一 边 平行 于 坐标 轴 . 令 
z =a, m=AÀA, yx=b y =B 
于 是 得 到 4 DAC y) (k,1=0,1). 如 果 f ER 内 连续 , 则 有 


A pB 
[ra yaza =| dz| f Cz,3)dy. (4.13.5) 
R 
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利用 梯形 公式 计算 内 部 积分 
Nwaray 254[ Lay) + fley) ldz, 


对 上 式 右边 再 次 应 用 梯形 公式 ,可 得 
和 re,maray —4(B—6(A— DLS y) EFENI 
R 


(rzoyy) + f(zi xi). (4.13.6) 
此 公式 称 作 梯形 公式 . 
为 了 提高 精度 , 互 可 以 采用 复合 求 积 公式 ， 即 把 求 积 区 域 R 划 
分 为 一 组 矩形 ,而 在 每 个 矩形 上 应 用 梯形 求 积 公 式 . 
设 把 矩形 R 的 边 分 别 分 为 n 等 分 和 m 等 分 ,这 样 便 把 R 分 为 
边 长 为 六 和 的 mn 个 小 矩形 . 在 每 个 小 矩形 上 应 用 梯形 公式 得 


ml =l 
由 carday tE S SSCs) + 
s: i=0 j=0 


Jf (zi yj) + f (z+ ,y;) + f(x syad» 
Hp z, =ihGi=0,1,-,n),y,=jkh(j=0,1,:-- ,m). 
上 式 可 以 改写 为 


Sieds D Easan G4.13.7) 
R i=0 j=0 


其 中 心 是 下 面 矩 阵 4 的 相应 的 元 素 ， 
1 2 2 2 2 1 
2 4 4 e 4 4 2 


2 4 4 . 4 4 2 
A=|: i `: ” 
2 4 4 … 4 2 
2 4 4 +. 4 4 2 
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公式 (4. 13. 7) 称 为 复合 梯形 公式 . 
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4.13.3 辛普森 求 积 公式 及 其 复合 公式 


取 积分 区 域 为 

R= ((z,y)la< z< A,b< y< B), 
分 别 用 点 j 

ty =a, m=a+h, = =a+2h = A 
和 

yo =b, y=6+k, y =b+2k =B 
划分 区 间 [a,A] 和 [6,B], 其 中 

h = +A, k= e-o). 


这 样 得 到 9 个 点 (zi,yj)(i,j 二 0,1,2), 点 的 分 布 见 图 4. 5. 


4.5 


利用 式 (4. 13. 5) ,并 对 内 部 积分 用 辛普森 求 积 公式 ,有 
[dza 
R 


=£ [f resoaz+ | færde f rezvyodz| 


(4. 13. 8) 
再 对 上 式 右 边 的 每 个 积分 应 用 辛普森 求 积 公式 ,有 
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由 edrdy EILS Cao ryo) + flory) + f(xye) + 
R 


f(z;,y:)]+ 4[ f(z, syo) + f(zmo,5i) + 
ferry) + f(zi,y:)] + 16f (zy))}. 
l (4.13.9) 
此 公式 称 作 辛普森 公式 . 如 果 令 o 为 被 积 函 数 S 在 矩形 R 的 角 点 
上 的 值 之 和 ,o 为 f EEE R 的 每 边 中 点 上 的 值 之 和 ,o, 是 f fE 
EE R 的 中 心 上 的 值 ,那么 公式 (4. 13.9) 可 以 表示 为 


Neswaray = Ë, + Aa + 1600). 
R 


上 式 右边 的 mi CGi=0,1,2)3 W ML EH 4.5. 

为 提高 求 积 精度 ,一般 采用 复合 公式 . 设 把 矩形 R 的 每 边 分 
别 分 成 n 等 分 和 wm 等 分 ,这 就 得 到 了 nm 个 小 矩形 . 再 把 每 个 小 矩 
形 等 分 为 四 部 分 ,这 样 就 把 尺 剖 分 成 更 小 的 矩形 ,并 把 这 些 矩 形 
的 顶点 用 作 求 积 公式 中 的 节点 ， 


$ 


那么 节点 的 坐标 为 - 
ti = to tih (zo 一 Qi 一 0,1,…27)， 
| ; 3 (4. 13. 10) 
J| = y F jh (yo b,j = 0,1,--* 2m), 

在 第 一 次 分 R 的 nm 个 矩形 上 应 用 公式 并 记 f = f(z,,y;) 


后 ,有 
hk E 
由 cmaray ~ 3 1[ (uay + forzi + 
k ino j=0 


fair2.2it2 + faizit2) HAC Somi H ferzen + 
fairi2itz 十 fuaa) + 16 frire]. 
改写 上 式 可 以 得 到 
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2n 2m 
[resar s SY Sta fas 13.1 
R 


i=0 j=0 
其 中 系数 1 是 矩阵 4 的 相应 的 元 素 .4 定义 为 
1 1 2 4 2 w & 2 4 1 
4 16 8 16 8 = 16 8 16 
2 8 4 8 4 ~ B 4 8 
2 8 4 8 4 = 8 4 8 
4 16 8 16 8 = 16 8 16 
1 4 2 4 2 .» 4 2 4 1 
B 4.13.1 用 复合 辛普森 公式 计算 积分 


[ee 十 2y)dzdy (O04829 0.4295545265), 
其 中 R=((z,y)]1.4<zrz=<22.0,1.0s<çy=<1.5). 


E hly R. h=0.15,k=0.25,WJ# n=2,m=1. 节点 
(mo y;j)i=0,1,2,3,4;;=0,1,2 分 布 见 图 4. 6. 


1.40 1.55 1.70 1.85 2.00 


图 4.6 


利用 求 积 公式 (4. 13. 11) ,fy 二 In(z; 十 2y;) AA As EM 4.6 
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上 标 出 , 则 有 
2.0 1.5 
[mc 十 2y)dydz 一 f ,dz| ner +2y)dy 
l AE 


473 
= (0. Eo 25) >) > hyln(zi 十 2y ) 


im0 j=0 


= 0. 4295524387. 
此 计算 值 与 精确 值 相 比 精确 到 2. 15410 °. 


4.13.4 高 斯 型 求 积 公 式 
在 高 斯 - 蔓 让 德 求 积 公式 (4. 5.7) 


feoda JAg) 
对 2n 一 1 次 的 代数 多 项 式 是 精确 成 立 的 ,上 式 中 的 节点 t; 及 系数 


A, 见 表 4. 23, 定 积分 的 高 斯 - 勒 让 德 求 积 公式 很 容易 推广 到 重 
积分 


1 
Kf) = f rewardy (4.13.12) 
的 求 积 . 求 积 公式 
1 1 s — 
[ [few dedy “> PAASO i) — (4.13.13) 


对 于 二 元 函数 fry) =r y, —1S<zr,y<1,0<aS<2n—1,0<80< 
2n—1 精确 成 立 , 其 中 系数 A, 及 节点 上 仍 由 附 表 4. 21 确定 .由 此 
可 知 , 求 积 公 式 (4. 13. 13) 对 任意 二 元 4n—2 次 多 项 式 精 确 成 立 . 
求 积 公式 (4, 13. 13) 也 称 为 重 积 分 的 高 斯 型 求 积 公 式 . 

例 4. 13.2 用 高 斯 型 求 积 公式 计算 例 4. 13. 1 中 的 积分 . 

E ”首先 用 线性 变换 


一 
u= -ld 
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1 
1.5—1.0 


v = 


(2y—1.0—1.5), 


将 积分 区 域 
R = ((z,y) | 1.4 < z <2.0,1.0 < y<1.5) 
变换 到 正方 形 区 域 
R= ((z,y) |—1<u<1l,—1<v<1)}. 
经 变换 后 积分 为 


2.0 (1.5 
| | In(z + 2y)dydz 
1.4J 1.0 


一 0. 75| f ,In(0. 3u +0. 5+ 4. 2) dudu 
WE 


对 上 式 右边 积分 ,使 用 高 斯 求 积 公 式 (4. 13. 13) , 取 ?一 3, 则 采用 
节点 

u =u = 0, u = xu =— 0. 7745966692, 

us = v = 0. 7745966692 
相应 的 权 

A, = 0. 8888888889, `A, = A, = 0. 5555555556. 

于 是 

.0 f1.5 

| “In(z + 2y)dydzx 


2 2 
~), >)AAiln(3uw +5v; +4. 2) = 0.4295545313. 


i=0 j=0 


此 结果 与 精确 值 相 比 精确 到 4.8X10“. 
注意 到 此 例 仅 计 算 6 次 函数 值 ,而 例 4. 13. 1 则 计算 了 15 次 
函数 值 ,可知 高 斯 求 积 公式 是 很 实用 的 . 


4.13.5 一 般 积 分 区 域 


考 虚 积分 区 域 为 一 般 的 曲线 围 成 的 区 域 Q, 则 构造 一 个 矩形 
R të ROƏQ, B R 的 边 平行 于 坐标 轴 ( 见 图 4. 7). 
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图 4.7 


考虑 辅助 函数 f" ,其 定义 为 
fixy)» (z,y) € Q, 


fas 六 (æy) € R—Q, 


”显然 有 

rwardy =fr (z, y)dzdy. 

a 
上 式 右 边 的 积分 区 域 为 矩形 ,因此 可 以 采用 已 介绍 的 各 种 方法 来 
求 积 . 


4.14 数值 微分 的 基本 方法 


4.14.1 数值 微分 的 概念 


在 微分 学 中 ,函数 的 导数 是 通过 极限 定义 的 ,但 当 函 数 用 表格 
给 出 时 ,就 不 可 用 定义 来 求 其 导数 ,只 能 用 近似 方法 求 数值 导数 . 
最 简单 的 数值 微分 公式 是 用 差 商 近似 地 代替 微 商 , 常 见 的 有 
f'aya — fo 


Fa f(x) J, 
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, š fz + h) — f(z — h) 
f <>) A . 


使 用 近似 公式 y ft 8 一 和 的 方法 称 为 中 点 方法 ， 


为 了 使 用 上 述 近 似 公式 的 方法 来 近似 计算 微 商 ,首先 必须 选取 合 
适 的 步 长 ,为 此 要 进行 误差 分 析 . 假定 f 是 一 个 光滑 的 函数 ,利用 
泰勒 展开 有 


f(z +h) = f(z=) + hf (z) +Ë f") + 
EPOD + A fo C) + B f + 
如 果 用 中 点 公式 进行 分 析 , 则 有 
LEIDEN = pO) +Ë fe +Ë f G) += 
故 步 长 越 小 ,结果 越 准确 . BE, RHEE I 954 h R Bf, 


由 于 f(z 十 a) 与 f(z 一 a) 很 接近 ,直接 相 减 会 造成 有 效 数 字 的 严 
重 损失 ,所 以 必须 适当 选取 A. 


例 4.14.1 用 中 点 公式 计算 f(z)= /z#r z=2 处 的 一 阶 导 
数 ( 导 数 精确 值 f'(2) ==0. 353553). 
E ”计算 采用 公式 


JR 4 位 数字 计算 ,结果 见 表 4.19. 
8 4.19 


KOTE | ，| a- 
Vi | VITR) 
0.3660 | 0.05 0.3530 | 0.001 
0.3564 0.01 0.3500 — | 0. 0005 
0.3535 || 0.005 0. 3500 
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BJA iH ,h— 0.1 WER SER hp. hn 再 缩小 , 则 通 近 的 效果 
反而 差 . 


4.14.2 用 插值 多 项 式 求 数值 微分 


i f 是 定义 在 [a,6b] 上 的 函数 ,并 在 [a,5p] 上 给 定 n 十 1 个 节点 
ToT1，"…*sTn， 则 可 以 求 得 f 在 这 些 节点 上 的 插值 多 项 式 P, 若 取 
拉 格 朗 日 形式 , 则 


P.(z) = Df rl(z), <= € [lab], 
i=0 
其 中 


¿ (z) = H (z=s) G= 0,1,=,n). 


j=0 \Ti T Tj 


jz 
利用 插值 多 项 式 P, ,可 以 把 f 表示 为 
f = P, +R,, (4.14.1) 


其 中 R, 为 插值 多 项 式 P, 的 余 项 . 如 果 f 有 nn 十 1 阶 的 连续 导数 ， 
则 拉 格 朗 日 形式 的 插值 多 项 式 的 余 项 为 


R,(z) = ETR- £ € (a,b). 
此 余 项 也 可 以 写成 均 差 形式 , 即 

R,(z) = FLzoyzi sz] IT G — z). 
如 果 Je Crz[a, 拉 ,那么 可 以 得 到 


fx) spt) + fm sm ass tsi] AN Ea) + 


' 


HEZ Tı S zor 7 [I — z), 


gae 


从 而 有 


š = A ARAG Uq > Et 
f'a) p. oe zj) 十 
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HD (Cn) - 
— P Z 
(n+ 2)! ;=o 


其 中 £, pE (a,b). 


f(x) = P(r + ——— f” EaD JI ca — =;). 


iza 


(n Di 


(4.14. 2) 
此 公式 称 为 f C) (k= 二 0,1,…,n) 的 (n 十 1) 点 公式 . 
在 等 距 节点 的 情况 下 , 设 间距 为 h, 令 + 二 zo 十 二, 利用 牛顿 前 
HARA 
+G — DA 
rA] 
tt 一 1)。 (t— n+ D ary 


P, C(x) =y 十 tiAyo + 


A2 yo + °° sË 


其 中 y= flr). FEIR 
f'l) =s P' (zo) 
1 


ab = 11: x la iss 
= [A zy + +A yo 十 … 十 


(一 1)=* s 
ñ A >° | 
(4.14.3) 
此 式 适 用 于 表 头 . 同样 ,适用 于 表 末 (t 委 0) 的 公式 是 
f'l) 


gÇ + [aya + Faty £ Tays pet Laya). (4.14.4) 
对 于 表 中 间 , 则 采用 斯 特 林 (Stirling) 插 值 多 项 式 的 微 商 ,有 


3 
f’ Cao) ~+ (22 十 Ayo 1 A y- + A? Ja, 


2 -a 
1 Ay- + Ay 
j p H J: (4.14.5) 


在 实际 计算 中 ,使 用 公式 (4. 14. 5) 更 方便 ,并 且 比 公式 (4. 14. 3) 和 
公式 (4. 14.4) 有 更 高 的 精度 . 
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如 果 在 公式 (4. 14. DHARA. 14.4) 中 仅 取 一 项 , 则 有 


1 


f'ta) === n (y — Yo)» 


(4. 14.6) 
f (zo) == +O — y). 
此 式 称 为 二 点 公式 . i 
如 果 在 公式 (4. 14. 3) 和 公式 (4. 14. 4) 中 取 前 面 两 项 ,而 在 公 
式 (4. 14.5) 中 取 一 项 , 则 得 到 三 点 公式 I 


f" Cao) =s 去 一 3yo 十 4 一 yz)， 


f'Ga) ~ z(e — 4y 3V0), (4.14.7) 


f'Ga) =s aO — y1). 


此 外 ,常用 的 还 有 五 点 公式 


f Go) me =; 253, Hasj — 3694 163, — 35) 


Pe = 3y — 10% +18% — 16y, Hy)» 


f(x) By Byr = d (4. 14.8) 


AEDES = i EEE T:E E (AEE PN 


FUR PRON — 16y H 386y.s —48y-, F25). 


对 于 给 定 的 数据 表 , 用 五 点 公式 (4. 14. 8) 求 节点 上 的 导数 值 一 般 
可 以 获得 好 的 结果 . 
例 4.14.2 根据 f(z)==Vz 的 数值 ( 见 表 4.20), 利 用 五 点 公 
式 求 出 节点 上 的 近似 导数 值 . 
解 ” 结 果 见 表 4. 20. 
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# 4.20 


10. 000000 
10. 049875 


0. 050000 
0. 049751 


0. 050000 
0. 049752 


102 10. 099504 0. 049507 0. 049507 
103 10. 148891 0. 049266 0. 049267 
104 10. 198039 0. 049029 0. 049029 


10. 246950 0. 048795 


用 插值 多 项 式 P, 来 代替 函数 f 将 产生 截断 误差 ,公式 (4. 14. 3) 
和 公式 (4.14. DT HA" | f CO | 来 估计 ,其 中 分别 属 于 


区 间 (zo ,zx,) 和 (x-, ,xo). 通常 ,f"*， 并 不 知道 ,所 以 这 样 的 截断 
误差 估计 很 难 应 用 . 此 外 ,由 于 会 人 误差 的 影响 ,在 数值 微分 的 计 
算 中 一 般 不 采用 高 阶 差 商 ,而 对 于 仅 包 含 低 阶 差 商 的 数值 微分 公 
式 ,截断 误差 是 容易 估计 的 . 例如 ,对 于 公式 (4. 14.7) 的 第 三 式 , 如 
果 三 阶 差 商 的 变化 是 充分 光滑 的 ,那么 可 以 近似 地 用 


1 JA y- +A yl " 
go y = AH: 


利用 插值 多 项 式 求 数值 导数 时 ,插入 多 项 式 P, 可 收敛 到 f， 
但 P”, REKKAA S’ 此 外 , 当 上 缩小 时 ,截断 误差 碱 小 ,但 合 
入 误差 可 能 增加 ,因此 计算 必须 注意 . 


4.14.3 将 微分 问题 化 为 积分 问题 


微分 是 积分 的 逆 运 算 , 因 此 可 借助 于 数值 积分 来 计算 数值 
微分 . 
W: 了 是 一 个 充分 光滑 的 函数 ,其 导数 为 o. 由 积分 定义 有 


fe) = f) +F pod, (4. 14.9) 


0.048795 
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其 中 二 为 任意 指定 的 数 . 设 z= 二 zo 十 认 (i==0,1,…,n) 为 一 组 等 距 
节点 ,并 设 yy = f(m,). 在 公式 (4.14.9) 中 取 工 =z_1,T 二 Tit1; 于 
是 式 (4. 14. 9) 变 为 

Flam) = flam) +f gDdt (k= 1,2,--,n—1). 

(4. 14. 10) 

对 上 式 右 端的 积分 采用 不 同 的 求 积 公式 就 得 到 不 同 的 数值 微分 
AR. š 

(1) 对 积分 采用 中 点 公式 


ai 3 
[ea = zroad) + SD ge), 
x= 
从 而 得 到 中 点 微分 公式 
a 2 
Fep YS Ft) Lt = EE), 


(4.14.11) 

其 中 tré St (二 1,2,…,n 一 1). 可 以 看 出 ,此 式 与 公 
式 (4. 14. 7) 的 第 三 式 是 一 样 的 . 

(2) 如 果 对 式 (4. 14. 10) 中 的 积分 采用 辛普森 求 积 公式 , 则 有 


IQ _ h h? sy 
PCt)dt 一 LPT) 十 4p(zt) Te(zaa)]— sof (E), 


(4. 14. 12) 
其 中 tii L&T. 
如 果 记 w H f CaO EE , B # E zü rh 88 2 8 Et Yi , BZ 
从 式 (4. 14. 10) 可 得 到 辛普森 数值 微分 公式 


pr Tin 十 par = SOZI) GQ = 1,2,-—-,n— D. 
(4. 14. 13) 
R (4. 13.13) n+1 个 未 知 函 数 posp p BRA n—1 个 方 


程 . 如 果 在 端点 有 pro) = f' Cr), pla) =f’ (=z,), RA 
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式 (4.14.13) 可 以 写作 
| 


P 3y —y)/h — f'(as) 
LI £ 1 A 3( —x)/h 
1 4 Jp- BOn 一 XDA — f'(z,) 
(4.14.14) 


于 是 ,数值 微分 化 为 解 线性 代数 方程 组 的 问题 . 显然 ,用 追赶 法 容 
易 求解 . ` 

Hi 4.14.3 给 定 f(x) 二 Vz 在 z==100,101,102,103,104， 
105 的 一 个 表 , 求 函数 f 在 z= 二 101,102,103,104 上 的 一 阶 导 
数值 . i 

解 ”假定 了 在 z 一 100 及 z=105 处 的 一 阶 导数 值 已 知 , 按 方 
程 组 (4. 14. 14) 解 之 ,结果 见 表 4. 21. 


8 4.21 


10, 000000 0. 05000000 


101 10.049875 0.049751859 0.049751859 
102 10. 099504 0.049507377 0.049507376 
103 10. 148891 0. 049266463 0. 049266463 
104 10. 198039 0. 049029033 0. 049029033 


10. 246950 0. 049795003 


从 算 例 看 出 ,采用 辛普森 数值 微分 公式 计算 的 精度 相当 高 . 

如 果 端 点 的 导数 值 并 不 知道 ,对 pg(zi) 和 pg(z,) 的 近似 值 
o 和 go 则 可 用 中 点 微分 公式 来 近似 ,这 样 辛 普 森 微分 公 
式 (4. 14. 13) 可 以 写作 
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— X: — Yo 
PU T 9k: 


pmi Hip tpn = OHI, 120n 1 


Pmi = Ya 5, 
(4. 14. 15) 
当 n=3 时 ,有 
= wš S 
akapa ws, 
mw 十 4p tp = SG: 22, 
3(33 — yı) 
p tip + g: = S, 
@ Ce ¿l 
2 ’ 
求解 得 
Fa) ~ l — 0) — On — >), 
f) w o, 
h (4. 14. 16) 


f'l) sz Y 


fa) ~ Ll2 — 9) — (s — 1. 


4.14.4 用 三 次 样 条 函数 求 数 值 微分 


设 在 区 间 [a,6] 上 给 定 一 个 剖 分 
a = zo < xz, < ** < r>, < zx, = b, 
ek, h = i(b—a) 


RAAF (z) 655838 y) (k= 二 0,1,…,n) ,如 果 给 定 适当 的 边界 
条 件 , 则 可 以 惟一 确定 三 次 桩 条 函数 S, 其 表达 式 为 


ntl 


S(z) = > a, (Z), x € [a,b]. 


| 
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对 上 式 两 边 求 导 数 , 则 有 
f' (z) ~ S'(z) = 计 22o0 (sz), (4.14.17) 
令 I 三 Ti,; 则 有 


f (E79) == s (z,)= tn (5) 


= R A 
j=- 
由 此 得 
f'Ga) ~ Elene) G= 1,2,-—-,n— D. 
(4.14.18) 
EARRA, AA f(x) 在 z, 处 的 导数 值 近似 地 由 它 的 三 次 样 条 
KARM ci+1 ,ci_1 线 性 表示 . 


如 果 f 有 一 阶 连续 导数 ,那么 S: 在 [a,5b] 上 一 致 收敛 到 f'A 
此 当 六 取得 充分 小 时 用 样 条 求 数值 微分 是 很 精确 的 . 


4.14.5 二 阶 导 数 
如 果 了 在 区 间 [zu 一 Ai,zo 十 和 上 有 四 阶 连 续 的 导数 , 则 利用 
泰勒 级 数 展开 有 
fia) = Ufa — h) — 2 f(x.) + f(xo +w- B®, 


其 中 z, —h<&£< zx +h. 如 果 略 去 上 式 右边 的 最 后 一 项 ,可 得 数值 
微分 公式 
LESES RUSC — h) — 2 flr) + f(zo +h)]. 


利用 插值 多 项 式 来 求 二 阶 数值 微分 是 经 常 使 用 的 方法 . BP, 
是 f 的 插值 多 项 式 , 对 于 任意 z, 有 I 
f (a) œ P'.Cz). 
对 于 等 距 节 点 ,有 以 下 常用 公式 ,为 简便 起 见 , 记 IF flr). 
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ERES FO — yu FID 
ERES RO- —2y +y) (4. 14. 19) 
q w ~ FO- = 2y +y): 


f”(ao) = (12yo 一 30y: 十 24y; e 6ys) , 


w 


f") ~ — 6y- 一 12y +6y:)» 


页 


0 


f” (zo) =s Ty 


(4. 14. 20) 


f'l) =s a 104y 十 114y* — 56y + lly), 


f(z0) ~ -pa (lly — 20yo + by 4y: — ya), 


可 


f" Cto) œ ——; C ya + 16y_, — 30y + 16y — y2)» 


i 
1 


uq 


《一 Y-3 + 4y- kaq ôy- + 20yo + 11y > 


flao) az ——(11y-, — 56y- + 114y-; — 104y_, 十 35yo)， 


(4.14. 21) 
二 阶 数 值 微分 也 可 以 用 三 次 样 条 函数 方法 来 计算 . 设 在 [a,6] 
上 给 定 一 个 剖 分 
a = z< < z, < KL Tr =b, 
b—a 
n 


EA 


xı=a+ih, h = 


及 相应 于 这 个 剖 分 {zi} 的 函数 值 {y,). 如 果 再 给 定 适当 的 边界 条 
件 就 可 以 构造 出 惟一 的 三 次 样 条 函数 S， 其 表达 式 为 
S(r) = Bho, (s=). 


eh 
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对 式 (4. 14. 17) 再 求 一 次 导数 有 
| ” HN I = 1 s # (ZX Zi 
f") as S'(z) = p neoa sa) 
令 f= 二 x; ,得 ; 
f (iy as. St(z,) = Een 二 


利用 样 条 函数 的 c 和 y, 之 间 的 关系 式 
dea tat den= y 
就 得 到 
f(x) ae Hz) = Ye) G = 1,2,-—,n— D. 


` (4.14. 22) 
有 些 问 题 还 可 以 应 用 下 面 的 方法 来 提高 精度 . 令 
y = S (=i) (i=0,1,..,n), 
y = f'Ga a) ya = f" CE)» 
满足 这 个 条 件 的 插值 函数 记 为 $ : 
S'(z) = >a, (=). 


j= 一 


对 S' 求 导 , 有 


Sw = 1 0 (275). 


如 果 以 S 来 近似 f”, 那 么 对 zx 一 zi 就 有 
f(z) = A Cm = (4. 14. 23) 


4.15 数值 微分 的 外 推算 法 


在 数值 积分 中 应 用 外 推算 法 产生 了 龙 贝 格 求 积 方法 ,这 是 非 
常 有 效 的 . 同样 ,在 数值 微分 中 采用 外 推算 法 也 是 很 有 效 的 . 
用 中 心 差分 来 计算 导数 值 有 
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f ) | 
f'l) œ~ G(h) = i . (4. 15.1) 


利用 泰勒 级 数 展开 有 
f'(z) — GCh) = a,h° + a;,h* + ash 十 … 


其 中 常数 a; 与 无 关 . 利用 理 查 森 外 推算 法 , 取 a= 1 


(4.15.2) 


G, (h) = G(h), 


Gut (h) = n 


(4. 15. 3) 


这 个 算法 见 表 4.22. 
# 4.22 @,…,@ 表 示 计 算 步 最 
OG) 
@G(+) @G: h) 
oc($) — @G(+) Gw 
oc($) @G (2)  oe(4) oew 


利用 这 个 算法 的 误差 为 
yá (z) — Gmn (h) = a pantai Esa 


所 以 , 当 m 越 大 时 越 精确 ,但 受 舍 人 误差 的 影响 ,m 不 能 取得 很 大 . 
例 4.15.1 用 外 推算 法 计算 fC) = tan r 在 z= 二 V2 处 的 


导数 . 
E ”计算 步骤 及 结果 如 下 : 
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G(1) = 0. 3926991, 
c(4)= 0. 3487710, G, (1) = 0. 3341283, 


1 


G[+)= 0.3371938, G, (+)= 0. 3333348，G (1) = 0. 3332819, 
c( 言 )= 0. 3342981, G, ( —-)= 0. 3333329, 


4 
G (+)= 0.333328, G, 1) = 0. 3333336, 


w= 0. 3335748, G,[+)= 0.3333336, G,[+)= 0.3333337, 


G, (1)= 0.3333337, G; (1) = 0. 3333337. 
Z 


可 以 看 出 ,由 GO), G (+) …, G (s 2 ü w 8 8 tz (8 


; a — L 、 
w| = FF| T s SAE N. 


外 推算 法 也 可 应 用 于 计算 二 阶 数值 微 商 . 仍 采用 中 心 差分 公 
式 来 计算 导数 值 
fO) ~ SQ) = fa tAE fah) 


利用 firth), f(z=—h)#fE z Ah RE, 26; A n] 48 
f") — S(h) = cih? + eht + ch 十 … 
由 此 可 以 导出 如 同 式 (4. 15. 3) 的 算法 . 


4.16 WX 


4.16.1 高 斯 - 勒 让 德 求 积 公式 的 节点 和 系数 
求 积 公式 为 


f Adz == DAS a), 
7] iwl 
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节点 三 士 x;( 勒 让 德 多 项 式 的 零点 ), RASA, PAKS n, W 
表 4. 23. 


# 4.23 


0.575 02501 89006 [I 
0.00000 00000 00000 k: 
pa s h 
0.33998 10435 84856 k 
0.86113 63115 94053 
0. 00000 
. 53846 
. 90617 
0.23861 
0.66120 
0.93246 
0. 00000 
0. 40584 
0.74153 
0.94910 
0. 18343 
0. 52553 
0. 79666 
. 96028 
0. 00000 
0. 32425 
0., 61337 
0. 83603 
-0. 96816 


. 47862 86704 99366 
. 23692 68850 56189 


91860 
93864 
95142 
00000 
51513 
11855 
79123 
46424 
24099 
64774 
98564 


. 36076 15730 48139 
. 17132 44923 79170 


0 
0 
0. 
0 
0 
0 
0 
0.38183 00505 05119 
0.27970 53914 89277 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 


.12948 49661 68870 


.31370 66458 77887 
.22238 10344 53374 
.10122 85362 90376 


.31234 70770 40003 
. 26061 06964 02935 
18064 81606 94857 
.08127 43883 61574 
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440185 
913230 
386342 
748447 
033895 
743880 
576078 
932596 
333755 
078080 
560673 
098004 
025453 
792614 
823395 
905868 
791268 
924786 


16 


20 


续 表 


.18260 
.16915 
.14959 
. 12462 
.09515 
. 06225 


. 15275 
. 14917 
. 14209 
. 13168 
. 11819 
. 10193 
. 08327 
. 06267 
. 04060 


55068 
44923 
95002 
16576 
55533 
82492 
38647 


30725 
72603 
18382 
49176 
61518 
17240 
76704 
34109 
00386 


. 


496285 
588867 
538189 
732081 
872052 
784810 
892863 
094852 
850698 
746788 
051329 
626898 
417312 
435037 
748725 
063570 
941331 
118312 
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4.16.2 高 斯 - 拉 盖 尔 求 积 公 式 的 节点 和 系数 
求 积 公式 为 - 
[ef wd = DAS), 


i=1 


| ear x D Aierg zi) ， 
0 


节点 = x, ( 拉 盖 尔 多 项 式 的 零点 )， 系数 = 二 A;, 节 点 数 二 nn, 见 
表 4. 24. 


0.58578 64376 27 |0.853553 390593 
3.41421 35623 73 |0.146446 609407 
0.41577 83 |0.711093 009929 
2.29428 03602 79 |0.278517 733569 
6. 28994 37 |0. 103892 565016X10-: 
0. 32254 104342 
1.74576 11011 5810.357418 692438 
4.53662 02969 211|0.388879 085150X10-: 
9. 39507 01 |0. 539294 705561X 107° 
0. 26356 18 [0.521755 610583 
1.41340 30591 07 |0. 398666 811083 
3.59642 57710 41 [0.759424 496817X10-! 
7.08581 00058 59 0.361175 £67992X10-? 
12, 64080 76 |0, 233699 723858X 10-7‘ 
0. 22284 673950 
1.18893 21016 73 |0.417000 830772 
2.99273 63260 59 [0.113373 382074 
5.77514 35691 05 [0.103991 974531X 10-: 
9.83746 74183 83 [0,261017 202815X10-: 
15. 98287 906430 X 107° 
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603312 
4.45095 733505 
1. 07769 
2.76214 296190 

5.60109 462543 
0. 83273 
2.04810 243845 
3.63114 630582 
6.48714 508441 
0. 67909 
1. 63848 787360 
2.76944 324237 
4.31565 690092 
7.21918 635435 
0.57353 55074 
1.36925 259071 
2.26068 459338 
3.35052 458236 
4.88682 680021 
7.84901” 594560 


续 表 


0.13779 

0.72945 45495 03 
1.80834 29017 40 
3.40143 36978 55 
5.55249 61400 64 
8.33015 27467 64 
11.84378 58379 00 
16.27925 78313 78 
21.99658 58119 81 
29. 92069 


115765 
929115 
287612 
0. 620874 560987X10-! 
0.950151 697518X 107? 
0. 753008 388588 X 107" 
0. 282592 334960X10-4 
0.424931 398496 X 107“ 
0. 183956 482598X10 ° 
721961X 10-7" 


0.35400 97386 07 
0.83190 23010 44 
1.33028 856175 
1.86306 390311 
2.45025 555808 
3.12276 415514 
3.93415 269556 
4,99241 487219 
6.57220 248513 
9.78469 584037 
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4.16.3 高 斯 - 埃 尔 米 特 求 积 公式 的 节点 和 系数 


求 积 公式 为 
I: e" f(z)dz ~ YA GOD, 


J. gd =s XA, dg(z)， 


节点 一 士 z( 埃 尔 米 特 多 项 式 的 零点 )， RASA, $ ARS 
表 4.25. 


囊 4.25 


0.70710 67811 86548 |0.886226 92545 28 : 1.46114 11826 611 
1.18163 59006 037 


0.00000 00000 00000 |1.18163 59006 04 š 
x 
0.52464 76232 75290 |0.804914 09000 55 ; 


2 


0.81026 
0.82868 73032 836 
0.89718 46002 252 
1.10133 
0.76454 

- {0.79289 00483 864 
41X107" | 0.86675 26065 634 
14X 10™° | 1. 07193 
6l 
26 
38x107" 
37X107? 
26X107‘ 


1.67355 
2. 65196 


0.76460 81250 946 


0. 68708 
0.70329 63231 049 
0.74144 19319 436 
0.82066 61264 048 
1. 02545 


48X107 
81X107? 
33X 1075 
25 
42 
88x107’ 
29X107? 
88X107 
56X 107° 


0.66266 27732 669 
0.70522 03661 122 
633 


5 方程 求 根 
51 方程 求 根 与 二 分 法 


5.1.1 方程 求 根 与 根 的 隔离 


在 科学 技术 的 数学 问题 中 ,经 常 遇 到 求解 函数 方程 
f(x) = 0, (5.1.1) 
这 里 f(，) 是 单 变量 z 的 函数 , 它 可 以 是 代数 多 项 式 , 即 
f(x) = az" 十 az 十 … 十 az 十 a。 (ao = 0), 
(5.1.2) 
也 可 以 是 超越 函数 . 满足 f(z )=0 的 值 z* 就 是 方程 (5. 1. 1) 的 
r 称 作 方 程 的 根 , 又 称 作 函数 f(，) 的 零点 . 如 果 f(zx) 可 分 解 
为 
f (z) = (z —a)"g(xz), (5.1.3) 
m 为 正 整数 且 E(e) 天 0, 则 称 a H f (z) =0 BJ m RR. m= 1 称 为 
R m> a 为 方程 (5. 1. 1) 的 mr 重 根 ,或 a 为 f(z) 的 m 重 零 
点 ,车 a 是 f(z) 的 m 重 零点 , 且 g(z) 充 分 光滑 , 则 ` 
f(a)= f'(a) =-= Fw-D(a) 一 0， f™ (a) 天 0. 
方程 求 根 首先 要 解决 根 是 否 存在 的 问题 ,如 果 是 由 式 (5.1.2) 
表示 的 代数 多 项 式 , 则 由 代数 基本 定理 可 知 , 在 复数 域内 方程 有 
个 根 ( 含 复 根 ,m 重 根 为 m 个 根 ), 对 一 般 函 数 方程 , 若 f(z) 在 区 
间 [a,5] 上 连续 , 目 f(a) 了 (5) 一 0, 则 方程 (5.1.1) 在 [a,56] 上 至 少 
有 一 个 实 根 ,[a,6j 称 为 有 根 区 间 . 
在 根 存在 的 前 提 下 , 求 方程 的 根 通常 是 采用 逐次 逼近 思想 构 
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造 的 迭代 方法 ,这 类 方法 产生 一 个 序列 zzi，…， 使 它 收敛 于 方 
程 的 根 a, 为 此 需要 先 找到 有 根 区 间 [a,5j] 或 近似 根 a 的 初始 值 
zo, 这 就 是 根 的 隔离 问题 .通常 可 用 逐次 搜索 法 求 有 根 区 间 [a,65]， 


具体 做 法 可 从 ze =a 出 发 取 步 长 A 二 6 一 2(n 为 正 整 数 ), 令 x 一 


a 十 kh(k 二 0,1,…,n), 从 左 至 右 检查 f(x) 的 符号 ,如 发 现 节点 
zk 与 端点 a 的 函数 值 异 号 , 则 得 到 一 个 缩小 的 有 根 区 间 [zkt-,， 
zi] ,其 宽度 为 h. 再 检查 下 去 ,只 要 发 现 相 邻 两 点 函数 值 异 号 则 可 
得 一 个 缩小 的 有 根 区 间 . 

例 5.1.1 给 定 方程 

fix) = '—z—1= 0, 

由 于 f(0) 过 0,f(2)>0, 故 [0,2] 是 有 根 区 间 . JR h=0. 5, 从 左 
问 右 检查 f(x) 的 符号 ( 见 下 表 ) ,可 发 现 [1,1.5] 是 一 个 缩小 的 有 
根 区 间 . 


x= 0 0.5 1.0 1.5 2.0 
fx) = = = F + 


用 这 种 逐步 搜索 的 方法 进行 实 根 隔离 的 关键 是 选取 步 长 h, 
如 疡 选 得 太 大 , 则 有 的 根 可 能 被 遗漏 ; tno 选 得 太 小 , 则 可 得 到 较 
精确 的 有 根 区 间 ,但 工作 量 较 大 . 要 选择 适当 的 有 ,使 之 既 能 把 根 
隔离 开 来 ,工作 量 又 不 太 大 ,可 采用 二 分 法 (bisection method), Ë 
可 看 作 逐 步 搜索 法 的 改进 . 
5.1.2 二 分 法 

Ék f(，。) 在 [a,6b] 连 续 , 假 定 fa) 一 0, Fo) 之 0, 取 中 点 zo 一 
LED RE f(zo) 符 号 .车 fxz) 一 0, 则 z, 就 是 一 个 根 ; 车 fG)>0, 


记 a Ja, ;Zo 为 bi MAREE La sb]; 车 fiero) <0, il xo 为 
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at 为 Di , 则 得 有 根 区 间 [a， ,bi ]. 后 两 种 情况 都 得 到 有 根 区 间 


Lai , 儿 ], 它 的 长 度 为 原 区 间 的 一 半 . 对 [ai ,加 ], 令 n m, 
施 以 同样 方法 ,可 得 新 的 有 根 区 间 [as ,名 ], 它 的 长 度 为 [ai b ] 的 
一 半 ,如 此 反复 进行 下 去 可 得 到 一 系列 有 根 区 间 

[a ,b] =| [a sb] Ea et ) Lan ,b, J — asa 
其 中 每 一 个 区 间 都 是 前 一 区 间 的 一 半 , 见 图 5.1. 


因此 ,[a， :b,j 的 长 度 为 


b—a 


b, — a, = 


2" 


当 -co 时 趋 于 零 , 且 limz, = lim =r ,这 就 是 方程 的 根 . 


而 x, 二 六 全 即 为 方程 的 近似 根 , 且 有 误差 估计 


b— 
i (5.1.4) 


| z, — =s 
例 5.1.2 用 二 分 法 求 
f(z) 一 了 一 工 一 1 一 0 
在 区 间 [1,1. 5] 的 一 个 实 根 ,准确 到 小 数 点 后 第 2 位 数 . 
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解 这 里 a 一 1,06 一 1.5, 根 据 上 述 步骤 取 区 间 中 点 z =1.25, 
检查 f(z。) 的 符号 ,决定 新 区 间 . 如 此 反复 得 到 一 系列 区 间 如 下 ， 


f< 有 根 区 间 
f(1.5)>0 [1,1.5] 
f(1.25)<0 [1.25,1.5] 
f(1.375)>0 [1. 25,1. 375] 
f(1.3125)<0 [1. 3125,1. 375] 
f(1.34375)>0 [1. 3125,1. 34375] 
f(1.3281)>0 [1. 3125,1. 3281] 
f. 3203)<0 [1. 3203,1. 3281] 


取 zs 二 1. 3242, RAR |z, — z° 1<%Ž<0, 005,4 z, 即 为 所 求 近 
似 根 ,实际 上 根 x* =1. 324717…. 
上 述 二 分 法 的 优点 是 计算 简单 ,收敛 性 有 保证 ,缺点 是 收敛 不 


够 快 ,特别 是 精度 要 求 高 时 工作 量 大 ,而 且 ,不 能 求 复 根 及 双重 根 . 


5.2 迭代 法 及 其 收敛 性 


5.2.1 不 动 点 迭代 法 


为 了 构造 方程 求 根 的 迭代 公式 ,通常 可 将 方程 (5. 1. 1) 改 写成 
等 价 形式 
x= glz), (5.2.1) 
则 求 z` 满足 f(z" ) 二 0 等 价 于 求 zx" 使 zx" ==g(z'), 称 zx* 为 
8(X) 的 不 动 点 .于 是 求 f(z) 的 零点 等 价 于 求 g(z) 的 不 动 点 . 车 已 
知 方程 (5. 1. 1) 的 一 个 近似 根 ze, 代 入 式 (5. 2. 1) 右 端 , 即 可 求 得 
ZX1 王 g(xo), 如 此 反复 迭代 ,可 得 到 迭代 序列 
TH = g(z=,) (k= 0,1,..), Cha 252) 
sg(Cz) 称 为 迭代 函数 . 如 果 对 初始 近似 To ;迭代 序列 {x} 有 极限 
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lims, =r", 

则 称 和 迭代 过 程 (5. 2. 2) 收敛 , 且 对 式 (5. 2. 2) 取 极限 得 到 >° 一 
glz). x" 就 是 g(x) 的 不 动 点 , 故 方法 (5. 2. 2) 称 为 不 动 点 迭代 
法 . r 就 是 方程 (5. 2.1) 的 根 . 

方程 (5. 2. 1) 的 求 根 问题 ,从 几何 图 像 考察 就 是 在 rOy 平面 
上 确定 曲线 y= 二 x 与 y= 二 g(x) 的 交点 P' .用 和 迭代 法 (5. 2. DRR 
就 是 从 y= x 与 y= 二 g(x) 的 交点 出 发 逐次 求 点 P" 的 横 坐 标 x*， 
图 5. 2(a) 表 示 和 迭代 序列 (5. 2. 2) 收 往 ,(b) 表 示 和 迭代 不 收敛 . 


Xo xi X2 x" 
0<g’'(x)<!1 
(a) 


例 5.2.1 用 和 迭代 法 求 方程 
J(z) 一 2 一 工 一 1 一 0 
在 ro 一 1.5 附近 的 根 x°. 


E ”将 方程 改写 成 
z=/1 Fz, 
并 建立 和 迭代 程序 
za =J/lTx, (k=0,1,:). (5.2.3) 


只 要 按 式 (5. 2. 3) 逐 步 计算 g) 一 YI 二 zt， 便 可 得 到 迭代 结果 ， 
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2Zo 一 1.5， z =1.35721, zz 一 1.33086， 

z, =1. 32588, zi 一 1.32494， — zr;=1.32476, 

ze 一 1.32473， za =1.32472, zs=1.32472. | 
这 说 明和 迭代 序列 (5. 2.3) k 9k, B. rs =1. 32472 为 方程 的 近似 根 . 
但 如 果 将 方程 改写 为 x 二 xz’ 一 1, 并 建立 迭代 公式 

Itm = 2l, (5.2.4) 

M) ro =1. 5px, =2. 375, x, 二 12. 39,…. z, HIRI RK , k 
代 序 列 (5.2.4) 不 收敛 ,因此 这 个 迭代 序列 不 能 用 . 

例 5.2.1 表 明 原 方程 化 为 方程 (5. 2. 1) 的 形式 不 同 , 得 到 的 迭 
代 法 有 的 收 化 ,有 的 发 散 , 只 有 收敛 的 迭代 法 (5. 2.2) 才 有 意义 .为 
此 需要 研究 E(z) 不 动 点 存在 性 与 选 代 法 (5. 2. 2) 的 收敛 性 . 


5.2.2 不 动 点 存在 性 与 迭代 法 收敛 性 


车 方程 (5. 2. DEla b] AR xz" , 则 由 选 代 (5. 2. 2) 得 
Xm — zr" = g(z,) — g(z=*) = g'(€)(z, — z"), 
(5.2.5) 

$ 在 zi 与 x' 之 间 , 当 然 g€ [a ,bJ. 因此 , 当 |g Cz)|<çL<—1 时 ,由 
式 (5. 2.5) 可 得 

| ze 一 z I< L| z —=" I< <L | z — =° |.. 
x k—=coBf,|z,—z=° 1 一 0, 选 代 序 列 {x} 收 敛 到 根 ra 实际 上 ,对 
选 代 序列 (5. 2.2) 有 以 下 不 动 点 存在 和 收敛 定理 . 

定理 5. 2.2 假定 g(x) 在 [a,6] 上 可 导 , max 1g'(z)|<L<1， 
且 当 zxE[a,6] 时 g(x)E[a,b], 则 g(x) 在 [a,5j 上 存在 惟一 的 不 
动 点 x" , 且 对 YxzoE[a, 世 ,由 迭代 法 (5.2.2) 生 成 的 序列 {zx)} 收 
AF ,并 有 误差 估计 


k 


L 
I— L 


ly x: S | z — x Í. (5.2.6) 
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在 例 5. 2. 1 中 , 当 g(z)=J1+rBf g'(z)= 计 (1+z) ,在 


区 间 [1， ;2 中 ,max1g(z) |= y< 21 一 1 且 当 zxE[1,2] 时 ; 


1] 入 g(z) 委 2, 故 迭代 序列 (5. 2. 3) 收敛. 对 迭代 公式 (5. 2. 4)， 
&'(z) 一 3z:, 当 zE[1,2] 时 ,g'(z) 三 3, 定 理 条 件 不 满足 ,因此 和 迭 
代 公 式 (5. 2. 4) 不 能 使 用 . 定理 5. 2. 2 既 给 出 了 和 迭代 法 (5. 2. 2) 收 
SJ x" 的 充分 条 件 ,也 给 出 了 方程 (5. 2. 1) 在 [a,b] 上 根 的 存在 
人 性, 它 是 一 个 大 范围 收敛 的 定理 ,条 件 较 强 ,不 易 满足 ,通常 只 在 所 
求 根 xz* 附近 研究 序列 {zx} 的 收 化 性 及 收敛 速度 . 

定义 5.2.3 对 任何 z, ER,R= (z; |z—=* |<8,8>0) ,和 
代 法 (5.2.2) 生 成 的 序列 {zx}) 均 收敛 到 >" , 则 称 此 迭代 序列 具有 
局 部 收敛 性 (local convergence). 

定理 5.2.4 假定 z* 是 方程 (5. 2. 1) 的 根 ,g(x) 在 x" 的 邻 
域 连续 , 且 |g'(z" )| 二 1, 则 先 代 法 (5. 2. 2) 是 局 部 收敛 的 . 

和 迭代 序列 {zt} 的 局 部 收敛 性 反映 了 和 迭代 序列 在 g(xz) 不 动 点 
xz" 附近 的 收敛 情况 ,必须 知道 g(x) 的 不 动 点 z* 才能 使 用 ,或 在 
zx" 的 邻 域 |z 一 +" | 二 8 有 |g (7z) SKL lg (zx* )| 的 大 小 与 
迁 代 序列 {x} 的 收敛 快慢 雄关 , 先 看 下 例 . 

例 5.2.5 用 不 同方 法 求 方程 x? 一 3=0 WIR z" 一 V3. 

解 ” 本 例 f(z)= 二 xz 一 3, 可 改写 为 不 同 的 等 价 形式 zx 一 E(Cz)， 
g 的 不 动 点 x" =V3. 下 面 给 出 4 种 不 同 的 迭代 法 ， 

(1) z+ =r tar, g(z)=xz'+x—3, 

g (xz)=27r+1, g'(=z=*)=g' (V3)=2V3+1>1. 


3 
E2) ze 一 二 g(z)=—>° 
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(9) zien LH: gr) =z} 一 3)， 


4 
Z'uy=1—= g (az y=1- ao, 134<1. 
wd 3 = 1 3 
D za =+ (at>) g(x) (z+ 二)， 


g'(z) 一 去 (1 一 吝 )， g'a )=g (WD) =o. 
车 取 zo 一 2, 对 上 述 4 种 迭代 法 各 计算 3 步 结 果 列 于 表 5. 1， 
m 5.1 计算 /3 的 不 同 迁 代 


re | Bre | ane | 


注意 V3 二 1.7320508…, 从 表 5. 1 看 到 迭代 法 (1) 及 (2) 均 不 收 
全 ,它们 均 不 满足 定理 5. 2. 4 中 局 部 收敛 条 件 , 而 迭代 法 (3) 和 (4) 
均 满 足 局 部 收敛 条 件 , 但 迭代 法 (4) 比 (3) 收 敛 更 快 , 因 迁 代 法 (4) 中 
g(x )=0. 为 了 衡量 迭代 法 (5.2. 2) 收 敛 速度 的 快慢 ,有 下 面 定义 . 

定义 5.2.6 ARFI {rO KAF xz" ,如 果 存 在 实数 p>2>1 
和 常数 CA0, H4 kk 时 z, z` , 渐 近 关系 式 


i x° 
Lo ~ C0 


成 立 , 则 称 迭 代 序 列 {x;} 是 p Miah Corder p convergence). 
z 一 1 称 为 线性 收敛 (linear convergence), p> 1 称 为 超 线 性 收 化 
(superlinear convergence), p = 2 称 为 平方 收 钱 (quadratic 
convergence). 
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ARE) 
2 


in 1.75 
1.73475 1. 732143 


1. 732361 1. 732051 


车 记 
(k = 0,1,.…), Ç5, 3; 1) 


其 中 Ar: =ar ~ z, J x, 点 的 一 阶 差分 ,A Ti 二 Titz 一 2Tht1 十 区 
是 x, 点 的 二 阶 差分 . 故 式 (5. 3. 1) 称 为 艾 特 肯 加 速 方法 ,也 称 Aa? 
”加 速 方法 , 可 以 证 明 
lim ZZ — = 0. 
keo Te — x 
它 表 明 序列 (五 } 的 收敛 速度 比 {zx*} 快 . 
例 5.3.1 用 艾 特 肯 加 速 方法 求 方程 
r= e 
在 ro =0. 5 附近 的 根 . 
解 车 用 迭代 法 Zhi = e" 求 根 ， 计算 18 步 可 得 Ts 一 
0. 56714. 用 艾 特 肯 加 速 方法 , 则 g (zs) 二 e ,代入 公式 za = 
gin) ERG. 3.1) 计 算 一 步 得 : 
zo = 0.5, zl = 0.60653, x = 0.54524, 7, = 0.56762. 
计算 第 二 步 时 应 从 去 出 发 ,于 是 可 取 z, ==, BD 
xı = 0.56762, x, = 0.56687, 
z, = 0.56730, zx, = 0.56714, 
这 里 只 计算 2 步 ( 相 当 于 选 代 z, 二 g(xz4) 计 算 4 步 ) 就 得 到 与 不 
动 点 迭代 法 zt 的 相同 结果 . 


5.3.2 斯 蒂 芬 森 迭 代 法 


艾 特 肯 加 速 方法 不 管 原 序 列 {x,} 是 怎样 产生 的 ,对 {zx} 进行 
加 速 计算 ,得 到 序列 {去 }. 车 把 这 种 加 速 技巧 与 不 动 点 迭代 法 结 
合 , 则 由 式 (5. 3. 1) 可 得 如 下 迭代 法 : 
Ya = ET zi = gy), 
| (y, — T)? (5.3.2) 
T 一 AA ETEN — 2y, x. 


. 268 。 


定理 5.2.7 设 z' 是 方程 (5. 2. 1) 的 根 , 若 g” OER r 

附近 连续 ,并 且 
g (x) = -- = glaS 0, gPa), 
则 和 迭代 法 (5.2.2) 是 户 阶 收敛 的 . 

上 述 定理 表明 ,和 迭代 法 (5. 2. 2) 收 敛 快 慢 取决 于 迭代 函数 
&(z) 的 选取 , 若 p (z) 兴 0, 则 该 迭代 法 即使 收敛 也 只 能 是 线性 收 
k. 在 例 5. 2.5 中 ,迭代 法 (3) 的 g (zx" ) 关 0, 它 是 线性 收敛 ,而 迭 
REW g'a )=0, ga jai 由 定理 5. 2.7 知 p=2, 
即 该 方法 为 二 阶 收 敛 ,所 以 收敛 很 快 . 

对 收敛 慢 或 不 收敛 的 迭代 法 ,可 用 加 速 收 和 敛 的 方法 改善 迭代 
的 收敛 性 . 


5.3 和 迭代 法 的 加 速 收敛 


5.3.1 艾 特 肯 加 速 方法 


如 果 和 迭代 序列 (5. 2.2) 收 敛 很 惕 ,要 达到 要 求 的 精度 将 使 计算 
量 很 大 ,为 此 , 需 采 用 加 速 迭代 收敛 性 的 方法 . 7 
设 z, 是 根 z` 的 近似 ,zi 一 xz" 关 0, 由 式 (5.2.5) 可 得 
Zm — I , d 
mer E (&), & Er 5r 之 间 . 
BE g E z 3E4dkilak aE KK TA g'(z=)==LZ0(FEFE), T E . 
可 得 
Tehk ra Rs ET asss A 
Tu a Te — x 
由 此 解 出 


2 2 
ZECE CHA. z, — (Eei Ta) 
Liz — 2T + xz, Zr — 2I F z, 
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rs 


k=0,1, …， 称 为 Steffensen 迭代 法 , 它 是 将 原 不 动 点 迭代 法 
(5. 2. 2) 计 算 两 次 合并 成 一 步 得 到 , 它 可 改写 成 为 一 种 不 动 点 迭 
代 法 : 

THl = g(z,), k = 0,1,* (5.3.3) 
其 中 


m (z) — z] 
g(g(z)) — 2g(z) + z` 


对 不 动 点 迭代 法 (5. 3.3) 有 下 面 的 局 部 收敛 性 定理 . 

定理 5.3.2 若 z* 为 式 (5.3.4) 定 义 的 迭代 函数 wz) 的 不 动 
点 , 则 zx* 也 为 g(Cz) 的 不 动 点 .反之 , 若 z" 为 g(x) 的 不 动 点 , 设 
g (NER, H g'(z=*)=2 1, +° 是 A 且 和 迭代 法 
(5. 3.3) 是 二 阶 收敛 的 . 

例 5.3.3 用 Steffensen 迭代 法 求解 例 5. 2. 1 中 方程 的 根 ， 
&g(z) 用 不 收敛 的 迭代 公式 (5. 2. 4). 

解 ” 式 (5.2.4) 中 的 g(Cz) 一 已 一 1， 现 用 迭代 公式 (5. 3. 2) 计 
算 ,结果 见 表 5. 2. 


pa) = = (5.3.4) 


表 5.2 

k 

0 1.5 2. 37500 12. 3965 
1 1. 41629 1. 84092 5. 23888 
2 1. 35565 1. 49140 2. 31728 
3 1. 32895 1. 34710 1. 44435 
4 1. 32480 1. 32518 1. 32714 
5 1. 32472 


计算 5 步 则 得 6 位 有 效 数 字 的 近似 根 , 它 说 明 即 使 迭代 
法 (5. 2.4) 不 收敛, 用 Steffensen 迭代 法 仍 可 能 收敛 ,至 于 原来 已 
收敛 的 迭代 法 (5. 2. 2) , 则 可 达到 二 阶 收敛 
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5.4. 牛顿 法 


5.4.1 牛顿 法 及 其 收 钱 性 


牛顿 法 是 通过 非 线 性 方程 线性 化 得 到 迭代 序列 的 一 种 方法 . 
对 于 方程 
fe) = o, (5.4.1) 
车 已 知 根 r 的 一 个 近似 值 x, 可 将 f( ` )£# zt 处 展 成 一 阶 泰勒 
公式 
fz) = frm) tf VE xi) +f a-a). 


取 其 线性 部 分 近似 , 即 用 线性 方程 
f(z,) Hf (rr—zr)=0 (5.4.2) 
近似 方程 (5.4.1). 若 广 (zi) 天 0, 方 程 (5.4.2) 的 根 记 作 zt+, 则 得 
eA =a £ (k = 0,1,---) (5.4.3) 


这 就 是 牛顿 法 的 迭代 程序 , 它 实 际 上 是 在 点 x; 处 作曲 线 y = f(z) 
的 切线 ,并 用 切 或 与 T 轴 交 点 xin EHR £” 的 新 近似 ,如 图 5. 3 
所 示 , 故 牛顿 法 也 称 切 线 法 . 
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从 和 迭代 程序 (5. 4. 3) 可 知 , 和 迭代 函 数 为 
g(z) 一 工 一 Z 


(z) 

+E 
# f(z=")=0,f'(=z=*`)20,ÜMM g (z*`)=0,B g(xz" )Z0. tH E 
理 5.2.7 可 知 ,牛顿 法 生成 的 迭代 序列 {x} 在 x* Rm 3 y k @ , 
说 明 牛 顿 法 收敛 很 快 . 

例 5.4.1 用 牛顿 法 求 方程 

f(z) = ze" —1= 0 

在 z. =0.5 附近 的 根 . 

解 ” 此 方程 的 牛顿 迭代 程序 为 


Wg e 


ltr: 


Ti 一 Tt 
直接 计算 可 得 : 
zo = 0.5, zl 一 0.57102， x = 0.56716, x, = 0.56714, 
只 算 3 步 就 达到 10 忆 精度 ,可 见 牛顿 法 收敛 很 快 . 
将 牛顿 法 应 用 于 f(z)=z? 一 c= 二 0, 求 得 Vc 的 牛顿 程序 为 


2 
Te = 一 
= Haté] (k = 0,1,.). (5.4.4) 
k 


#H3R/115,BD c= 115, ro =10, MAR (5. 4. 4) 计 算 3 步 则 得 
Zs 二 10.723805 ,精度 达到 105. 每 步 只 用 一 次 除法 和 一 次 加 法 ， 
计算 量 小 , 且 对 任意 mm 过 0, 和 迭代 法 (5. 4. 4) 总 收敛 到 Vc, 且 是 二 阶 


收敛, 因此 式 (5. 4. 4) 可 作为 计算 VE 的 标准 子 程序 . 
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5.4.2 简化 牛顿 法 与 牛顿 下 山 法 


牛顿 法 的 优点 是 收敛 快 且 可 用 于 求 复 根 ,缺点 是 每 步 要 计算 
jz 及 疡 (ri)* 计 算 量 较 大 , 且 方法 只 是 局 部 收敛 . 若 初始 近似 
z 给 的 不 合适 则 不 能 保证 其 收敛 性 ,为 克服 这 两 个 缺点 ,可 用 下 
列 方法 . 

D 简化 牛顿 法 ,也 称 平行 弦 法 ,其 迭代 公式 为 

Tra = z, —cf Gay) (k=0,1,. c= 0), (5.4.5) 
和 迭代 函数 g(z)=zx 一 cf(z),g (rz)=1—cf’(z), 
Ele  )1<<1, 则 方法 局 部 收敛 ,因此 ,只 要 < <, 
|g'(z*)|=|1—cf'(z*)|<1,JriE w Bp k k. 在 式 (5. 4. 5) 中 取 
一 P(E 则 称 为 简化 牛顿 法 ,这 类 方法 每 步 只 算 一 次 f ñiñi 


算 量 小 ,但 方法 只 是 线性 收敛 . 其 几何 意义 是 用 z, 处 的 平行 弦 与 
= 轴 交 点 作为 根 z* 的 近似 . 

(2) 牛顿 下 山 法 

牛顿 法 只 具有 局 部 收敛 性 , 即 初始 近似 ro EER z" 附近. 为 
了 扩大 收敛 范围 ,可 以 采用 牛顿 下 山 程序 


= x=, —,, LEL E 
T = T Ar FT) (k = 0,1,.), (5.4.6) 
H PSA O<, E E Ful 84; 


| fermd |< Sf) [> (5.4.7) 
故 A, 称 为 下 山 因 子 . ES 


则 牛顿 下 山 法 (5. 4. 6) 等 价 于 
Th = Afi (A. (5.4. 8) 
使 用 牛顿 下 山 法 求 根 时 ,下 山 因 子 X, 可 用 逐步 搜索 法 确定 , 即 先 
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令 久 一 1, 判 断 条 件 (5.4.7) 是 否 成 立 ,车 不 成 立 再 将 X 缩小 了, 直 


到 条 件 (5. 4.7) 成 立 为 止 . 
例 5.4.2 用 牛顿 法 求 方程 
f(x)=zx—zrx—l1=0. 
E ”计算 程序 
Xi—z—1 
3zi — 1 
当 ro =1. 5 时 ,计算 3 步 得 z, =1. 32472, A H xo 5 z° R 
收敛 很 快 .但 如 取 zo 二 0.6, 则 由 程序 (5. 4.9) 求 得 zi =17. 9, 再 算 
下 去 显然 不 会 收敛 . 如 用 牛顿 下 山 法 (5. 4. 8) G z =17.9, X. 


二 1 开始 逐次 搜索 , 当 j 一 芒 时 ,由 牛顿 下 山 法 (5.4. 8) 可 得 ` 


(k= 0,1,.). (5.4.9) 


Z 一 Z, — 


= br tila = 1. 140625, 
满足 条 件 | EDIKI fo) 已 修正 了 五 的 严重 偏差 ,以 后 计算 
由 于 X44 三 1 就 能 使 条 件 (5. 4. 7) 成 立 . 因此 牛顿 下 山 法 与 牛顿 法 结果 


一 样 ,zs 二 zz, 二 1. 366814, £ 二 Xs 二 1. 32628 , z, =7, =1. 32472. 


Tı 


5. 5 弦 截 法 与 抛物 线 法 


牛顿 法 是 用 切线 近似 曲线 y 二 f(z) 求 得 新 近似 值 , 它 要 计算 
导数 六 (zi). 当 计算 f(z) 较 困难 时 ,往往 用 f(x) 在 一 些 点 上 的 
函数 值 来 近似 ,如 用 曲线 上 两 点 确定 的 直线 来 近似 介 线 求 得 方程 
的 近似 根 . 这 种 方法 称 为 弦 截 法 . 如 用 曲线 上 三 个 点 作 抛物 线 近 似 
曲线 , 求 得 方程 新 的 近似 根 的 方法 称 为 抛物 线 法 .更 一 般 的 就 是 用 
y 二 f(z) 的 插值 多 项 式 P,(z) 近 似 f(z) 求 方程 的 根 ,这 就 是 插值 
求 根 法 . 
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5.5.1 蓄 截 法 


如 图 5. 4, 设 曲线 y= f(z) EAA (zo, f(ze)), (zi f(a)) E, 
知 ,通过 这 两 点 的 直线 方程 为 


Pi(z) = fen) + tz) Ñ fm). ). (S.5.1) 


ZI — Zo 
E fCa) ) Z f(zo) WER > 一 PCz) 与 工 轴 (> 一 0) 的 交点 为 
(x2 ;0) ,其 中 


了 一 元 


zx: = zi 一 Fr fæ SQA 
把 z, 作为 新 的 近似 ,再 由 (zs ;f(z2)) 与 (x) sf D AAE T3» 
依 此 类 推 ,车 两 点 (zx s f(z,)) Cr r flr) BA, E f(x) 
f(zi-1) 时 ,有 


Zh = z — i — Z (k = 1,2,), 
k à 


Fn) = frr m) 

(5. 5: 2) 
这 就 是 弦 截 法 ,也 称 割 线 法 . 它 相 当 于 牛顿 法 (5. 4. 3) 中 导数 
f(x) 用 zi- 与 Tr 的 差 商 来 代替 . 
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例 5.5.1 用 弦 截 法 求 方程 
flx) = rÆ — 1 = 0 

在 zo =0.5 附近 的 根 . 

解 取 xzo=0.5,zi= 一 0.6, 用 弦 截 法 公式 (5. 5. 2) 计 算 , 每 步 
算 一 次 函数 值 ,可 求 得 

z+ = 0.56532, x, = 0.56709, zk 一 0. 56714. 

例 5. 5.1 的 结果 与 例 5. 4.1 的 牛顿 法 结果 比较 ,可 以 看 出 弦 截 法 
的 收敛 速度 也 相当 快 . 它 有 以 下 的 局 部 收敛 定理 . 

定理 5.5.2 假定 f( ° TER z"* 的 邻 域 A 一 {(z:|z 一 z |<) 
内 具有 二 阶 连 续 导 数 , 且 对 任意 zxEA 有 三 (z) 天 0, 初 始 近似 zo, 
z € A,WJ 34 A 充分 小 时 , 弦 截 法 (5. 5.2) 生 成 的 序列 {xz) 收 敛 到 


z…, 且 收 敏 阶 数 为 p 一 Sv1. 618. 


弦 截 法 收敛 阶 数 虽 比 牛顿 法 低 , 但 它 不 用 计算 导数 , 且 每 步 只 
算 一 次 函数 值 ,计算 量 少 ,因此 , 它 是 一 个 效率 较 高 . 适 于 在 计算 机 
上 求 方程 根 的 方法 . 


5.5.2 试 位 法 与 斯 蒂 芬 森 方 法 


试 位 法 是 弦 截 法 的 一 种 变形 , 它 选择 (zx,,f,) 与 (zw,f; ) 的 
RRR PE E Crn fa) B Cari fa O RNR REH n <n, R 
使 f,* fx 二 0 成 立 的 最 大 下 标 m, 4 9 9 tB o 及 zi 应 使 
fot 所 二 0, 试 位 法 的 优点 是 当 f(x) 连续 则 方法 总 是 收敛 的 ,但 
它 一 般 只 是 线性 收敛, 当 f(z) 在 [zx ,zi] 中 为 西 函数 便 是 这 种 
情况 ,如 图 5. 5 所 示 . 因 此 它 只 用 于 求 出 好 的 初始 近似 ,而 不 适 
用 于 根 的 精确 化 . 


弦 截 法 每 步 只 算 一 个 新 的 函数 值 , 但 它 达 不 到 二 阶 收敛 .已 经 
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证 明 没 有 一 种 和 迭代 法 只 算 一 次 函数 值 就 豆 达到 二 阶 收敛 ,然而 弦 
截 法 的 一 种 变形 


Lr S TZ, — 


Jf (<s) ; 
Fa, Ffa Ft) (5.5.3) 


是 二 阶 收敛 的 , 它 要 求 计算 两 个 函数 值 而 不 需要 计算 导数 值 . 公 
式 (5.5. DEAA RE A (Steffensen HE,” G f(z=)= g(xz)— 
工 ; 则 公式 (5. 5.3) 就 是 在 5. 3. 2 节 中 得 到 的 斯 蒂 芬 森 和 迭代 公式 
(5. 3. 3) 及 式 (5. 3.42. 


5.5.3 抛物 线 法 


给 定 曲 线 y 三 f(x) 上 三 个 不 共 线 的 点 (xo, (zo0)), Cris 
fz)),(zxs，f(zx2)), 通 过 这 三 点 作 抛物 线 y= P, (xz) 近似 y= 
f(z) ,适当 选取 P, (z) =0 的 一 个 根 记 作 zs ,作为 方程 的 新 近似 
根 .这样 确 定 的 迭代 过 程 就 是 抛物 线 法 ,也 称 米 勒 (Miiller) 法 , 几 
何 图 形 就 是 用 抛物 线 y= P, (>) tj z 轴 的 交点 横 坐 标 z, 作为 根 
xX" 的 近似 ,如 图 5.6 所 示 . 
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图 :5.6 


E #8l(z,,f(z,)),(z,-i f (z-i )) s Ctro ftr) ZEATE 
线 ,由 牛顿 插值 多 项 式 有 
P, (z) = flx) + f(zm,,z=i)(x a) + 
J (ma Ta szer) (Z: — X(T — Ti) 
= f (Tn TE ozi) (£ — 14)? + (f(m, ,z—4i) + 
f(T Eris TET — z=4)) ° (z — x) + fz), 
由 于 f (zi Eri z i-2)20 , 1k P:(z) 一 0 有 两 个 根 


gy m -wt Cw? — 4f lr) f(x, ,.XZ=1 ys 
2 f(z,,z,-i 1T) 


(5.5.4) 
其 中 
w = flrs Tri) + f(T Erts Te) (Ts 一 TFI)。 (5.5.5) 
为 避免 有 效 位 数 损失 ,对 式 (5. 5. 4) 采 用 有 理化 分 子 ,并 把 z 记 作 
Xrt1; 可 得 抛物 线 法 计算 公式 


z = +T, — ZECO 
bi * wtw — 4/f(z,)f(z, Te TE) 
(k = 2,3,1), (5.5.6) 


Hp w 5805. 5. 5) 给 出 . 在 两 根 中 应 选 与 zk 靠近 的 值 作为 新 近 
WAR rin ,为 此 , 取 根 式 前 的 “ 士 ? 号 要 与 u 同 号 . 
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例 5.5.3 用 抛物 线 法 求 方程 
f(z) 一 ze 一 1 一 0 

在 zo =0. 5 附近 的 根 . 

解 ” 取 rzro=0.5,zi 一 0.6,z: 一 0. 56532 为 初始 近似 ,计算 相 
应 函数 值 与 差 商 值 : 

flzo)=—0.175639, f(x)=—0.093271, 

f(a,)=-—0.005031, f(zi,zx0)=2.68910, 

flxrs x) =2. 83373, f(z;,zi,zo)=2.75694, 
代入 式 (5. 5. 5) 算 出 w= 2. 75691, Fh R (5. 5. 6) 求 得 zs = 
0. 56714. 此 例 精 度 已 达到 10 ° ,说 明 抛物 线 法 比 弦 截 法 收敛 更 
快 .事实 上 ,在 一 定 条 件 下 可 证 明 抛物 线 法 的 收敛 阶 数 p=c1. 840. 
抛物 线 法 具有 收敛 快 ,能 算 复 根 等 优点 ,缺点 是 要 用 开 方 运算 , 计 
算 公式 较 复杂 ,因此 在 计算 机 上 使 用 时 ,计算 公式 应 做 适当 改变 . 
其 计算 步骤 如 下 ， 

1. 准备 . 这 十 初 姑 进 所 2.2 Tr E E 的 fo fi fes 


— x: x. 
R A= —— 
x, T To 


2. 和 迭代, 计算 
8 一 1 十 )2， 
a= (hs fo—62 fi + fz )ào > 
b=A fa — 8? fi HA Tó,) for 
c=ó; f: + 
一 2c 

b/b — hac. 
上 式 分 母 中 “ 士 ? 号 与 5 取 同 号 ,于 是 得 到 zs = xtA Cti) ,再 
计算 f, = fC). 

”3. 控制 .如 果 z, MEIS SKa 或 | f, | 三 es (ei ,e; 为 给 定 精度 )， 
则 认为 迁 代 收敛 ,终止 选 代 ,zs 即 为 所 求 ,否则 执行 第 4 步 . 这 里 
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à: 一 


代 法 . 
对 方程 f(z) 一 0, 给 定 迭 代 函 数 P(z) ,构造 多 重 选 代 函 数 


g(z) = glz) 一 us. (5. 6. 6) 
相应 迭代 法 写成 
Fa = plt), 
( ) k=0,1,** (5:6. 7) 
l. w W em pes , 


定理 5.6.1 SOFER r 附近 为 二 次 连续 可 导 ,f'(zx* ) 天 0， 
H glr) H p( 之 1) 阶 迭代 函数 , 则 g(x) 为 p 十 1 阶 和 迭代 函数 . 
根据 定理 结论 可 知 多 重 迭 代 法 (5. 6.7) 为 p 十 1 阶 收敛 ,如 


果 取 
gla) =z- f2, (5.6.8) 


BI ç (z) H # 80 EK 28 A R, E p = 2, T E £ W 28 ü Z 
式 (5. 6.7) 可 写成 


P = Z, 一 JG) ， 
sl k= 0,1, (5.6.9) 
= e y 
Tm 一 Y: FGD’ 
它 的 收敛 阶 为 3. 对 式 (5. 6.9) 每 步 迭 代 只 需 计算 两 次 了 值 及 一 次 
导数 值 三 . 
利用 牛顿 迭代 法 还 可 构造 另 一 个 具有 更 高 阶 的 多 重 迭 代 法 
= "X fx) 
Xx = x, fx) (x) ' 
k= 0,1, (5.6.10) 
ji _ fO) a) 
T D 2f(yO — fz)’ 
它 的 和 迭代 函数 


w _ f (e(z))(g(z=) — z) 
g(z) = glz) HEESE = (5.6.11) 
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| maa | ， 当 | z |> y, y 为 控制 常数 . 
4. 修改 . 如 和 迭代 次 数 达 到 指定 的 次 数 N, 则 认为 迁 代 不 收敛 ， 
否则 以 (zi z. 23s fio fas f. DRAE Cto z s zas fos fio fos 
hz), 转 2 继续 迭代 . 


laca 34 | x |< y, 
“S= 


56 多 重 和 迭代 法 


从 选 代 法 加 速 得 到 的 斯 蒂 芬 森 法 (5. 3. 3) ,实际 上 是 一 种 多 重 
迭代 法 . 一 般 情形 , 若 给 定 两 个 迭代 函数 pg(z) 及 y(z), 可 构造 多 
重 先 代 法 


的 = olr), 
(5.6.2) 
Le = ply)» 
k=0,1, e. 它 等 价 于 不 动 点 迭代 法 
Iwi = F(X) (k= 0,1,.), (5.6.2) 
H PER AA 
glz) 一 VPCZ)). (5. 6. 3) 
如 果 x 一 xz" 时 有 
` g(z2) —z>* = O(| z=—<=°* |^), 
(5.6.4) 
g(z)—xz* = O(| z=— =° |”), 
则 、 


g(z)—<=* = O(| 9p(z) 一 z” |%) 一 O( 工 一 工 ” | 请)， 
(5.6.5) 
RER PCz),y(Cz) 的 收敛 阶 分 别 为 记 及 ps BT, g (z)= 
%(Pp(z)) 的 收敛 阶 不 低 于 PP: ,如 果 构 造 的 多 重 迭 代 收 敛 阶 不 高 
于 pip: 就 没有 实用 价值 ,为 使 构造 的 多 重 和 迭代 法 具有 实用 价值 ， 
就 要 使 其 收敛 阶 高 于 和 锯 户 .下 面 考虑 具有 加 速效 果 的 多 重 选 
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其 中 p(z) 是 表达 式 (5. 6.8). 这 个 迭代 公式 计算 量 与 式 (5. 6. 9) 相 
当 , 但 收敛 阶 为 4. ' 

定理 5.6.2 设 f(z) 于 根 x* 附近 三 次 连续 可 导 , 上 且 f'(x" ) 关 
0, 则 多 重 迭 代 法 (5. 6. 10) 是 四 阶 收敛 的 . 

例 5.6.3 用 多 重 迭 代 法 (5. 6.9) 及 (5. 6. 10) 计 算 f(z)= 
ZT 一 2T 一 5 二 0 在 区 间 (2,3) 内 的 实 根 . 

E 取 zz,==2, 此 方程 的 一 个 根 xz" =2.09455148154, 

用 式 (5. 6. 9) 及 式 (5. 6. 10) 计 算 , 结 果 见 表 5. 3. 


# 5.3 


三 阶 先 代 法 (5. 6. 9) 四 阶 选 代 法 (5. 6. 10). 
2 


2.093900000 | —0.651X10-2| 2.0945632798 | 0.118X10™ 
2. 0945514813 | 一 0. 240X-107° | 2. 0945514815 |—0, 400X107" 
2.0945514815 |— 0. 400X107" 


从 表 中 结果 看 到 三 阶 与 四 阶 和 迭代 法 只 要 迭代 2,3 步 则 可 得 到 
精确 度 很 高 的 根 ,而 要 达到 同样 精度 的 根 用 弦 截 法 至 少 要 和 迭代 6 
次 . 可 见 这 是 两 种 比较 有 效 的 迭代 法 . 


5.7 重 根 计算 


前 述 牛 顿 法 、 弦 截 法 和 多 重 挝 代 法 关于 收敛 阶 的 结论 都 假定 
了 方程 为 单 根 ,如 果 z" R. f(z)=0 Hm ER>), WAER 
成 立 . 此 时 , fC) = lra" glr), glr") #0 m2, H 
fa = fa) = e = fa I=, f%(z')= O. 
| (5.7.1) 
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车 用 牛顿 法 (5. 4. 3) 求 根 ,其 迭代 函数 


pa) =a- FE Za = 1-1 =o, 
故 用 牛顿 法 求 重 根 收敛 阶 为 1, 若 取 
Jf (z) 


pT) = = — m #r7r» 


f < 
则 p (z " )=0. 由 此 构造 的 迭代 法 


Tit m ETS (k=0,1,.…) 65:7. 2) 


用 于 计算 m 重 根 ,其 收敛 阶 仍然 是 2, 但 必须 事先 知道 根 >` 的 重 
# m. 通常 m 并 不 知道 ,为 了 构造 不 受 m 影响 的 迭代 方法 , 令 
uz)= 了 太后 ,着 x 是 f(z)=0 的 m 重 根 , 则 


(rz— zx")g(r) 
mg (z) + (z — z" )g (z) ° 


Ék z" Æ u(z)=0 的 单 根 .对 它 用 牛顿 法 得 


u(r) = 


_ ulz) 
Tin 一 X, 一 一 一， 
u (z,) 
iG) = 1— f G) un). (5.7.3) 
f (E79) 


其 迭代 函数 Ç 
OEE E I A fix) f’ (z) 
Pa =a i Ao O F` 
于 是 式 (5.7.3) 可 改写 成 
cg f(r) f(x) 
Th = z Er TC (5.7.4) 
它 的 收敛 阶 为 2. 它 要 计算 f'a), f(z) 较 复杂 时 计算 量 较 大 ， 
可 改 用 弦 截 法 求 u(z)=0 的 根 , 其 迭代 程序 为 
Te | 


-zn S01 (5.7.5) 


Tin = Z 
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例 5.7.1 方程 六 一 4z: 十 4 一 0 的 根 z = 二 V2 是 二 重 根 ,用 牛 
顿 法 及 迭代 公式 (5.7. 2),(5.7.4) 求 根 . 

解 A f)ar Ar tA, f a) =r Bar, f la) =l, 

分 别 求 出 三 种 方法 的 迭代 公式 如 下 ， 


. PS 
(1) 牛顿 法 “zt 一 六 一 全 A 


4x: 
2 一 
D 和 迭代 公式 (5.7. 2) 为 ”zi 一式 一- 2 
k 
= 
(3) ZRARG.T DY x = Í — (zi —2) 
Xi 二 2 


取 初 始 近 似 zo 二 1.5, 用 上 述 三 种 方法 计算 结果 见 表 5. 4. 
R 5.4 


zı 1. 458333333 1. 416666667 
1. 436607143 1. 414215686 
z; 1.425497619 1.414213562 


计算 三 步 ,方法 (2) ,方法 (3) 均 达到 10 位 有 效 数字 ,而 用 牛顿 
法 直接 计算 只 有 2 位 有 效 数字 , 若 要 达到 10 位 有 效 数字 必须 计算 
30 步 . 


5.8 代数 方程 求 根 与 迭代 法 


5.8.1 引 育 与 多 项 式 求 值 


当 f(x) 是 由 式 (5. 1.2) 给 出 的 代数 多 项 式 时 ,方程 f(x) 二 0 

就 称 为 代数 方程 , 按 代数 学 基本 定理 . 此 方程 在 复数 域 中 及 个 根 

r; se zi HB f(z)=a (z—z=r)* (z—<=;). 3383 aoval,…， 

a, 为 实数 时 ,如 果 方 程 有 复 根 , 则 它 必 共 轿 地 成 对 出 现 . 由 于 多 项 
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1.411764706 
1.414211438 
1.414213562 


式 有 很 多 特殊 性 质 , 求 根 要 求 不 同 ,有 时 只 要 知道 根 的 界 , 有 时 只 
要 判断 右 半 平面 有 没有 根 , 有 时 则 要 求全 部 根 , 因 此 ,代数 方程 求 
根除 了 可 用 一 般 函 数 方程 求 根 方法 ,还 有 很 多 特殊 方法 . 
在 各 种 求 根 方法 中 ,计算 工作 量 主要 指 求 f(z) 值 的 多 少 . 如 
用 牛顿 法 求 根 ,每 步 要 计算 f(x) 及 "(zi) 各 一 次 . 对 多 项 式 方程 
i F) = asz" air” + Hanita =0, (5.8.1) 
为 了 计算 f(zi) 的 值 ,可 用 zx 一 zi Ë: f(x) 得 
f(z) = q(z=)X(z= r) + fr), (S.8.2) 
HRR f(xzi) 就 是 多 项 式 f(r) 在 点 z, 的 值 . 商 g(x) 可 表示 为 
Q(X) = poz + ee + brx + b, I. 
比较 式 (5. 8. DAW z AKERA, WJ 48 


bo = a 
b = ai + ibms (i= 1,.,n)., (5. 8. 3) 
fix) = b,, 
用 这 个 公式 计算 多 项 式 值 的 方法 称 为 秦 九 部 算法 , 它 只 需 用 ) 次 
乘法 和 n 次 加 法 运算 ,因此 计算 量 小 ,结构 紧凑 ,便于 编制 程序 . 应 
用 这 个 方法 求 (zi), 只 要 对 式 (5. 8. 2) 两 端 求 导 , 则 可 得 f a) 
qr) ERER g(z) 继 续 用 秦 九 韶 方法 . 令 
qlz) = p(z=)(z= —x,) + q(x,), 
e = c z"? + ee +c, sz Cre’ 
比较 (5. 8.4) 两 端 系数 则 得 


(5. 8. 4) 


ce = b, 
| (i = 1,-*,n—1). (5.8.5) 


f'(a,) = glt) = Ceis 
5.8.2 牛顿 法 与 拉 盖 尔 迭代 法 


根据 上 述 多 项 式 求 值 方法 (5. 8. 3) 和 (5. 8. 5) 可 知 , flr) = 
bns f (x1) 二 c,-1, 于 是 用 牛顿 法 求 方程 (5. 8. 1) 根 的 计算 公式 为 
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H z, 算出 zi 的 步骤 是 : 
1. $ by=c, =a; 
2. 对 i 二 1,…,n 一 1 做 
b; = a; + tibiis c = b + Ticas 


3. fH b,=a,+zx,b, airmen, 


Cn—l 

整个 求解 过 程 只 要 对 = 二 0,1,…, 算 到 zi 满足 精度 要 求 
为 止 . 

除了 牛顿 法 ,还 可 用 弦 截 法 及 多 重 和 迭代 法 求 多 项 式 方 程 的 根 ， 
但 这 些 方法 与 牛顿 法 都 必须 给 出 足够 好 的 初始 近似 ze, 因此 这 些 
方法 都 不 是 特别 好 用 ,于 是 选取 某 种 具有 全 局 收敛 性 的 方法 显得 
更 为 重要 . 具有 这 种 特性 的 一 个 较 好 方法 是 拉 盖 尔 迭代 法 , 它 的 计 
算 公式 是 

ESN nf (x) _ y 

Ze = Zk Fa LAGS (k = 0,1,1), (5.8.7) 

其 中 
HCx) = (n— 1)[(n — 1) (f”(z)): — nf (z) f”(z)]), 
(5.8.8) 
这 里 > EZMA f(z) 的 次 数 . zÉ (5. 8.7) 分 母 中 符号 应 选 得 与 
(zi) 符号 相同 ,使 得 |z4+; 一 zi1 的 值 尽量 小 . 拉 盖 尔 法 每 步 要 计 
算 f(z f(z) 和 六 (ze) ,对 于 "(zi) 的 计算 ,由 式 (5. 8.2) 和 
R. 8.4) 可 得 "(zi) 二 2p(xzi) ,而 计算 p(z) 可 在 式 (5. 8.5) 的 
基础 上 类 似 得 到 
d =c, de = d z +c. G= 1,2,.,n—2), 
p(X) = de. 
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可 以 证 明 , 拉 盖 尔 迭代 法 对 于 单 根 ( 实 或 复 ) 是 三 阶 收敛 的 , 且 
对 于 实 根 , 任 给 初始 近似 ze, 和 迭代 序列 都 是 收敛 的 . 设 方程 的 个 
实 根 排列 成 x? 三 zz Seer, ,如 果 初 始 近 似 z € (z; |, z? ), WIJ 
拉 盖 尔 法 收敛 于 根 rji R z; (j= 二 2,…,n); 车 zo 二 zx? R > 
z; ， 则 分 别 收 僵 于 z; 及 z; . 这些 结论 对 复 根 不 再 成 立 , 但 经 验 表 
明 对 复 根 全 局 收敛 性 质 还 是 好 的 . 

注意 ,对 于 实 系数 多 项 式 f(x), 当 z, 为 实数 时 , fC), 
了 (zt) 和 f/f”(zi) 都 是 实数 ,这 意味 着 从 实 初始 近似 ze 出 发 ,牛顿 
法 、 弦 截 法 和 多 重 和 迭代 法 都 不 能 收敛 于 复 根 , 可 是 拉 盖 尔 法 即使 
z, 是 实 的 ,zt+: 也 可 以 是 复 的 ,因为 有 五 (zi 一 0, 因 此 这 个 方法 
用 实 初 始 近似 z, 也 可 收敛 到 复 根 . 

用 和 迭代 法 求 出 f(z)=0 的 一 个 根 x" , 则 可 通过 因 式 分 解 
得 到 

fiz) = (rz— x")g (z), 
其 中 
gila) = bozr™! + ee + brot + bri. 

于 是 方程 剩 下 的 根 也 是 g; (z)=0 的 根 , 重 复 此 过 程 即 可 求 得 方 
程 的 全 部 根 . 应 特别 指出 的 是 这 种 算法 的 会 人 误差 影响 逐次 商 多 
项 式 的 零点 ,使 它们 越 来 越 偏离 f(z) 的 零点 .为 保险 起 见 ,可 对 每 
一 个 根 用 原始 多 项 式 f(z) 作 最 后 一 次 迭代 . 


5.9 根 模 的 界 与 实 根 隔 离 


5.9.1 根 模 的 上 下 界 


有 的 问题 只 要 求知 道 根 模 的 界 , 如 特征 值 估计 ; 而 知道 根 模 
的 界 也 就 得 到 有 根 区 域 . 为 了 估计 根 模 的 界 , 可 把 方程 (5. 8. 1) 改 
写成 标准 形式 
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fx) = z"+az"”! + tanir Ha, =0. (5.9.1) 
它 的 个 根 z; (i 二 1,…,n) 的 绝对 值 |z; | 称 为 根 模 . 如 有 常数 
0 二 A 二 B, 使 
A<|=xz |< B (Gi=1,.%…,n) 
成 立 , 则 称 A 为 根 模 下 界 , B 为 根 模 上 界 . 求 根 模 上 界 有 以 下 
定理 . 
定理 5.9.1 对 方程 (5.9.1) 的 所 有 根 ri, 有 
| z. |< max{| a, l+ 1,--, | amı |+1, | an |+ 1), 
或 


| =, |< max{1, > la I}. 
j= 


这 种 求 根 模 的 方法 很 简单 ,但 求 出 的 上 界 通 常 太 大 . 为 求 得 更 

好 的 上 界 ,可 令 
ulp) 一 局 一 | a po 一 一 …… 一 | apo 一 | ao |. 

BRI | Zull r|). hF u0) =- ja, | ulto), FA 
ulo) =0#Æ (0, 十 ce) 有 惟一 正 根 m, 所 以 当 pE lC, + co) B$ 
u(0)>0. BFE cl ,使 x(oo) 二 0, 则 当 |z1 三 p BF| f(z)| > 
&w(|zl)>0, 这 时 方程 (5. 9. 1) 无 根 , 故 p, 是 根 模 的 一 个 上 界 . 

例 5.9.2 估计 方程 f(z=)==z'—2zr—5=0 的 根 模 的 上 界 . 


解 ”由 定理 5.9.1 H |z |<6,6 是 根 模 的 一 个 上 界 . 为 了 求 


更 好 的 上 界 , 可 取 m 一 3, 则 u3) =16>0, k |x: | <33 是 一 个 更 
好 的 上 界 . 若 取 m 一 2.1, 因 u(2.1)=0.061>0,#k|=z,| <2.1 是 一 
个 更 好 的 根 模 上 界 . 
为 了 求 根 模 下 界 , 可 令 
Llo) = d +| a | m! + +| am | o—l a, l. 
BREIS LAr). 4 a> 0,L (G) b Mp8 SP, 
L(0) 一 0,L( 十 ce) 二 0, 故 工 (c) 只 有 一 个 正 根 a+ >0. 当 0Sça <a 
时 L(a) <0,3#ffE a, <a fE L(a,)<0,W|4 |+|< A LA. 
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HEILS LARA So 时 方程 (5.9. 1) 没 有 根 , 故 
|x: |20 ,ot 即 是 根 模 的 一 个 下 界 , 而 根 模 |z; | 的 最 大 下 界 为 o. 


MR f(z) 关 0, 令 = 一 二 , 则 = 满足 另 一 个 次 代数 方程 


anz" 十 Qariz”! 十 "十 aiz 十 1 = 0. 
车 a, 闫 0, 以 a, 除 之 即 得 
1 


gG) = z + Ly +... +L L, ++ — = 0. 
a, . a, a, 
对 g(z)=0 应 用 定理 5. 9.1 的 结论 , 则 得 
1 
|z |= 中 局 | 
=b,>1, 


1 ml 
| = |= |E |< 5 


j=1 


arı 
— + 1,:, 
a, 


a, 
a, 


+,.|2|=11 
a, 


a, 


|->: 


于 是 有 根 模 下 界 1z,| 之 十 或 1z,| 之 过， 


例 5.9.3 估计 方程 f(z)=x'—2z—5=0 的 根 模 的 下 界 . 
E 由 于 


故 子 是 根 模 的 一 个 下 界 . 1 是 一 个 更 好 的 下 界 , 若 取 o 一 1. 3, 则 


L(1.3)= —0.203<0,#k 1, 3 是 一 个 更 好 的 根 模 下 界 . 与 例 5. 9. 2 
的 结果 合 在 一 起 ,可 知 f(z=)= x'—2x—5=O0 的 根 均 在 下 列 圆 环 
内 , 即 1.3<|z,|<2.1. 

例 5.9.4 估计 方程 SODS +z +1=0 的 根 模 的 上 、 下 界 . 


解 ” 若 用 定理 5.9. 1 可 估 得 根 模 上 界 为 2, 下 界 为 工 , 即 十 雯 


Iz,|<2. 若 取 o =1. 018, 计 算 函 数值 u(1.018)= (1. 018) 一 
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(1.018)2—1=0.023>0,#1.018 是 一 个 更 好 上 界 .为 估计 下 界 ， 
# JER Llo) =" +0 —1, $ o =0.9524,1F8 L(0.9524)=0.9993— 
1 二 一 0.0007 过 0, 故 0. 9524 是 一 个 更 好 的 下 界 . 于 是 得 到 这 个 方 
# 41 个 根 都 在 以 原点 为 中 心 的 下 列 圆 环 内 : 

0.9524 <| =, |< 1.018. 
这 是 单位 圆 邻近 很 狭窄 的 一 个 圆 环 域 . 


5.9.2 施 图 姆 序列 


为 了 解决 代数 方程 根 的 隔离 问题 ,引进 以 下 定义 . 
定义 5.9.5 实 多 项 式 序列 
JEE) = fola) fi(r) ,fn (z) (5. 9. 2) 
称 为 施 图 姆 (Sturm) 序 列 ,如 果 
(1)& 是 f, (z) WEFR, MU XJ kl, , m — 1， 有 
f,- E firi (8) <0; 
D 最 后 一 个 多 项 式 f(x) 没有 实 根 . 
设 f(z) 和 方 (z) 是 两 个 z 的 多 项 式 , 其 中 户 (z) 次 数 低 于 
f. G). HA fi Ca) fo Cz) 49 88 DRRR R, (z) , R, (z) BJ K 3⁄ 
EF f, (z). # f, (z) = — R, (zx) 为 序列 的 下 一 个 函数 ,如 果 
fi(z) 闫 0, 用 f, (z) f, (7) 得 商 qr(z) 及 余 式 R: (a), R (OKA 
低 于 fT Ca). $ fs(z)= 一 R;(z) 为 下 一 个 函数 ,这 样 做 下 去 ,直到 
除 尽 为 止 .从 fo f, 得 出 m+1 MERLETAR {fo sfiso fmt K 
数 逐 个 降低 , fni =0, 2I RAUF A h = 4 4848 A #& [B] KRE 
f, (z) = q, (z) fe (z) — fr (z) (k=0,1,.,m—1), 
om ss 0. 
这 样 得 到 的 序列 就 是 一 个 施 图 姆 序列 , 称 为 以 f. 及 f, 为 基 的 施 
图 姆 序列 . 通常 选 f。 二 了 ,fi 三 f'(z) 为 基 作 施 图 姆 序列 
(fof fi, fm). (5.9.3) 
定义 5.9.6 实 多 项 式 序列 (5. 9. 2), 当 z=a 时 是 一 个 数列 
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(fa) ,有 1(a),…，,fm(a)}), 若 两 个 相 邻 数 符号 相反 ,就 说 这 两 个 
数 之 间 有 一 次 变 号 ,把 数列 中 一 切 零 拿 出 数列 , 则 数列 中 各 相 邻 数 
变 号 次 数 之 和 定义 为 这 个 数列 的 变 号 次 数 (the number of 
changes in sign) , 记 作 V.. 

定理 5. 9.7( 施 图 姆 定理 ) 设 f(a)>0,f00)0,D fe = f, 
万 一 大 (。) 为 基 的 施 图 姆 序列 (5. 9. 3) 在 点 z 的 变 号 次 数 为 了。， 
则 方程 f€ + )=0 在 (a,5) 区 间 内 共有 V, — V, 个 各 不 相同 的 实 
根 , 设 最 后 非 零 函 数 f, (zr) 没有 实 根 , 则 f(z)=0 的 实 根 都 是 单 
根 ; W f(x) 二 0 有 实 根 , 则 这 些 根 都 是 f(x)==0 的 重 根 ,其 重 数 
为 f. Ca) =0 根 的 重 数 加 1. 

施 图 姆 定理 解决 了 判断 给 定 区 间 内 有 没有 根 , 有 几 个 实 根 的 
问题 . 当 a 一 一 co,= 十 co 时 ,可 解决 fC) = 的 实 根 个 数 ; 当 
(a,6) 内 只 有 一 个 根 , 且 b~a 很 小 时 ,可 解决 实 根 隔 离 , 用 二 分 法 
容易 求 出 根 的 足够 精确 的 近似 值 . 

例 5.9.8 FF(z) 一 2z? 一 9z: 十 11z 一 3.5 一 0. 

解 ” 施 图 姆 序列 是 

fa (z) = flx) = 2r — 9r? +1lr— 3.5, 
fila) = f'(x) = 6r? — 18x + 11, 


fila) = 于 (5z 一 6)， 


i f) = 1. 
由 于 求 户 (z) 时 可 以 相差 一 个 正常 数 因子 ,这 里 f; (x) ==1, 故 没 
有 重 根 , 相 应 点 变 号 次 数 结果 如 下 : 


SAD Cr) fz) 


可 见方 程 只 有 三 个 正 实 根 , 没 有 负 根 . 为 进一步 将 这 三 个 根 隔离 ， 
可 再 试 算 某 些 点 的 变 号 次 数 ,结果 如 下 : 


fo (z) f. Ca) f. (>) f. (z) 


这 说 明 三 个 根 分 别 在 区 间 (0,1),(1,2),(2,3) 中 ,可 用 二 分 法 或 其 
他 精确 化 方法 把 根 计算 出 来 . 


5.10 伯 努 利 方 法 


对 任何 次 方程 
fia) = z" Hax + = +a, iz +a, = 0， (5.10.1) 
考虑 其 对 应 的 齐 次 常 系数 线性 差分 方程 
f(E)u, = usa F as tiea 十 … 二 ani atl +a, 一 0， (5.10.2) 
它 的 特征 方程 就 是 n 次 方程 (5. 10. 1) ,方程 (5. 10. 1) 模 最 大 的 根 
叫 最 大 根 , 模 最 小 的 根 叫 最 小 根 . 伯 努 利 方法 通常 用 来 求 最 大 根 ， 
稍 加 变动 也 可 用 来 求 方程 的 最 小 根 . ¿ 
设 方程 的 最 大 根 为 zi ,其 他 根 zx;,，…, xz, 的 模 都 比 z, 的 模 
小 . 假定 给 出 差分 方程 的 初始 条 件 u =-= un- =0,u,- L = 1, 
差分 方程 (5. 10, 2) 改 写成 
Urin =— ai Urra —.  — Ami U —a,u, (5.10.3) 
由 此 可 逐次 算出 它 的 特 解 u, = 一 a1 ,…. 这 个 特 解 可 表示 成 
u = cz + cari de cari, c 60, (5.10.4) 
这 里 c, 是 由 初始 条 件 确 定 的 . 把 式 (5. 10. 4) 改 写成 


m=azt[1+ 和 全 (至 ) ++ 8 (P) ], 
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于 是 有 


'[h+S (42 ! 
” a#[ji+ > (2)(2)] 
H+|z/ |> lar: |>| arl  ñ& 


: mn Kn 
lim — = x,. 
keo Up 


这 表明 ; 4 k AIKE, Jš Il u 55 BU I 0938 w 的 比值 是 最 
大 根 +, 的 近似 值 . 以 上 运算 的 方法 就 是 求 最 大 实 根 的 伯 努 利 方 
法 . DERRE XJ 8 fW ( dE — xF 3t Sú Bë 38 ) BJ , tb p] FR48 32 A 
法 (计算 公式 略 ). 当 |z,|( 复 根 为 |x,|) 很 接近 | =, | 时 ,其 收敛 速度 
很 慢 , 伯 努 利 半 就 没有 多 大 实用 价值 . 计算 方程 (5. 10. 3) 特 解 的 方 
法 编 成 程序 后 计算 很 简单 , 手 算 时 可 用 计算 样板 ,将 方程 系数 从 下 
到 上 排列 ;次 序 是 一 al kue. 一 av 与 相应 u, HE. 

W 5.10.1 R fCr)= r +15r +691 +104=0 的 最 大 根 . 

解 ”计算 结果 如 下 表 : 


ui /us 


—104 
-69 
—15 一 15 
ia — L. —10.4 
156 一 9.032 
一 1409 一 8. 4677 
11931 — 8. 2104 
—97958 | —8.0919 
792667 | —8. 03834 
一 6371727 | 一 8.014705 
51067514 | 一 8.005107 
一 408800915 | 一 8.001481 


3271012787 
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可 以 看 出 , 当 上 增 大 时 比值 u. /uw 越 来 越 接近 最 大 实 根 一 8. 由 
于 f(z) 二 x 十 15x* 十 69z 十 104= 二 0 可 以 改写 成 f(z)= (z=+8) 
(z +7zr+13)=0,Jr E KiR S: —8, HEARNE IHME 


aE 2098 B./IS==3. 606, xo. 45, 故 收敛 速度 


较 慢 . 
这 种 方法 也 可 用 来 求 最 小 根 , 设 方程 (5. 10. 1) 的 最 小 根 2,0, 


- 则 a, 关 0. 令 z 一 二 , 代 人 方程 (5. 10. 1) 可 得 z 满足 方程 


anz" Hanmi" 十 … 十 az 十 1 一 0. (5.10.5) 
只 要 对 方程 (5. 10. 5) 求 最 大 根 , 则 得 方程 (5. 10. 1) 的 最 小 根 . 求 最 
小 根 的 伯 努 利 法 也 可 作为 根 的 精确 化 的 一 种 有 效 方法 . 


5.11 SET Ë 


因为 二 次 方程 容易 求解 , 故 若 能 找 出 次 多 项 式 f(x) 的 一 个 
二 次 因 式 ,就 等 于 找到 了 方程 (5. 9. 1) 的 一 对 复 根 . 臂 因子 法 的 基 
本 思想 就 是 从 某 个 近似 的 二 次 因子 

wlr) = r +ur + O 

出 发 ,用 某 种 迭代 过 程 使 之 逐步 通 近 f(x) 的 一 个 二 次 因子 ,从 而 
达到 求 根 目的 . 

用 w(z) 除 f(x) 得 商 式 p(x), 它 是 n 一 2 次 多 项 式 . 一 次 余 
式 为 

r(z) = riz+r;> 
其 中 Mr 两 个 系数 均 由 w(x) 的 系数 u,v 所 确定 ,因此 它们 是 
u,v 的 函数 ,于 是 有 
fz) = (rurt pr)+rnrtr. (5.11.1) 
# n=rn=0, W w(xz) 就 是 f(z) 的 准确 二 次 因子 ,一 般 情形 是 
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(myrz) 天 (0,0). 这 时 ,可 修正 w(xz) 的 系数 .u,v, 修 正 值 记 作 Au 
与 Av, 修 正 后 的 新 二 次 因 式 为 

w‘ (z) = z: + (u + Au)z= + (v+ Av), 
它 比 旧 的 二 次 因 式 w(z) 更 接近 f(z) 对 应 的 准确 二 次 因子 . 用 
w (DRR f(r) 得 余 式 

r` (zx) = (r, Arrt (r; + Ar;), 

若 要 求 r' (z)=0,BD3E3R Au 与 Av 引起 的 Ar 和 Ar, 满足 下 列 
方程 组 : 


ni 十 Ari = 0, r,+ Ar, = 0. CS. 11.25 
若 用 微分 近似 增 量 , 则 得 
Aw +a rl 一 0， 
u ðv 
2 2 (5.11. 3) 
T2 re ss 
Ju A“ + JAL tre = 0. 
Ər, Irn Ər, Ar: 
只 要 求 出 方程 系数 过, 一， ,及 站 rm 就 可 从 方程 组 (5. 11. 3) 


au "gx "gu Iv 
解 出 Au 及 Av, 从 而 求 得 新 的 二 次 因子 w (z). 计算 步骤 如 下 : 
1. 计算 K r,. g ` 
p(z) = bz": 十 bz +t + bez» 

代入 式 (5.11. D KRAKER, 14 

bo = aos b = ai — ubos 

b; = a, — ubin — vhs, 

ri = bmi» 


rz = b, + ub, ,. 
š Ər, Ir, Arı Ər: : 
2. HR m mua? Dy 将 式 (5. 11. 1) 两 端 分 别 对 u,v 微 
分 ,可 得 
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zp (z) 5- (a? + ur +v) P g — SE 


y a (5.11.5) 
plz) == (at + ur + v) B ig — 3, 
ESETT AN, 2 m kD uC) zp(z) 所 得 余 式 的 系数 ,而 3 
MRI wR p(z) 所 得 余 式 的 系数 .车 令 


p(x) = (z+urv H(zr)+ siz+ s, (5.11.6) 
其 中 I 
H(z) = cor™ +c z" + t cras 

于 是 
zp (z) 一 (z2 + ur + u)=H (z) + siz? 十 se 工 
= (x° + ux + u) (zH (zx) + s) 一 
(ul — S2 )£ — U1. (5.11.7) 
将 式 (5. 11. 6), (5:11. DCS. 11. 5) 人 比较 ,可 得 


(5. 11. 8) 
-= 一 一 1 一 2， — = si. 
为 求 得 sı 及 s, ,可 通过 比较 式 (5. 11.6) 两 端 系数 ,得 到 
Co = bos Ci = b — Uco» 
ci = bi "We Z (mey, (i= 2, n— 2) 
(5.11.9) 
Si 二 C,—3 
S: = c, F Uinga 
将 求 出 的 s 及 ss 代入 式 (5.11. 8), 则 得 方程 组 (5. 11. 3) 的 系数 . 
由 于 计算 公式 (5. 11.9) 与 式 (5. 11. 4 相似 , 故 编制 的 程序 简单 . 
3. 由 式 (5.11.3) 解 出 Au 及 Av, & | Aul Se, | Av| <e 成 立 ， 
则 选 代 停止 , 转 第 4 步 ,否则 令 w :=u 十 Au,v :一 v 十 Av, 再 转 第 1 
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步 重 新 计算 . 
4. 求 w' (x)= 二 x! 十 uz 十 v 的 解 


Zutvu —4v v te, ` (5.11.10) 


zr = 


上 述 步 骤 找 述 的 算法 叫做 辟 因 子 法 ,也 称 贝 尔 斯 托 
(Bairstow) 方 法 . 对 有 一 对 共 轿 虚 根 的 二 次 因 式 , 它 的 收敛 性 、 收 
敛 速度 与 求 复 根 的 牛顿 法 等 价 ,但 它 不 用 进行 复数 运算 ， 

例 5.11.1 用 辟 因 子 法 求 f(Cz) 一 2 十 za 十 5z: 十 4z 十 4 一 0 
的 近似 根 . 

E ” 取 尾 部 作为 近似 二 次 因 式 , 即 

xu (z) = z’ 十 0.8zx 十 0.8， 
按 第 1,2 步 的 式 (5. 11. 4),(5. 11. 9) 和 式 (5. 11. 8) 求 出 方程 组 系 
数 及 自由 项 ,得 到 方程 组 
— 0. 608 + 3. 72Au — 0. 6Av = 0, 
É 0. 768 +0. 48Au + 3. 24Av = 0. 
由 此 解 出 
Au = 0. 19697， Av = 0. 20786. 
迭代 一 次 得 到 f 
xo (z) = z? + 0. 99697z + 1. 00786, 
由 式 (5. 11. 10) 求 出 近似 解 
x =— 0. 49849 + 0. 87142i, 
准确 的 二 次 因子 是 
t° (z) = r +z +1, 

解 是 x* = —0. 5+0. 866i. 

车 要 得 到 更 精确 的 二 次 因子 ,可 从 tw (zx) 出 发 按 同样 方法 再 
迭代 下 去 ,直到 满足 精度 要 求 为 止 . 

另 一 种 简单 的 臂 因 子 法 是 用 zz (z): f(z) 得 二 次 余 式 
Ri), FES 
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fix) = mu(z)S(x) + R(z), (5.11.11) 
其 中 SCz) 是 商 式 , 余 式 
R) = rnt + rz + x. 
设 r,=0, WJ R(z) 可 改写 成 
rz 


R(z) = n, G + z+ m)= rõlz), 


其 中 
Dlr) == +r = r + ür + 9, 
ro ro 
ro” ro. 
于 是 由 式 (5. 11. 11) 有 
f(z) = mw(r)S(r) + rlr). 


设 f(x)=06 没有 零 根 ,那么 f(z) 有 二 次 因 式 的 必要 充分 条 
件 是 ua (z) =@(z). 把 从 w(x) 求 出 而 (zx) 的 过 程 当 作 一 个 迭代 过 
程 ,如 果 这 个 迭代 过 程 收敛 , 则 极限 二 次 式 就 是 f(z) 的 二 次 因 式 ， 
REER RRA. 使 用 这 种 方法 ,两 次 迭代 比 一 次 劈 因子 法 
的 工作 量 小 ,而 效果 大 致 与 一 次 臂 因子 法 相当 ,因此 计算 程序 比 臂 
因子 法 简单 得 多 . 缺点 是 这 个 方法 并 不 是 都 收敛 的 . 


5.12 复 根 的 隔离 


使 用 Ruth 定理 ,可 以 解决 判断 代数 方程 在 右 半 平面 有 没有 
根 , 有 几 个 根 的 问题 . 设 给 定 n 次 实 系数 方程 为 
f(z) = z" Haiz 十 … 十 ariz 十 as 一 0， (5.12.1) 
它 有 个 根 ,可 能 是 实 根 ,也 可 能 是 复 根 ,表示 为 = ,zz，…z. 如 
果 有 两 个 根 相 同 就 称 为 二 重 根 . 利用 这 些 根 ,可 把 方程 (5. 12. 1) 改 
写成 
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f(z) = (z> zi )** (z — z,). (5.12.2) 
设 虚 轴 上 没有 方程 (5. 12. 1) 8938 , WJ 
fat) 20, it—z #0 (— eo < t <+ eo). 
由 于 复数 乘积 的 辐 角 等 于 各 因子 辐 角 的 和 ,所 以 有 
argfGit) = SargCie — z). 
k=1 
当 上 从 十 ce 变 到 一 co 时 ,把 上 的 角度 函数 #(t) 的 增 量 记 作 Ag, 则 
A$ = $(— œ) — $C+ co), 
Aargf (it) = YlaargGir — zx). 
k=1 
设 根 在 右 半 平面 上 , 则 矢量 it 一 z 是 从 z, 到 虚 轴 上 动 点 i 的 矢 
量 , 当 : 从 十 co 变 到 一 co, 它 的 辆 角 从 起 增 加 到 a: 
Aarg( — z,) = x. 
设 x 在 左 半 平 面 , 则 


Aarg(i 一 z,) =— x. 


设 右 半 平 面 有 7r 个 根 , 左 半 平面 有 /个 根 ,i 十 r= 二 n, 于 是 有 
TAargf (in) = 2; TAarg(it — z) 
一 7 一 /一 r 一 (一 r) = 2r—n. 
在 右 半 平面 根 的 个 数 为 
r glet gaeran], (5.12.3) 
8f (z) = TAargf lit), 


fG = Ef) — if,G0] = ț wit), 
其 中 
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Ar = tat Hat 一 …， 
fia) = at”! — at™ + ast™ — +, 
wlt) = fot) — ifi). 


(5. 12.4) 


由 于 
argf Cit) = arg(i) + argw(t), 
j 为 常数 ,An 一 0, 故 


afe) = TlaargfGn = Laargu(D. 
当 z 上 从 十 ce 变 到 一 co 时 ,研究 pa) 一 argw(t) 的 增 量 可 改 为 研究 
cotf(D) 一 一 大 [ 的 变 号 情况 . 设 cotg 在 虚 轴 上 从 正 变 到 负 共 有 = 


次 ,从 负 变 到 正 共 有 有 8 次 , 则 
ôf (z) = a — 8. 

34 cot$ MERA fi BJ, (f, G), fi MAR 5 RE 39 |H] £ , 8 k — K 
变 号 ; 34 cot 从 负 变 到 正 时 , (fo (r), 有 (1)} 增 加 一 次 变 号 . 以 
fs G) ,fi1(1) 为 基 作 施 图 姆 序列 

{So A) s fi CE) fmt)}, 
令 . 

V,=V(f,G),fiG0 f. (t), 
则 当 从 十 ce 变 到 一 ce 时 , 施 图 姆 序列 损失 的 变 号 次 数 是 由 f, (r 
的 实 零点 引起 的 ,中 间 函 数 的 实 零点 对 变 号 次 数 的 改变 无 影响 . 由 
于 已 设 f(t) 关 0, 所 以 f(t) 没 有 实 零 点 , 它 是 
V. —V.— = a— B= f(z)» 

将 其 代入 式 (5. 12. 3) , 则 得 

A + +V. — V-o). (5.12.5) 

定理 5. 12. 1( 和 鲁 思 (Ruth) 定 理 ) 方程 (5. 12. 1) 在 虚 轴 及 右 

半 平 面 没 有 根 的 充分 必要 条 件 是 施 图 姆 序列 


{fo Ct), fit. fa GD) 
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内 每 个 多 项 式 比 它 前 一 个 多 项 式 低 一 次 , 且 首 项 系数 都 是 正 数 . 

定理 5. 12.2 设施 图 姆 序列 内 有 n+ 个 非 零 函数 , 则 每 个 
多 项 式 比 它 的 前 一 个 多 项 式 低 一 次 ,方程 (5. 12. 1) 在 虚 轴 上 没有 
根 ,在 右 半 平 面 根 的 个 数 等 于 首 项 系数 组 成 的 数列 的 变 号 次 数 . 

定理 $5.12.3 方程 (5. 12.1) 在 右 半 平 面 没有 根 ,而 在 虚 轴 上 
有 个 根 的 充分 必要 条 件 是 施 图 姆 序列 内 有 nn 一 pp 十 1 个 非 零 
函数 

{Solto fi Ct) setts f (t), . 

其 中 每 个 多 项 式 比 它 的 前 一 个 多 项 式 低 一 次 , 首 项 系数 都 是 正 数 ， 
而 且 最 后 的 p 次 多 项 式 有 p 个 实 零 点 ,这 些 实 根 就 是 方程 (5. 12. 1) 
在 虚 轴 上 的 p 个 根 的 虚 部 . 

定理 5. 12. 1, 定 理 5. 12. 2 和 定理 5. 12. 3 给 出 了 判断 虚 轴 上 
及 右 半 平面 根 的 个 数 的 方法 ,为 了 得 到 这 些 结论 ,要 计算 以 
式 (5.12.4) 的 fo。 及 f, 为 基 的 施 图 姆 序列 . 由 于 f 与 fi 一 个 为 
偶 函 数 , 另 一 个 是 奇 函 数 , 故 施 图 姆 序列 中 函数 交 蔡 为 奇偶 函数 ， 
根据 除法 规则 ,除去 零 及 交替 正 负 号 ,可 得 到 计算 施 图 姆 序列 系数 
的 紧凑 表格 ,叫做 Ruth 表格 . 表 5.5 给 出 n=6 的 Ruth 表格 . 


表 5.5 


计算 系数 的 法 则 是 : 
2 -pty (上 二 行 最 左 数 )X (上 行 右 数 ) 
本 数 一 上 二 行 右 数 EN ; 


(5.12.6) 

fi(?) 的 实际 系数 是 正 负 交替 的 ,例如 f, Ga) = Dott — Di t° + 
D,. 如 果 首 项 系数 都 不 等 于 零 ,根据 定理 5. 12. 2, 则 此 六 次 方程 在 
右 半 平 面 的 复 根 个 数 是 

V(l,a Do Es Fo Go, Fi}. ; 

另外 ,方程 (5. 12. 1) 在 虚 轴 和 右 半 平面 没有 根 的 必要 条 件 是 
各 系数 都 是 正 数 ,因此 ,如 果 方 程 有 负 系 数 或 零 系 数 , 则 此 方程 在 
虚 轴 或 右 半 平面 一 定 有 根 . 

例 5.12.4 R f) Sz zj z+ = 0 的 最 右 根 , 即 实 部 最 
KHR. 

解 ” 由 于 此 方程 项 系数 为 0, 所 以 方程 在 虚 轴 或 右 半 平面 
AR. 容易 验证 此 方程 在 虚 轴 上 无 根 * 故 在 右 半 平面 有 根 . 

把 复 平面 原点 移 到 z =1 处 , 即 做 变换 x= zx 一 1 ,方程 变 成 

f(z) = ut + 4u' + 7° + Tu + 4 = 0. 

为 判断 新 的 复 平 面 右 半 平 面 有 无 根 , 即 Rez>1 有 无 根 , 作 Ruth 
表格 : 


foD =t THA 
万 ( 划 一 4 一 7t 


21 
4 


户 (一 一 站 一 4 
83 

f. (t) 21! 

f(t)=4 


因 最 左 列 系数 均 为 正 , 根 据 定理 5. 12. 1, 方 程 在 Rez 之 1 没有 根 ， 
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故 最 右 根 范围 在 o<Rez<1 之 间 . 选区 间 (0,1) 中 点 去 为 复 平面 
新 原点 ,做 uz 一 方 变换 ,方程 变 成 

fG) = t H Šut o, 
作 Ruth 表格 ， 


5 29. 
l > 16 
5 
2 2 
5 2 
4 16 
_ 4 
10 
29 
16 


最 左 列 系数 有 两 次 变 号 , 故 在 Ree2> AIEN B 


范围 缩小 到 去 <Rez<<1, 这样 用 对 分 法 做 下 去 ,可 求 出 最 右 根 的 


实 部 近似 值 ro 一 0. 5474. R fE xo 的 展开 式 f(z)= ut t 
2. 1896u° +2. 79788 +2. 75091u+1. 93684. fE Ruth 表格 : 


1 2. 79788 1.93684 

2. 1896 2.75091 

1.54153 1.93684 f2(1)=1.54153t: —1. 93684 
— 0. 00019 fs GD) = —0. 000190 

1. 93684 
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最 左 列 系数 仍 有 两 次 变 号 ,但 f, Gu)==0 , HA 
falt) = 1. 54153¢ — 1. 93684 = 0 

的 根 是 虚 部 近似 根 , 而 zo = 0. 5474 已 是 实 部 近似 值 , 由 f) = 0 
可 得 
1. 93684 
1.54153 
于 是 所 求 最 右 根 的 近似 值 是 0. 5474 +1. 12087;. 

运用 Ruth 表格 和 f(z) 在 点 z, 的 展开 式 , 可 隔离 复 根 达 到 相 
当 的 精度 ,将 上 述 方法 编 成 程序 可 得 到 复 根 相 当 精 确 的 初始 近似 ， 
再 用 收敛 快 的 精确 化 方法 就 可 求 得 方程 (5. 12. DWAR. 


5.13 复 多 项 式 的 圆 盘 和 迭代 法 


对 复 多 项 式 


t =+ 


æ+ 1. 12087. 


pG) = [[C e —&) = o (5.13.1) 


求 根 的 圆 盘 和 迭代 法 ,最 早 是 由 Gargantini 和 Henrici 等 人 于 1969 
年 提出 的 , 近 十 多 年 有 不 少 发 展 ,这 类 方法 具有 收敛 速度 快 ,能 求 
出 全 部 根 ,并 且 能 并 行 计算 等 优点 ,因此 , 求 多 项 式 零 点 的 圆 盘 算 
法 是 一 类 重要 方法 . 
设 xEC ,rER ,r 宇 0, 则 有 界 闭 集 
Z=[z;r]={z ECI|z—z|<r} (S. 13:2) 
称 为 C 中 的 一 个 圆 盘 . z 为 圆 盘 Z 的 中 心 , 记 作 midZ= z ,r 29 l # 
Z 的 半径 , 记 为 radZ= r. 4 r=0, Œ X.[z; 0]= z 为 点 圆 . i$ Z, = 
[ziyr]( 一 1,2), 定 义 圆 盘 四 则 运算 如 下 : 
Z + Z, = [= +z sn 十 7 ]， 
Z, ° Z = [z ezilalrtlzln 十 六 rm]， 


3 [z jJ, 0 € Z, 


| zz Parn 


1/Z: = 
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Z, /Z; sss Z, ° 1/Z,, 0 € Zz, 
其 中 z, 表示 z, HRAN., | 表示 复数 模 . 
作为 一 种 特殊 情形 ,假定 p(z) 的 n 一 1 个 零点 位 置 已 知 , 在 一 
定 条 件 下 可 确定 另 一 个 零点 的 位 置 . 
定理 5. 13. 1 W, W, Hn- ABANA, 车 方 
程 (5. 13.1) 的 根 EEWi(i=2,°,n) ,zo EW: CG=2, n), HAE 
条 件 


EE Eey (5. 13. 3) 
0 
则 p(z) 的 另 一 零点 
& € W, TAS L7’ 
其 中 
SA S O 
Z= PZ lya 


实际 上 ,由 方程 (5. 13.1) 可 知 
p' Czo) s > 1 


b (zo) <= x 一 与” 


因此 有 | 
1  _ _ _ < 1 
Zo — Å c > z — $; 
于 是 ,由 & EW(i==2,…,n) 有 
ê -一 一 一 一 一 
y r. Zo — $, E m = — W, 


因为 zo Wi(j=2,3,…), 故 Z, 有 意义 , 它 仍 然 是 一 个 圆 盘 . 如 果 
zo 接近 ê Wj pl(zo) 将 很 小 ,此 时 p(zo)Zi 是 中 心 接近 原点 的 半径 
很 小 的 圆 盘 ,在 这 种 情况 下 


W, m Eie plzo) 


TCR) 二 AZ (5. 13. 4) 
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与 点 牛顿 修正 非常 接近 ,用 这 种 思想 去 建立 计算 方法 ,可 看 成 古典 
牛顿 法 的 圆 盘 变 形 . 如 果 假 定 Wi =L” ;r”] 已 给 定 , 且 WI” 只 
包含 p(z) 的 一 个 零点 包 , 而 开 圆 盘 |z 一 zo | 二 po ,po 二 r” 不 包含 
p(z) 其 他 零点 ,定义 集合 U={z||z 一 xz” |Z o), W U 包含 了 
PORRA REPA Gooh HA 

& EW SU G= 2,--,m). 
于 是 由 圆 盘 运 算 性 质 知 

Z=} i a =" (8.13.5)- 

应 用 定理 5. 13. 1 就 可 构造 确定 p(z) 的 零点 的 圆 盘 选 代 

s A 为 初始 圆 盘 , 则 


š =l 
z® = midWí?, ZP = -一 , 
总 一 下 
由 此 可 构造 圆 盘 迭代 算法 : 
= L 

z = midW:” , z = = = DEF 
UHD = ¿í = p'e”) at 

m j “= ze; 1 = pem 

(5.13.6) 


此 算法 也 称 带 误差 界限 的 修正 牛顿 算法 . 若 8 € Wi” , 则 对 一 切 k 
均 有 和 GE 分 信 .使 用 时 要 求 选择 Wf?” 包含 $ ,但 又 不 包含 p(z) 的 
其 他 零点 ,因此 ,这 种 算法 仍 是 局 部 收敛 的 . 

定理 $. 13.2 “对 给 定 的 Wi =[z , r] REW WO 不 
包含 ?人 # "满足 

rL p = (n— Dy (n2Z2), (5.13.7) 

" 13. 6) M E BJ B| # PF 2 {WP Ik k F £ M r” = 
radW'!*” 满足 


Ctl) 
f < — 


zy ey Ck = 0,1,-:), 
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Pr5j)(r A KAF 0, RAFI SE. 

因此 ,只 要 包含 & 的 圆 盘 半 径 满足 条 件 (5. 13. 7) , WJ IB] #t PF 
#| (Wí? ) F-J W Sk T &. 如 果 给 出 ”个 互 不 相交 的 圆 盘 WO” G= 
1,2,-- n), B g, € Wi? , 则 由 定理 5.13. 1 及 算法 (5. 10. 8) 可 构造 
求 如 (z) 全 部 零点 的 圆 盘 和 迭代 法 . 

HWP =[z”?; r] GEW (j= 二 1,…,n) 给 定 ,假定 已 经 算 
H Wi =[=z r] E EWP (G=, =n), WE k+1 次 迭代 可 构 
造成 


zP = midW®, ZP = 入- 


= = iye 
WHD = 2 =b “(z) 
j 7j 元 Zzp o= a 
j=l esn k=0,1,-. (5. 13. 8) 


算法 (5. 13. 8) 是 算法 (5. 13. 6) 的 推广 . tl P, EEW? (j= 
1,… ,7n)，, 则 由 式 (5. 13. 8) 可 同时 迭代 出 Wh G=, n) B g € 
Wj”(j 三 1,…,n), 它 具有 明显 的 并 行 性 质 . 

定理 5. 13.3 ”对 给 定 的 互 不 相交 圆 盘 W'?,& EW (¿= 
1,，…,7). 定 义 

r® 一 max radW® (k= 0,1,.). 
l< 
如 果 r” 满足 I 
G <, 

其 中 


a == n> 2, 


œ = max(| z |] z € zj? — WJ”), z° = midW!° , 
则 由 算法 (5. 13. 8) 确 定 的 圆 盘 序列 {WS GS, n) AAF 


&(i=1 son) HÆJ] (rt } 满 足 
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aiee rra (一 0,1,…)， (5.13.9) 


表明 序列 {r* KAF 0 具有 立方 敛 速 . 
算法 (5. 13. 8) 虽 然 具 有 收敛 快 . 能 同时 求解 所 有 零点 等 优点 ， 
但 定理 条 件 要 求 苛刻 ,具有 很 强 的 局 部 性 , 故 实际 使 用 较 困 难 . 
利用 复 拉 格 朗 日 插值 公式 还 可 建立 不 用 计算 导数 的 求 p(xz) 
全 部 零点 的 圆 盘 和 迭代 法 . 仍然 假定 已 知 n 个 圆 盘 Wi” = [z 
7] ,& EW (Gi=1,…,n), 则 圆 盘 迭 代 程 序 定义 为 : 


WD a= ai hi? b 
(D = zb 一 w- 0¢1—Z®, (5.13.10) 


1— Zi 
¿= 1, m k=0,1,.., 
其 中 


" O 
Zt k. = , 
i >; mW 
=£ zi Wi; 


j 


piz) 


hi? = QCP)’ 
Q(z) = Tc —z;) + 
z: 
可 以 证 明 算法 (5. 13. 10) fE # f 
p> 3(n— Dr” 
下 具有 立方 敛 速 , 它 比 算法 (5. 13. 8) 的 条 件 
po > 6ln— Dr® 
减弱 ,其 计算 公式 也 较 简 单 . 若 在 算法 (5. 13. 10) 中 将 圆 盘 迭代 改 
为 中 点 序列 


(k) 
zr 一 xb BR (5.13.11) 
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当初 值 x"(i 王 1,…，,m) 充 分 靠近 零点 &(i 二 1,…,n) 时 ,具有 立方 
AGE. 
例 5.13.4 求 多 项 式 
p(z) = 7 + 10z—z—z++10 
的 零点 .已 知 零点 & EW =[z ;0.3](i==1,2,…,7), 其 中 
z = 2.2, ` 
z =1.2+0.li, 
zí? =— 0.8 — 0. li, 
z =0.1+1.2i, 
z) =— 0,1—0. 8i, 
z” =— 1.1 4+2. 2i, 


z” 一 一 1.1 一 1.8i， 


解 ” 用 圆 盘 迭代 程序 (5. 13. 10), 可 得 第 一 次 与 第 二 次 迭代 的 

最 大 圆 盘 的 半径 为 rs5.03X10-:,r2 az2.77X10 5. B= Kk 
代 得 到 下 列 圆 盘 : 
Wi” = [2. 000000000000000016 — 1. 11 X 10™™ i; 5.09 X 10], 
W8 = [1. 000000000000000053 + 1. 29 X 10™ i; 7,15 X 1016], 
W$? = [— 1. 000000000000000003 — 2. 06 X 10™™i; 3.12 X 10], 
WP = [3. 06 X 107' + 0. 999999999999999999i; 2. 12 x 107" ], 
W: = [1. 63 x 10-!° — 0. 999999999999999981i; 1. 09 x 10™], 
WY = [— 1. 00000000000000000 十 2. 00000000000000000i; 

3.61 x 10" ], 
W! = [— 1. 00000000000000000 一 2. 000000000000000000i; 

7. 92 x IODH 
这 里 最 大 圆 盘 半 径 r” = r$ 7.15X10-5. 和 迭代 三 次 已 得 到 很 高 
精度 , 这 个 问题 精确 的 零点 是 名 = 王 2,&3 一 土 1,8.s 一 土 ii， 
如 ,7 一 一 1 士 2i. 
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5.14 病态 代数 方程 


在 代数 方程 中 ,有 的 多 项 式 系数 有 微小 扰动 时 其 根 变化 很 大 ， 
这 种 根 对 系数 变化 的 敏感 性 称 为 不 稳定 性 (instability) ,这 种 方程 
就 是 病态 多 项 式 方程 . 通常 重 根 的 方程 是 病态 的 ,有 几 个 根 彼此 很 
靠近 , 则 这 些 根 对 系数 的 扰动 也 是 敏感 的 ,有 时 根 看 起 来 分 隔 得 很 
好 ,但 同样 可 能 是 病态 的 ,如 例 5. 14. 1. 若 多 项 式 p(z) 的 系数 有 
微小 变化 ,可 表示 为 
p(x) = p(z)+e(z)=0, (5.14.1) 
其 中 g(x) 关 0 是 一 个 多 项 式 . Pp.(X) 的 零点 表 为 z (e)s z, (E), 
令 x1(0),…,zx,(0) 为 p(x) 的 零点 , 即 二 zx1《0) (i 二 1,…,n). 将 
式 (5. 14.1) 对 e 求 导 , 可 得 


pP (zx) S p gla) 十 eg (z) d = 0, 
dz _ ~q) _ 
d P (z) + eq (z) ' 
于 是 , 当 e=0 时 有 
dz(0) _ —q(z(0)) (5. 14. 2) 


de P (r(0) ` 


应 用 zx(e) 的 泰勒 展开 , 当 |e| 充 分 小 时 ,得 
qlz) 


Tale) SR T (k = 1, n). (5.14.3) 
这 表明 了 系数 有 微小 变化 e 时 引起 根 变化 的 情况 , 当 z.(e) ar 很 
大 时 ,就 称 方程 是 病态 的 或 不 稳定 的 . : 
例 5.14.1 多 项 式 


pir) =(= 1) = 2) (> 一 7) 
= z' — 28x° +3221 — 1960x + 
6769z3 — 13132z° + 13068x — 5040. 
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解 q(xz)=*' ,e=-—0.002. 
p(X) 的 根 xz 二 kk=1,…,7),p' (zs)= [| G—;j),q(z,)= 
7 


,由 式 (5. 14. 3) 可 得 
__ 1341 6 
z. (O) st 3 (— 1)“ '0. 002k 


=i! 
6(k) 的 数值 如 下 : 
(1) = 2.78E— 6, 6(2) = 一 1.07E 一 3， 
和 (3) = 3.04E— 2, 6(4) 一 一 2.28E 一 1， 
(5) = 6.51E—1, 6(6) =—7.77E—1, 
(7) = 3.21E — 1. 
实际 上 ,方程 p(x) 十 ex* = 二 0 的 根 zi(e) 分 别 为 
1. 0000028, 1.9989382, 3.0331253, 3.8195692 
5.4586758 -+ 0. 54012578i, 7. 2330128. 


这 说 明 当 = 的 系数 相对 误差 是 一 0 一 7. 1E 一 5 时 , 根 的 误差 


很 大 , 即 系数 微小 变化 引起 根 的 不 稳定 . 它 说 明 对 病态 条 件 的 多 项 
式 求 根 是 困难 的 . 由 于 用 计算 机 计算 时 ,系数 在 10->2 转换 中 就 可 
能 产生 微小 误差 ,从 而 可 能 使 算出 的 根 不 可 信 . 为 解决 这 个 问题 可 
采用 双 字 长 运算 ,另外 , 求 根 时 先 求 量 小 的 根 ,逐步 算出 大 根 ,其 效 
果 较 好 . 但 是 ,如 用 降价 方法 求 根 则 稳定 性 更 差 ,此 时 可 把 得 到 的 
根 作 为 近似 值 ,再 用 牛顿 法 精确 化 ,从 而 求 得 精度 较 高 的 根 . 


三 上 十 6(k). 
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6 解 线 性 方程 组 的 直接 方法 


大 量 的 科学 和 工程 计算 问题 归结 为 求解 线性 方程 组 
Ax =b, (6.1.1) 
其 中 AER"",bE R" ,4 是 非 奇异 的 . 
所 谓 直 接 法 是 指 假定 在 计算 中 没有 伟人 误差 ,经 过 有 限 次 算 
术 运 算 能 给 出 Ax= b 的 精确 解 的 数值 方法 . 对 中 小 型 问题 ,这 类 
方法 很 有 效 . 
直接 法 多 数 基于 很 容易 求解 的 三 角形 方程 组 


Lx = b, (6.1.2) 
其 中 工 为 下 三 角 阵 (ls = 二 0,i<=j) 或 
Ux = b, (6.1.3) 


RE EA 对 于 式 (6. 1.2), 4 L Æ0G=l, 
…,n) 时 ， 向 前 代入 求 得 逐个 分 量 ， 即 


zı = b/ln, z; = (b — > Ti) /lss i= 2 on 
对 于 式 (6.1.3), 当 za 天 0(Gi 一 1， A “,n) 时 ,向 后 回 代 求 得 逐个 分 
量 , 即 
En =b /ums Ti = (b — Foc i= n—1,**,1. 
j=l 


直接 法 的 基本 思想 是 将 Ax— b 化 成 与 之 等 价 的 上 三 角 (或 下 
三 角 ) 形 式 求解 
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6.2 矩阵 分 析 


6.2.1 向 量 范 数 


定义 6.2.1 如 果 对 有 "上 任 一 向 量 x, 对 应 一 个 实数 | xl, 
它 满足 如 下 条 件 :. 

(1) (EEH) || x | Z0,Vx€R",34 B 422384 x=0 Bf, || x || =0; 

(2) (FKH) || ax | =la] || x |, € R ,V x€R*; 

(3)〔 三 角 不 等 式 ) || x+yl| < ix! + i yl, Yx yERrR. 
则 称 || x | XR" Ex BJ 38 #& (norm). 

C" 中 向 量 范 数 可 以 类 似 定 义 , 在 R" 和 C" 中 , 设 x= (zi ,zi，…， 
xz,)7, 一 类 有 用 的 向 量 范 数 是 p- 范 数 , 即 


lxl,= (È lz l)*, p>1, 

其 中 ,最 常用 的 是 p=1,2 和 oo. 

x=| z (+l z | 十 … 十 | z, |; 

lx |= Cz |? +I z | += +I z, [DT = (x,x)1; 

|x]. = max | 1: 
它们 分 别称 为 1- 范 数 ,2- 范 数 和 co- 范 数 . 

思 - 范 数 的 一 个 经 典 结果 为 赫 尔 德 (H6lder) 不 等 式 
“€ 
P 
它 的 一 个 非常 重要 的 特殊 情况 是 柯 西 - 施 瓦 效 (Cauchy-Schwarz) 
不 等 式 


[xry|< xl lyh,, ++=1 


| x"y |< Ilx lla I yl. ` 
定理 6.2.2 向 量 空间 R" 上 的 所 有 范 数 都 是 彼此 等 价 的 . 
定理 说 明 : 如 果 | + LA + ls 是 R" 上 的 范 数 , 则 存在 正常 
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数 ci 和 cz 使 

e || x ||.< Ixl c || x ll, 
对 一 切 x€ R" 都 成 立 . 
例如 ,xE R", 则 有 


Ixlas Hx] < nl xl; 
|| x l. < H.x, =< va Ix llos 
lx << Mx] < nl xl. 
6.2.2 矩阵 范 数 


定义 6. 2.3 如果 对 Rnx" 上 任 一 矩阵 4, 对 应 一 个 实数 14 1， 
满足 以 下 条 件 : 


O) | 41 三 0,AER"", 当 有 昌 仅 当 '4==0 时 ,41 =0; 
(2) llah || =lal AJ, a € R ,AER"™", 
(3) | A+B] <l A] +I B|] A,B€ R"; 
(4) HAB|]|<JAl J B| ,AER"",BER™.. 
则 称 | A | 为 矩阵 4 的 范 数 ,简称 矩阵 范 数 (matrix norm) 


EF EBE AEC"*" 范 数 的 定义 是 完全 类 似 的 . 
常用 的 矩阵 范 数 有 


(1) 佛 罗 比 尼 乌 斯 (Frobenius) 范 数 

lale= (X la P) ,AC Rn， 

简称 F- 范 数 . 
(2) 诱导 和 矩阵 范 数 


= Ax ||, _ mxn 
1 4 由 VA € R”. 


x€ R' 
称 为 已 给 向 量 范 数 的 从 属 范 数 (subordinate norm) ,也 称 为 该 向 量 
诱导 (induce) 的 矩阵 范 数 ,有 时 也 称 为 R "上 的 算 子 范 数 
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(operator norm) ,简称 p- 范 数 . 
力 - 范 数 的 一 个 重要 性 质 是 : 
l Ax l< lAl, ixl, VA€ReƏ, x€ R. 
定理 6.2.4 设 4ER"x", 则 


" 
MA lle = max 22 | a; l; 


” 
I 4 几 = max >) |a; l; 
l&jen j=1 


MA ||, = Q... CATA). 
其 中 wx(474) 表 示 对 称 半 正定 矩阵 ATA 的 最 大 特征 值 它 也 可 
以 推广 到 C"*", 其 中 A ||, =Q, (44))+. 
R"" 上 的 下 - 范 数 和 思 - 范 数 ( 特 别 是 p 二 1,2,co) 有 如 下 等 价 
关系 : 
JA |< IA le vna |A lla; 


去 14I-< Al< vm A llo; 


lahs lA l< /n [A h. 


且 有 如 下 的 不 等 式 : 
max | a; |< | A |< /m max | ay |; 


lA < VTAT TA TS; 
JAG t izsji t ja) ||,< JA ls. 
其 中 1<;,<;,<m,1<;,<;,<n. 
定理 6. 2.5 HAEC”, Wj 
| A l:=max{]| y"Ax || x € ©, |x l= 1, 
yec,llyl:= 1); 
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IA” l= IAT l= | 41,; 
| AĦ"A J= J Al. 

其 中 A" =A" RERE A BJ 364656 E. 

定理 6.2.6 ACEO” , WHER BEE U € O" A E E£ 
VEC"" ,成 立 
| UAV l= Al, 

| UAV |= || A llf, 

其 中 满足 X" X= I KER X 称 为 西 矩 阵 Cunitary matrix). 

该 定理 说 明和 矩阵 的 2- 范 数 和 下 - 范 数 是 西 不 变 的 . 

显然 ,对 于 实 扼 阵 A € R"”" ,以 上 的 定义 、 定 理 和 性 质 都 是 成 
立 的 . 

定义 6.2.7 设 AER"™",Ai(i 二 1,2,…,n) 为 其 特征 值 , 则 称 
p(A) = max |à; | 为 矩阵 A 的 谱 半 径 (spectral radius). 

定理 6.2.8 (1) 设 ‖ .| 为 R" 上 的 任 一 种 矩阵 范 数 , 则 对 
EE AER” pA) |All; 

(2) 如 果 4E R"" 为 对 称 和 矩阵 , 则 oCA) = IIA lles 

(3) 对 任意 的 4ER"”" 及 实数 es 二 0, 至 少 存在 一 种 从 属 的 甜 
阵 范 数 | + H. M Al. < 6 (A) +e. 

定理 6.2.9 | ` j 是 R*"* 上 的 一 种 从 属 范 数 ,矩阵 BE R" 
满足 | B || <1,WJ 

(1) ITB 非 奇 异 ; 


(2) | +B)7 |l < 万 5 
6.2.3 ”初等 矩阵 


定义 6.2.10 usv EC € C , 称 
E(u,v ;0) = I— ouv" 
为 初等 矩阵 ( elementary matrices), EP o" 为 v B) #k 98, $k E, 即 
Vi 一 DT. 4 u,v ER",o€ER 时 , 称 EE(u,v io) 为 实 初 等 矩阵 . 
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例如 , 若 u= (u 9 U2 +u) l,U = (V sU sv) ER's € R 时 ,我 


们 有 
l—ouv — ou, v — guy Us 
E(u,v ;0) = |— su: U) l — ou:v — Guss 
— gu; v — gus v l — gu; v; 


定理 6.2.11 初等 矩阵 有 性 质 ， 
(1) detE(u,v ; co) 一 1 一 cpHus 


(2) 若 1 一 cpu 天 0, 则 初等 矩阵 ECu,o ;0) 可 道 ,其 道 也 是 初 
等 矩阵 : 
E(u,v;0) 一 五 (upir)， Vor€EC H <= 

例 6.2. 12 初等 下 三 角 和 矩阵 . 

设 o= 一 1,v =e; u= = (0, ,0 ,bry ls) MÜ EC se; 
—1), i L,=L,(1,)=I+Ue , 即 i 


【 
ov'u—l 


L) = bay i 


ds; 1 
称 为 初等 下 三 角 矩 阵 , 也 称 为 初等 消 元 矩阵 (elementary 
elimination matrices). 在 线性 代数 方程 组 的 高 斯 消 元 法 中 有 重要 
作用 . 
初等 下 三 角 和 矩阵 有 如 下 性 质 : 
(D) L'AD =L; (l); 
(2) detL, (l) =1; 
(3) 34 i<j 时 ,有 正 交 性 efl; = 二 0, 所 以 
L = DDL) Le) = I+hel H +l er 
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为 单位 下 三 角 和 矩阵 : 


la 1 
L la lp 1 

ba ha é i 1 

(4) L, 左 乘 4 的 结果 是 从 A 的 各 行 (第 i 十 1 行 到 第 n 行 ) 分 
别 加 上 4 的 第 ; 行 乘 1 个 因子 . 
例 6.2.13 初等 排列 矩阵 (elementary permutation matrices). 
令 o=1,u=v = e, — ej; ; 则 
P; = E(e;—e;,e—e,;1l) = I— (e, — ej) (e; — e;)T 


称 为 初等 排列 矩阵 ,也 称 为 初等 置换 矩阵 . 

显然 ,P, 是 由 单位 矩阵 的 第 ;7 行 交换 得 到 的 ,有 如 下 性 质 : 

(1) P; 是 对 称 正 交 和 矩阵 , 即 PI =P, PIP =I; 

(2) det P, =—1; 

(3) Pj4 是 将 4 的 第 i,j 行 交 换 所 得 到 的 矩阵 ,4P; 是 将 A 
的 第 i,j 列 交换 ; 

(4) 若干 个 初等 排列 阵 的 乘积 仍 称 为 排列 矩阵 , 它 相 当 于 单 
位 矩阵 的 各 列 交换 了 若干 次 ， 

例 6.2.14 初等 埃 尔 米 特 矩 阵 . 

令 o=2,u=v= 二 wEC', 且 上 wl; 二 1, 则 

H(w) = E(w,w;2) = I— 2ww" 


称 为 初等 埃 尔 米 特 矩 阵 , 即 Hw)" = H(w). 它 所 表示 的 变换 称 为 
豪 斯 霍 尔 德 (Householder) 变 换 . 
Hw) ERER, E Hw)" Hw) =I, H detH(w) = —1. CE 
特征 值 问题 计算 中 是 最 重要 的 工具 之 一 ( 见 8. 2. 2 节 ). 
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6.3 WEAF HAAMER LU 分 解 


设 方 程 组 
Ax = b, (6.3.1) 

其 中 4ER”" 非 奇异 (det4 天 0) ,bE R". 

1. 高 斯 顺序 消去 法 (sequential elimination) 

高 斯 消去 法 就 是 将 系数 矩阵 A 逐次 消 元 成 上 三 角 和 矩阵 ,再 逐 
次 向 后 回 代 ,求解 上 三 角形 方程 组 ,得 到 方程 组 (6. 3. 1) 的 解 . 

下 面 用 初等 消 元 矩阵 ( 见 例 6. 2. 12) ,逐次 左 乘 式 (6. 3. 1) 的 
两 边 ,完成 高 斯 消 元 过 程 . s 、 

设 增 广 和 矩阵 (4 |= (A|b). $ aP £0, h = (0, lasts 


lm)" ,其 中 二 = 2,…,m) 为 消 元 因子 , 则 有 初等 消 元 矩阵 


1 
=j 1 
L (—h)=1—he = m 
一 各 1 
第 1 次 消 元 : RL, (—l ) 左 乘 (4'"|b"m) ,得 
(A.| b?)= L. C 1 (A | i 


) 
a cng i bY 


af e aP s 


5 
aii 


a .. att ot 
其 第 1 行 元 素 未 变 ,第 1 列 对 角 元 之 下 的 元 素 已 消 成 0,ag = 
aP — l al G j=2,3,:- n) b =b — lab (i=2,3,.,n). 


经 & 一 1 次 消 元 后 ,有 
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《1) (1) "t 

an ai? al e air : bi) 

(2) (2) w Í 
a = aw o aR í bi 

. 。 . 
(Ab | bb ) = ` : Xii 
| ) aP se w ipj 

kk Qin : DE 


a% N (8 ipw 
(6.3.2) 
ERRORE element) ai? #0, = (0,1,0, liyi’ 
la) ,其 中 a= A a= 一 & 十 1,…,o) 为 第 大 次 消 元 因子 . 


第 次 消 元 : HL L,C—1)=1I—Lel ERA” 1b5 ) ,得 
(AHY | bD) 一 L,(— L) (AP | b”) 


IO. St a ty a) FA at, D 
Qi CI ° Qk Qika °` : bi 


(2) (2) (2) (2) i pD 
Qs ° Ak A2ktl ° Qa : b; 
é i 
: 
š “O Oo w Í pç 
= aW akei ° am ib f, 
WD 。 (kk); gD 
afin `“ akina jbk 


(krl) CHD pat 
anihi ° as ‘ba 


其 中 at? =a — al i J=k+ l, ns tD =b — bi 
i=ktl esn. 
仿 上 述 过 程 ,直到 n 一 1 步 ,可 完成 高 斯 消 元 过 程 ,得 三 角形 方 
程 组 . 
Amy =b”, 
其 中 4 为 上 三 角 矩 阵 ,其 对 角 元 a 多 (k=1,2,…,n) 均 为 主 元 素 . 
对 上 式 用 回 代 过 程 , 求 得 原 方程 组 (6. 3. 1) 的 解 如 下 : 


z, = bt” a 


= [e —- > apa )/aP, k= n l,,2,1 
j= 
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高 斯 消 元 过 程 和 回 代 过 程 合 起 来 称 为 顺序 高 斯 消去 法 ， 
高 斯 消去 法 的 乘除 法 次 数 为 字 十 一刀 必 他 ,加 减法 次 数 为 


m m 5 mn 
3 2 6"~3 
2. LU 分 解 


由 初等 消 元 矩阵 ( 见 例 6. 2. 12) 的 性 质 : L, UDS L, (一 1,)， 
综合 n 一 1 步 消 元 过 程 ,有 
Loi (C lri )L, ,C— L. tL C h)A = A”, 
它 完 成 了 对 和 矩阵 A 的 LU 分 解 , 即 
A = LU, 
其 中 工 为 单位 下 三 角 和 矩阵 ,U 32 E = fi SS BF , Bp 
L= L, h) L; (a) Ln I (1,-,) 
三 I 十 lef 十 … 十 ler 


: . . 
¿La le ee L. 1 
(1) (D 《1 
an aiz “** Qin 


(2) (2) 
az: = as 


U= 4 = 
Hy 
A 的 LU 分 解 也 称 为 Doolittle 分 解 . 这 时 求解 方程 组 (6. 3. 1) 
等 于 顺序 求解 如 下 的 两 个 三 角形 方程 组 
Ly = b, 
Ux = y, 
它 与 高 斯 消去 法 是 等 价 的 . 
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高 斯 消 元 过 程 或 4 的 LU 分 解 能 顺利 进行 的 条 件 是 主 元 素 
a 吕 天 0(R 一 1,2,…,m 一 1), 回 代步 又 要 求 a 20. 
若 用 D 表示 4 的 顺序 主子 式 , 即 主子 矩阵 A, 的 行列 式 


ân Air 
azn "t QA 

D, = š ¿M $ k = 1,2,*- n, 
an * ag 


则 有 如 下 定理 . 

定理 6.3.1 a 咎 (k= 二 1,2,…,m) 均 不 为 零 的 充分 必要 条 件 是 
A 的 顺序 主子 式 D; 关 0,k 二 1,2,…,m, 其 中 m<n. 

定理 6.3.2 3 DD, 关 0(4k 二 1,2,…,n), 则 可 用 高 斯 顺序 消去 
法 , 求 出 方程 组 Ax= b 的 解 . : 

定理 6.3.3 #FD,Z0(k=1,2,---,n—1), WJ A 可 分 解 为 一 个 单 
位 下 三 角 和 矩阵 LL 和 一 个 上 三 角 和 矩阵 UU 的 乘积 , 且 这 种 分 解 是 惟一 的 . 


推论 6.3.4 BaP e0Gi=1,2,-- k) WJ detA, = || a? ,k= 
1,2, n. k: 

易 证 明 当 A A 31 fk TE SE 55 BE RTE fÉ X1 fü s RIEME [ |a, | > 
Ela, lu = 12... RRT SERA RIER Jas >S las |， 


jai 
Ji ji 


j=1,2,…,n, 且 至 少 有 一 个 不 等 式 成 立 】 时 , 均 满足 定理 6. 3.2 和 定 
理 6.3.3 的 条 件 , 不 必 换 行 . 顺序 完成 高 斯 消 元 过 程 及 对 4 作 LU 
分 解 . 

6.4 高 斯 主 元 素 消 去 法 


顺序 高 斯 消去 法 在 消 元 过 程 中 可 能 出 现 零 主 元 , 即 al =0 的 
情况 ,这 时 计算 出 现 溢出 ,消去 法 将 无 法 进行 ; 也 可 能 aP 40,18 
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其 绝对 值 非常 小 ,也 会 由 于 用 它 做 除法 导致 会 人 误差 的 严重 增长 
和 扩散 ,使 数值 解 不 可 靠 . 

主 元 素 消 去 法 是 对 顺序 消去 法 的 改进 , 它 在 消 元 过 程 的 每 一 
步 局 部 地 或 全 局 地 选取 系数 矩阵 (或 消 元 后 的 右 下 部 分 低 阶 子 矩 
阵 ) 中 绝对 值 最 大 的 元 素 为 主 元 素 , 以 使 高 斯 消去 法 有 较 好 的 数值 
稳定 性 . 

如 果 对 非 奇异 阵 4 消 元 的 第 上 步 ,从 AG ( 见 式 (6. 3. 2)) 的 第 
& 列 对 角 线 元 素 之 下 选 

lai |= max | as? 

作为 主 元 . 若 立夫 &, 交 换 增 广 矩 阵 ( 见 式 (6. 3. 2)) 的 第 去 行 , 把 
< 人 5 调 到 主 元 素 a 的 位 置 上 ,使 消 元 因 于 14 =EL 
k 十 1,…,n) 达 到 抑制 命 人 误差 的 作用 ,每 进行 一 次 高 斯 消 元 之 
前 , 按 列 选 一 次 主 元 ,直到 n 一 1 步 , 称 这 种 方法 为 列 主 元 或 部 分 选 
主 元 (partial pivoting). 

记 第 & 次 初等 置换 阵 为 

1 


1 
定理 6.4.1 《〈 部 分 选 主 元 三 角 分 解 ) 对 非 奇异 矩阵 4, 存 在 
排列 矩阵 P, 使 
PA = LU, 
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其 中 P=P, P,- P:P), L 为 其 元 素 的 绝对 值 不 大 于 1 的 单位 下 
ZAER, U KERR LZE. 
这 时 ,求解 方程 组 Ax=b 等 价 于 求解 如 下 的 两 个 三 角形 方程 组 


Ly = Pb, 
Ea 
i 2 2 
例 6.4.2 ÚW A=|4 4 2|, 用 高 斯 消去 法 和 列 主 元 消去 法 
4 6 4 
- 分 别 对 A fE LU 分 解 
解 A 的 LU 分解 为 
1 1 2 2 
A=|4 1 |l 一 4 -由 
4 0.5 1J(0 0 —1 
列 主 元 三 角 分 解 为 
1 4 £ 2 
PA = |1 1 | 2 2 | 
0.25 0.5 1J{0 0 0.5 
其 中 
1 0 0{0 1 O O R: g 
下 
0 1 0 0 1 1 0 O 
如 果 在 消 元 的 第 步 ,从 A“( 见 式 (6. 3. 2)) 的 右 下 角子 矩阵 
a e aP 
中 选 绝 对 值 最 大 的 元 素 , 即 


(P 
M s = max a; 
| i | Sijan | | 
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作为 主 元 素 ,然后 将 (4 |b 03 i k 行 交换 . 第 j k 列 交 换 ， 
同时 将 自 变 量 x 的 第 j,k 的 位 置 交 换 , 并 记录 自 变 量 的 排列 次 
序 , 称 这 种 方法 为 完全 选 主 元 法 (complete pivoting). 
定理 6.4.3 (全 主 元 三 角 分 解 ) 对 非 奇异 阵 4, 存 在 排列 矩 
FE P #i Q ,使 
PAQ = LU, 
其 中 工 为 单位 下 三 角 矩阵 ,其 元 素 的 绝对 值 不 超过 1,U 为 上 三 角 
矩阵. 
为 求解 方程 组 hx 一 8, 等 价 于 首先 求解 如 下 的 三 角形 方程 组 
Ly = Pb, 
i = y, 
最 后 得 
x = Qz. 
完全 选 主 元 消去 法 比 列 主 元 消去 法 有 更 好 的 数值 稳定 性 ， 
但 计算 量 大 得 多 . 一 般 情 况 下 部 分 选 主 元 消去 法 的 会 人 误差 是 
小 的 ,因此 , 它 是 求解 线性 方程 组 最 实用 的 方法 之 一 . # — 28 E 
阵 , 用 高 斯 消去 法 是 不 必 选 主 元 的 ,如 对 称 正定 矩阵 或 按 列 对 角 
rh f E PF. 


6.5 高 斯 - 若 尔 当 消 去 法 


6.5.1 列 主 元 高 斯 - 若 尔 当 消去 法 


高 斯 - 若 尔 当 (Gauss-Jordan) 消 去 法 是 高 斯 消去 法 的 一 种 修 
正 , 即 消去 矩阵 对 角 线 上 方 和 下 方 的 元 素 , 将 和 矩阵 4 约 化 为 单位 
和 矩阵. 
设 高 斯 -车 尔 当 消去 法 已 完成 一 1 步 ,将 方程 组 Ax=b 约 化 
HA” x=b ,其 增 广 矩阵 
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O° : 
1 a s 
w - 
1 a am ib) 
I : f: 
: š 
(k) Wy = (k; : 
(A | b®) = 1 abba Ü aP, ibi 


Akk e. Gi... Da 

ap e a š bP 
3 k 步 消 元 时 ,用 消 元 矩阵 M, ERA” x=b” HA, WJ MA” W 
第 上 列 为 


1 Mik a? 0 
AT sek bA aka 0 
M,(A eï) = =l a |= l1], 
Aik 
(k) 
Mea 1 taia s 
(k) 0 
m, 1 Qn,k 
(6.5.1) 
at e 1 
其 中 m =i l, ek lkt],  n,m =- 
ap Akr 


完成 n—1 步 消 元 后 ,有 
(A | b) = (A® | b®) — (A” 1b")= (1|b"), 

其 中 b = (b bP eeb)" RE Ax =b 的 解 x， 

算法 6.5.1 列 主 元 高 斯 - 若 尔 当 消去 法 

给 定 非 奇异 阵 A € R"", 用 列 主 元 高 斯 - 若 尔 当 消去 法 求 
Ax=b 的 解 . 

(1) 对 于 有 一 1,2，……' 

(2) 选 列 主 元 即 确定 i + 使 ai | = max |as l. 
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(3) 如 果 oj 一 0, 则 停止 ; 否则 
如 果 i = 二, 则 转 (4); 
否则 交换 (415) 的 第 i,k 行 , 即 
a, a; j> j=k, k+l, +, n 


bib, 
(4) 计算 乘 数 ama =, i=1,2,-" n, ik 
kk 


Gua = g 
(5) 消 元 计算 . 
aj —a;+may, 1 一 1,2 n HRH ¿#k, j=k+l1,*…,n 
b —b + mbas i=1,2, H i#k 
(6) 计算 主 行 ( 第 & 行 ) 
a; —ajma, j=k,k+l, sn 


b, — bma. 


高 斯 -车 尔 当 消去 法 的 总 乘除 法 次 数 约 号 十 必 一 到 , 比 高 斯 消 
去 法 的 计算 量 大 . 但 用 它 求 一 个 矩阵 的 逆 矩 阵 还 是 比较 合适 的 ， 
6.5.2 高 斯 - 若 尔 当 消去 法 求 送 矩阵 


设 AX=I, 其 中 A,X,IE R"",A 非 奇异 ,I 为 单位 矩阵 , 针 = 
A 为 4 0938 585 EE. 

将 AX = 1 ASH 

A(x,,X; Xn) = (exe, °. e,); 

其 中 enx € R",i=1,2,*…,n. 

求 4 :等 价 于 用 高 斯 - 若 尔 当 消去 法 同时 求解 如 下 xn 个 方程 组 

Ax, =e; Jj=1,2,- n, 
也 等 价 于 对 增 广 矩 阵 C = (A | ID V F 8 W - #; Zç 4 $Ë E A ⁄⁄J 4k, 3583 
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(I18), 则 可 得 到 A '==B. 
例 6.5.2 用 列 主 元 高 斯 - 若 尔 当 法 求 


1 2 3 
A=|2 45 
3 5 6 
KNER 4” 
123100 f5 6;0 01 
解 C=|2 4 501 o2 basona 
3 5 6i0 0 1 1 2 3i1 0 0 
i 53 2;0 0 1⁄3 
WIAR, lö 2.110 1 -2n 
0 1⁄3 111 0 —1⁄3 
Cs 
o -lio -5/2 2 
第 2 次 消 元 2 i 
0 1 3/2:0 3/2 —1 
o o 1/2il1 —1⁄2 O 
Cs 
OU 3 28. ¿2 
第 3 次 消 元 


01o0i-3 3-1 


=V, 
0 0 1: 2 —1 0 


Cs 


为 节省 内 存 空间 ,可 不 必 存 放 数 组 C 中 的 单位 矩阵 . 令 式 (6. 5. 1) 
中 消 元 矩阵 M, 的 第 & 列 为 


NAS c” _— 


m, =(1,—3,2)!=c,. £ c, 存放 在 Ci +5 存放 在 C2 +, 存放 在 C3. 
最 后 在 C 中 4 的 位 置 上 得 到 A7', 即 A7' 一 (PA)-'. 从 而 有 A 1 = 
4i PP, 其 中 卫 为 排列 矩阵 . 

算法 6. 5.3 ” 列 主 元 高 斯 - 若 尔 当 法 求 逆 矩 阵 

ËR EBE 4 WERE A. 计算 结果 A fF k TE LEE BE A 的 单 
元 中 . 用 数组 1(1 : nn) 记录 主 行 ,4 的 行列 式 值 存放 在 单元 


det 中 . 
(1) det :=1 
(2) 消 元 过 程 


XF k=1,2,: n 
O 选 主 元 即 确定 ,使 | a cl = max|aa | "CQ? 
iCk) i= i 
© 如果 c=0 W| deta = 二 0, 计 算 停止 . 
© 否则 如 果 ¿=k MEEA). 
否则 换行 aya, j=l, 2n 
H det :一 一 det 
@ 计算 det :=cdet 
@ 计算 主 行 元 素 
as t=]; a;;/:=ajj/c j= 1,2,,n 
© 约 化 非 主 行 元 素 | 
对 于 i 二 1,2,*…,n， ik 
w =ar; daa :一 0 
a; =a; ayw, j=1,2,.°%,n 
(3) 调整 列 过 程 
对 于 =n 一 1,n 一 2,*…,1 
O m :一 上 CD) 
© 如 果 m= k 则 换 列 
aqa — a, i= 1,2,.,n 
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6.6 直接 三 角 分 解法 


6.3 节 是 用 ”一 1 步 高 斯 消 元 过 程 将 矩阵 A 作 了 LU 分 解 , 即 

A = LU. I (6.6.1) 

直接 三 角 分 解法 就 是 直接 从 公式 (6. 6. 1) 出 发 ,通过 和 矩阵 乘法 规则 ， 

建立 计算 三 角形 矩阵 荆 和 习 的 元 素 的 递 推 公式 . 且 对 一 些 特殊 类 型 
的 矩阵 (如 对 称 正 定 阵 , 三 对 角 阵 ) 的 三 角 分 解 可 以 简化 计算 ， 


6.6.1 杜 利 特 尔 分 解法 


SERF A 满足 定理 6. 3. 3 的 条 件 , 则 4 可 作 LU 分 解 (6. 6. 1)， 
其 中 工 为 单位 下 三 角 和 矩阵 (li; = 1,1,=0,i<;j),U 为 上 三 角 和 矩阵 
(u =0,i2>j). R 38 S$ BF BJ 36 38 80 MJ , AHA L 和 UU 元 素 的 如 下 
BEAR: 


= 
uy = ay — Dous, j= kbk+ l, n, (6.6.2) 
r=1 


= 
la = [a — Dan) /ums i= ktln (6.6.3) 
r=] S 


对 于 = 二 1,2,…,n 交替 使 用 以 上 公式 (6. 6. 2) 和 式 (6. 6. 3) 就 能 逐 
次 计算 出 品 ( 按 行 ) 和 荆 ( 按 列 ) 的 全 部 元 素 . 且 将 它们 存放 在 4 的 
相应 位 置 上 (L 的 对 角 元 1 不 存 ) ,这 就 完成 了 A 的 LU 分 解 .矩阵 
的 分 解 式 (6. 6. 2) 和 式 (6. 6. 3) 称 为 杜 利 特 尔 (Doolittle) 分 解 . 其 


中 认为 和 式 >) 为 零 . 
求解 Ly=b M Ux = y 的 计算 公式 为 


- 2 b, . 
it 

yi = b, — D layi i = 2,3, ni 
kt 
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=, = y./us, 
[ = (y, — Duaxs) /us, i= n—1,=,1. 
所 得 到 的 x 一 (zi ,zs,…，z,)" 就 是 方程 组 hr =b MAR. 
直接 三 角 分 解法 约 需 全 次 乘除 法 ,其 计算 量 与 高 斯 消去 法 基 
本 相同 . 
6.6.2 列 主 元 三 角 分 解法 


直接 三 角 分 解 公 式 (6. 6.3) 中 若 出 现 u, =0 R |u, | 非常 小 ， 
则 杜 利 特 尔 分 解 会 中 断 或 引起 大 的 会 入 误差 . 因此 可 采用 与 列 主 
元 消去 法 类 似 的 方法 ,将 直接 三 角 分 解法 修改 为 列 主 元 三 角 分 
解法 . ! 

由 定理 6. 4. 1, 对 于 非 奇 异 和 矩阵 4, 则 存在 排列 矩阵 已 ,使 得 

PA = LU, 

其 中 工 为 单位 下 三 角 和 矩阵 ,D 为 上 三 角 矩 阵 . 这 里 我 们 在 4 的 直 
接 三 角 分 解 过程 中 采用 选 列 主 元 ,实现 PA 的 LU 分 解 . 再 根据 
PAx 二 Pb, 通 过 求解 Ly 一 Pb 和 Uzr 一 ,得 到 原 方 程 组 hx 一 5 
的 解 . 

QA” =A i A” HR k1 步 选 列 主 元 的 分 解 已 完成 , 且 将 
已 算出 的 L #ü U 的 元 素 存 放 在 4 的 相应 位 置 , 记 作 


un uiz kaki Ui Uik Uin 
tal Uz ,kl u tan 
. 
Oo ' 
A = ia ae "°° L Rw o r A 
La Le Li ax p ax 
ln laz eh EA as s.. Am 
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IERI, H FIRR, AY pA TF 3 B9 + Be Pa B) ay 可 能 已 不 是 原来 4 
中 (i) 位 置 上 的 元 素 . 

第 上 上 步 分 解 需 利 用 形 如 式 (6. 6. 2) 和 式 (6. 6. 3) 的 公式 ,为 避 
免 用 零 或 绝对 值 小 的 数 做 除法 ,引入 量 


kl 
s, = as — D lrun» i= k,k+ 1, n 


即 式 (6. 6. 3) 右 端的 分 子 部 分 sas, 及 增加 了 一 个 %t. 再 在 它 
们 中 间 选 取 绝 对 值 最 大 者 , 记 作 s, , 即 

EA |= max | s; |. 
将 sasina Üs, 分 别 存放 在 A® HJ as arias a, MILELE , 
后 交换 A HR k.i, 行 的 元 素 . 将 5; 调 到 了 A 和 "的 (&,&) 位 置 ,但 
每 个 位 置 上 的 元 素 仍 用 原来 的 记号 . 于 是 


uk = S $= S, 
kl 

uy = aj — leuy j= k+1,,n, 
r=1 


la = s/ss i= k+1,:°:,n. 
算法 6.6.1 列 主 元 三 角 分 解 
用 列 主 元 三 角 分 解法 求解 方程 组 hx 一 bp, 其 中 矩阵 A 非 奇异 . 
PA 的 LU 分 解 得 到 的 工 和 了 存放 在 4 的 相应 位 置 , 解 x 存放 在 b. 
(1) PA 的 LU 分 解 过 程 
对 于 上 二 1,2,*…,n 
O 计算 s 
PETE S EPEE E E E 
@ 选 主 元 , 即 确定 itë ls, |= max laa | 
@ 如 果 i =k 则 转 (4). 
j aijo 
否则 换行 ， 汪 
b,b, 


i 


j=1l,2, n 
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图 计算 UU 的 第 上 行 元 素 
Qu *— us = $; 
[Lan 
ay —u = ay — J lrt» j= k+l, n 
r=1 


O 计算 工 的 第 & 列 元 素 
Ak < ly = a/an» i= k+1, n 
(2) 方程 组 Ax= b 的 求解 过 程 ( 以 上 过 程 已 在 b 的 位 置 得 到 
Pb) 


© 求解 Ly 二 Pb 
bi — yi = b, 
HI 
bi y; =b — D lbj, i=2,3,-.,n 


@ 求解 Ux 二 y(y 存放 在 b th) 
b, — z, = b, /Um 


b yam (2 — Dr) a i= n—1,,1 


j= + 


6.6.3 对称 正 定 和 矩阵 的 楚 列 斯 基 分 解法 


设 方 程 组 Ax=b 的 系数 矩阵 A 是 对 称 正 定 阵 , 即 它 的 各 阶 顺 
序 主 子 式 D, =det(A,)2>20,k=1,2,--,n,J3ttB A, 为 4 的 顺序 主 
THERE. 从 定理 6. 3. 3 可 得 如 下 定理 . 
定理 6.6.2 设 4ER…" 对 称 且 其 主子 式 D, 关 0(k==1， 
2,…,z)，, 则 存在 惟一 的 单位 下 三 角 和 矩阵 工 和 对 角 和 抢 阵 了 ,使 
A = LDL’, 
定理 6.6.3 设 4ER”" 为 对 称 正定 矩阵 , 则 存在 惟一 的 对 角 
元 为 正 的 下 三 角 和 矩阵 工 , 使 
A = LL'. 
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1. 楚 列 斯 基 分 解法 
我 们 称 对 称 正 定 矩阵 4 的 LL" 分 解 为 楚 列 斯 基 分 解 . 直接 利 
用 A=LL' , 即 


ta L+ =e L. L, 
的 矩阵 乘法 规则 , 且 规 定 ¿¿>0G=1,2,+-- ,n) , 则 可 按 列 求 得 矩阵 
L 元 素 的 计算 公式 .对 于 一 1,2，…，,m， 


li a 1 一 了 十 1，… sn. 
求解 方程 组 Ax==b 等 价 于 顺序 求解 下 列 两 个 三 角形 方程 组 
p =b, 
LTix = y, 
即 


x = (b: — Sus ño i = 1,2, on 
k=1 


z = (b — S lyzi) fto i= n,n—1,**,1. 
k=l 
利用 A 的 楚 列 斯 基 分 解 式 求解 4x 王 的 方法 称 为 楚 列 斯 基 
方法 或 平方 根 法 ( square root method) ,其 计算 量 约 需 蕊 次 乘除 
` 法 ,还 需 进 行 n 次 开 方 运 算 .平方 根 法 的 优点 之 一 是 不 必 选 主 元 . 
2. 改进 的 平方 根 法 
为 了 避免 开 方 运算 ,对 于 对 称 正定 矩阵 4 采用 定理 6. 6. 2 中 


的 分 解 式 A=LDL" , 即 
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d 
la 1 z d 1 lz * ln 
A= lh hb 1 z i 
: f : 1 i d 1 bel 
La Lo La s hiara 1 1 


令 T=LD, 我 们 有 二 ld ,直接 利用 4 二 TL" 的 矩阵 乘法 规则 ， 
有 如 下 的 按 行 计算 工 和 T 元 素 的 公式 : 
d, = au. 


对 于 i=2,3, n, 
P 

(1) ty =a; 一 >; tala» j=l,2,,i—l. 
k=l 


(2) 性 一 与 /di ， j=1,2,--,i—1. 
£ 


(3) di=as— > tala. 


求解 Ax= b 等 价 于 顺序 求解 下 列 两 个 三 角形 方程 组 
Ly = b, 
ra =y, 
Bp 


利用 4 的 LDL" 分解 式 求解 Ax = b 的 方法 称 为 改进 的 平方 
| 根 法 , 它 与 平方 根 法 计算 量 差不多 ,但 避免 了 开 方 运算 . 
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6.7 带 状 方程 组 的 解法 


设 naX7m 矩阵 4 W E XF 22i+q 时 ,有 a 二 0, 则 称 A= (a;) 
具有 上 带宽 gq, 对 于 i>j 十 p 时 有 as 二 0, 则 称 A 具有 下 带宽 p,A 
的 带宽 为 p 十 q+1. í p=q 时, 称 4 为 等 带宽 . 

定理 6.7.1 假定 4AER"x" 存 在 LU 分 解 A 二 LU, 如 果 有 A 的 
上 带宽 为 g, 下 带宽 为 p, 则 U 的 上 带宽 为 gq ,Ll 的 下 带宽 为 p. 

该 定理 说 明 : L(U) 具 有 与 A 相同 的 下 (上 ) 带 宽 . 

推论 6.7.2 假定 A4ER*" 为 对 称 正定 矩阵 , 且 有 带宽 2m 十 1， 
其 楚 列 斯 基 分 解 A 二 LL , 则 下 三 角 和 矩阵 工 的 下 带宽 为 m. 


6.7.1 三 对 角 方程 组 的 托马斯 法 和 循环 约 简 法 
设 Ar =d 是 三 对 角 方 程 组 , 即 


x, d, 
b, Ci 
b T2 d, 
tra =| ;|.. 6D 
x Cm-l d 
n" b, | A 


根据 定理 6. 3. 3, 如 果 A 的 顺序 主子 式 皆 非 零 , 则 存在 惟一 的 
LU 分 解 . 因为 A 的 带宽 为 2m+1=3. 由 定理 6.7.1,L(U) 具 有 与 
A 相同 的 下 (上 ) 带 宽 m= 1. 所 以 A 有 如 下 形式 的 LU 分 解 . 
l ui Cı 
¿ 1 Uz C2 
A= LU = Is °°, 
“Sgi ui Cri 
Ai u, 
根据 矩阵 的 乘法 规则 , 易 求 得 L 和 U 的 元 素 , 再 求解 Ly= d 
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和 Ux 一 ,得 到 4xr 一 b 的 解 , 称 此 求解 三 对 角 方 程 组 的 方法 为 托 
马 斯 (Thomas) 算 法 或 追赶 法 . 
算法 6.7.3 托马斯 算法 
用 三 个 一 维 数组 a==(0,as ,as,*…,a,) ,b= (bi sbros sbn), 
c= (ci,cCr t c-i FK B EE A 的 三 条 对 角 线 元 素 . 数组 d= (d, ， 
qd;,"…,d,) 存 放 右 端 项 . 
(1) 求 L 和 U 的 元 素 
Qui =b, 
@ 对 于 i=2,3,*…,n 
{=ai/ui-i 
u; =b; — licii 
(2) RÆ Ly=d 和 Ux = y 
° y=d, 
@ y, =d,—Ly- i, i=2,3,%,n 
图 n= yn/un 
图 L= (Vi GTi )/uis i=n—l,n—2,,l 
计算 过 程 中 ,将 ww，…,u, Alsel, 分 别 存放 在 数组 b 和 a 
的 相应 位 置 ,数组 c 不 变 . 三 角形 方程 组 的 解 y 和 x 先后 存放 在 数 
H d 的 相应 位 置 . 最 后 Ax=d 的 解 x 放 在 d th. 
定理 6.7.4 设 三 对 角 方程 组 Ax 二 d 的 系数 矩阵 满足 : 
(1) lh l>lca]>0; 
(2) |b, |> la| >0; 
(3) l&l>la l+ lc] aici #0,i=2,3,,n—1. 
则 4 非 奇异 且 有 
G) 由 天 0， i=1,2, =n; 


Gi) o<{&l<i, i=1,2, = ,n— l; 


GD |6,|—laÁ|=<lu,1|<15,|+ a|, íi=2,3,--,n—l. 
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因此 ,托马斯 算法 能 顺利 进行 计算 . 


三 对 角 方程 组 的 循环 约 简 法 (cycle reduced method) 是 适合 


并 行 计算 的 方法 .为 了 方便 , 设 方程 组 (6. 7. 1) 中 方程 的 数目 n= 
2' 一 1,1 为 一 个 正 整数 ,方程 组 (6.7. 1) 相 邻 的 三 个 方程 写成 


a=zr—= bmt 十 crizi = dis 


a, z= + biz; tci z+ = di; 


amti + binta F GTa = da. 


(6.7.2) 
(6.7.3) 
(6.7.4) 


将 方程 (6. la 2)3 DL — a; fbi- 和 方程 (6. 7. 4)38 L — c, /bi+) ,并 加 
到 方程 (6.7. 3) ,得 到 


其 中 


程 组 


a io +b, £i +C ta 一 Qi，. 


a, 一 一 ap 2: 
= Qm £ 
bi 
Ci 
b, = b, c= Dp H b , 
H 
c C, fi 
二 一 Ch 9 
i ba 


因此 ,如 果 i 为 偶数 ,我 们 得 到 关于 未 知 量 Ès Tys 
b, cz T d, 

ab <“, x, dı 

Ay bs Ess Tw-3 ds 

Qi bi Trai p p 


而 关于 zi ,zx;，… ,Zz, 的 方程 组 为 


"t y Tol 的 方 


(6.7.5) 
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b, Zs d, a, G =, 
s= : Se » 
br Zr dez ar-2 Crt | | zrs 
BIN x, d, a, ) [z+ 


(6.7.6) 
所 以 ,车 从 方程 组 (6. 7. 5) 解 出 z;, z, ziy 则 可 从 方程 
组 (6.7.6) 计 算出 rz ,zx;,…,ZX,. 事实 上 方程 组 (6. 7.5) 也 是 三 对 
角 的 ,其 阶 数 是 2 一 一 1. 可 以 用 类 似 的 方法 继续 约 简 它 , 直 到 约 简 
到 只 剩 1 个 方程 . 求 出 未 知 数 ,再 利用 各 步 形成 的 方程 组 (6. 7. 6)， 
计算 各 个 分 量 , 称 此 方法 为 循环 约 简 法 . - 
WR z 夫 2 一 1, 则 约 简 过 程 的 最 后 一 步 , 得 到 的 不 是 一 个 方 
程 , 而 是 含 若 干 个 方程 的 方程 组 , 解 出 其 分 量 后 ,再 向 后 回 代 . 


6.7.2 块 三 对 角 方程 组 的 解法 


设 Ax==b, 其 中 AER"" 是 带宽 为 2m 十 1 的 带 状 矩阵 . 将 A 
划分 子 块 为 块 三 对 角形 式 ,x Mb 也 作 相 应 的 划分 , 则 Ax=b 的 分 
块 形式 为 


D, F, x, z 
x; 
E, D, 2 f 
a u =|: J], (6.7.7) 
. = 
b 

pa pl 

Eji D, x b 

p , 


其 中 每 个 子 块 均 是 qXq HRE, q=n/p,bix ER ,i=1,2, p. 
1. 块 托 马 斯 法 
将 块 矩阵 A 作 块 LU 分 解 : 
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I 
A= | 1 2 x .. = LU. 
i i I Up Fp 
U, 
(6.7.8) 
根据 分 块 矩 阵 乘 法 规则 ,得 
U, = D.; 
LiU; = E=, + A Les i 二 2,.…,p;; (6.7.9) 
U; = D, — LaFa, i=2,3,.,p. 
当 和 矩阵 4 的 块 三 对 角子 矩阵 4, 为 
D, F, 
E, D, F, 
A, = Bu a Ta , k=1,2,--,. p. 
E, De Fr 
E, D, 


则 当 4 ,k= 二 1,2,…,n 均 为 非 奇 异 阵 时 ,U, 是 非 奇 异 的 , 块 分 解 式 
(6.7.9) 就 能 继续 . 
再 求解 方程 组 Ly= b M Ux = y, Bl! 


y =b; 
ú = bi — Lam yms i= 2,.,p. 
U,x, = yp» 解 出 x,; 
a = y— Faxa, 解 出 x，i= p—1,-,1. 
称 以 上 方法 为 块 三 对 角 方 程 组 的 托马斯 法 或 块 追赶 法 . 
2. 分 块 循环 约 简 法 
假定 4x=b 中 的 AER"”" 具 有 如 下 形式 : 
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D F 
FD F 
A= E a S ， (6.7.10) 
FDF 
FD 
Rh F ft D 39 J q Xq E [a= 2) BW E. DF 一 FD, 同 时 假定 


p= l. 这 些 条 件 在 许多 重要 应 用 中 是 成 立 的 . | 
循环 约 简 法 的 基本 思想 是 将 问题 的 维 数 反 复 地 减 半 . 块 三 对 
角 方程 组 Ax= b 的 相 邻 的 三 个 方程 写成 
Fx: + Dx + Fx; = bm; 
Fx + Dx, + Fx; = b;; 
Fx; + Dx, + Fx; = ba. 
分 别 用 下 ,一 D,F 乘 每 个 方 穆 , 三 个 方程 相 加 后 ,得 
FP xia HDP x, + FE” xa = b), 
Hp F” =F, D” =2F — D , b = F(b- +b )— Db, x, € 
R',i 一 1,2,…，, 力 . 若 ;i 为 偶数 ,可 得 到 一 个 约 简 后 的 关于 x,, 
xxp-1 的 块 三 对 角 方 程 组 


D? F” x bY 
F? po ^, X, bt 
nn alla 21; p eaw 
FO DY|lx, b2, 


其 中 DOF”? = F) p° ,以 类 似 的 方法 继续 约 简 方程 组 (6. 7. 11)， 
直到 只 含 一 个 块 方程 .求解 这 个 gXg 方程 组 ,再 利用 约 简 各 步 形 
成 的 方程 组 (6. 7. 11) ,计算 各 个 编号 为 偶数 的 解 向 量 x 的 分 向 量 
X: X i  X,—1. 然后 再 用 原 方 程 组 中 编号 为 奇数 的 方程 ,分 别 计 
算 x ,x3，… ,x。. 称 这 种 方法 为 块 循环 约 简 法 (block cycle reduced 
method). 
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算法 6.7.5 块 循环 约 简 法 
给 定 方程 组 Ar=b, Hh A 有 形 如 式 (6. 7. 10) 693 = 3 35 
BE.D,F€ RO .ACR" , n= pg,p=2:—1. 今 D'”=D,F'"=F, 
b” =b. 用 块 循环 约 简 法 计算 x. 
(1) 循环 约 简 过 程 
对 于 /==1,2,…,k 一 1 
F? = (F) 
DP = 2F”° — (D )? 
r= 2! 
对 于 jj 一 1,2,…，2 和 :一 ] 
bo 一 下 9-D (bY +7? J= D“? py P 
jÆ 
lÆ 
(2) 计算 x, 
D A DET? xp- = bpa 解 出 xy: 
© 对 于 1=k 一 2,k 一 3,*…,0 
r=2:. 
对 于 7/ 一 1,2， 2 
G) 如 果 j 一 1, 则 ec 一 br 一 Foxsy 
否则 如 果 j=2 
e= bip, — F° 天 (21 一 2)r 
否则 c=b Z-n F” (x; F Xoj-or) 
Gi) 从 DP xci-br 一 c, 解 出 X02j— Dr 
jR 
IE ` 
该 算法 的 工作 量 的 大 小 很 大 程度 依赖 于 q> q 和 矩阵 也” 和 F°” 
BORE DEKE. 在 较 坏 的 情况 下 , 即 当 它们 是 满 阵 时 ,总 的 浮 点 运算 量 
为 log(p)q'. 算法 的 存储 量 不 大 . 
. 341 ° 


3. 约翰 逊 算法 

约翰 逊 (Johnsson) 算 法 是 块 三 对 角 方 程 组 (6. 7. 7) 的 一 种 约 简 
法 . 通常 方程 组 (6. 7. 7) 中 的 E, 39 E = fi šE BE , F, 为 下 三 角 和 矩阵 . 

将 对 角 块 D; 划分 为 


其 中 D. sXs 和 矩阵 ,Di 是 (g 一 ;)X(g 一 s) 和 矩阵 ,其 他 子 块 E,, F, 
和 向 量 x, +b, 也 相应 地 划分 为 


E, = N a F. = [P i )， x, 一 b; = =! 
š 0 E; š Fa Fo ' xe i ba 
如 果 2s 二 gq, 则 Fo M E, HFE. 
将 块 三 对 角 方程 组 (6. 7. 7) BB R A SE E 
diag(Dni ,IT, Da „I, +, Dpi DD 
得 到 新 的 方程 组 (以 p= 3 为 例 ) 


I Dk Xu bi 
Da D, Fy Fe Xl2 bz 
Eh I D} xx b, 


= (6.7.12) 
Ez Da D. Fa F, || xe bn I 


Es Ds Ds] xe bx 
其 中 Da Di, = D, ,Di Eh = Ea ,Da bh = ba. 在 方程 组 (6.7.12) 中 ， 
H-D: Ze 38385 1 个 块 方程 ,一 Fu 左 乘 第 3 个 块 方程 ,都 加 到 第 2 
个 块 方程 中 ,又 得 到 一 个 新 的 块 方程 

Disxi: 十 Fisxzs = biz, 
其 中 Di = D.. 一 Di Di, — Fu Eh + Fiz = Fy — Fn Dh , bl, = bx 一 
Dh —Fba. 再 用 一 Ds 左 乘 第 3 个 块 方程 ,一 Fi 左 乘 第 5 个 块 
方程 ,都 加 到 第 4 个 块 方程 中 ,最 后 用 一 DD;; 左 乘 第 5 个 块 方程 加 
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到 第 6 个 块 方程 中 ,得 到 如 下 的 块 方程 组 : 


I Di Xn bi, 
D. 0 iz Xiz bi, 
En I Dz Xz by 
E 0 Dh 0 F, ||x,, = by, |° (6.7.13) 
Eh I Di | |xa 1 
Es 0 Di) Vx jz 
其 中 的 第 2,4,6 个 块 方程 为 约 简 方程 
Di, Fi X12 iz 
Es Du 22 | | x2 |= |bz]. (6.7.14) 
Es D] xs biz 


其 中 系数 和 矩阵 中 的 各 块 矩 阵 和 右 端 项 均 可 从 约 简 过 程 中 建立 它们 
的 计算 公式 . 从 式 (6.7.14) 解 出 xe(i 一 1,2,3) 便 可 从 式 (6.7. 13) 
的 奇数 序号 方程 求 出 xa , 即 f 

xa = bl — D} x, — E} Xm, i=1,2,3, (6.7.15) 
Hh i=1 t, Eh =0. 

以 上 过 程 称 为 约 得 逊 欧 简 方法 . 可 推广 到 p 个 块 三 对 角 方程 
组 (6.7.7). 

约翰 逊 算法 的 步骤 如 下 : 

(1) 求解 方程 组 Da DI, = D; ,Dn El = E; ,Dab = ba F $ X$ 
Da tE 1 次 LU 分 解 ,分 别 求 得 D5, 和 及 ,i 二 1,2,…,p( 其 中 
El=0) 

(2) 计算 Di ,Es ,所 和 by ,i 二 1,2,…,p( 其 中 Fy, 二 0) 

G) 求解 块 方程 组 (如 式 (6.7. 14)) ,得 xs,i=1,2,*…,p 

(4) 从 式 (6.7.15) 计 算 xa i=1,2,---, p 

H i=l h}, Ei 一 0. 


约翰 逊 算法 的 第 1,2,4 步 很 容易 实行 并 行 计算 
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6.7.3 带 状 方 程 组 的 列 主 元 消去 法 


考虑 求解 带宽 为 2m 十 1 的 一 般 型 方程 组 
Ax = b, 
6.4 节 已 给 出 一 般 列 主 元 消去 法 的 描述 , 它 也 适用 于 带 状 方程 组 . 
这 里 利用 4 的 带 状 结构 ,改进 算法 ,达到 节省 计算 机 时 间 和 存储 
单元 的 目的 . 
以 五 阶 三 对 角 方程 组 ( 即 2m 十 1=5,mm 一 1) 为 例 , 陈 述 带 状 矩 
阵 的 存储 方式 以 及 相应 的 列 主 元 消 元 过 程 . 设 A 和 4b 为 


QI a bı 
a21 G A23 r b; 
A= as as as ， b= |b; |. 
aqa aa as b, 
As4 Gss bs 


将 和 4 带 区 内 的 元 素 按 行 存 放 在 一 个 n 行 2m + 1 列 的 矩形 数组 
C(1 : n,1 : 2m 十 1) 中 .其 中 前 m 行 和 后 m 行 每 行 带 区 内 元 素 不 
Æ 2m 十 1 的 ,在 行 的 后 面 增添 零 元 素 补 齐 .有 如 下 的 增 广 数组 
an ax 0 ib, 
az azz anib 
(CIb) = |an as anib]. 
.| ads au as ib, 
as ass 0 :bs 
每 步 消 元 涉及 的 是 m+ 行 元 素 . 
第 一 步 消 元 : 在 前 m 十 1 行 的 第 1 列 选 主 元 ,确定 二 ,使 |a, ,|= 
max |an |. 将 第 ,1 行 交换 . 记 第 1 次 消 元 的 主 元 为 av ,将 第 1 


1<i<=+ 

行 的 其 余 元 素 除 以 au ,得 au ‘Gus 和 b.. 对 第 2 行 (一 般 情 况 第 2 行 

到 第 m+ 1 行 ) 消 元 ,使 它们 的 第 1 列 元 素 为 0. 再 将 C( 不 包括 b) 
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的 第 2 行 (一 般 情 况 第 2 行 到 第 m+ 1 行 ) 的 元 素 依 次 向 左 移 一 
位 ,每 行 的 最 后 一 个 元 素 补 成 0, 即 

an A as ib 
az ân 0 ib 

(C| b) = |as as asu ibs z 

qa aa as b 

as as 0 ibs 
同 理 进 行 第 2 次 选 主 元 和 第 2 次 消 元 ; 第 3 次 选 主 元 和 第 3 次 消 
元 . 结果 依次 为 


an ai y ib an ax anb 
ax ñn Q ‘b, ax än än ib 
(CID)= |as an 5 b]; (CID = |z, äu das :bl 
as Au Qe ib aa as 0 b, 
as as 0 ib ası as 0 ibs; 
最 后 一 次 选 主 元 和 消 元 后 ,得 到 
an diz aa 
ax à as ib, 
(C| b) = |as ás Gs [2 . 
āu ás O b, 
âs 0 O, 


数组 C 的 第 1 列 是 所 有 主 元 素 . 若 出 现 零 主 元 , 则 消 元 过 程 终 止 . 若 上 
述 消 元 过 程 不 中 断 , 则 得 到 一 个 与 原 方程 组 Ax=b 等 价 的 问题 ; 


I ax a Tı b, 
1 H azn T2 b 
1 a ass T | 一 b, 9 
T as x b, 
ass Ts bs 
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回 代 得 Ax=b BJ x= (zí. srst)". 
具体 算法 如 下 ,整个 消 元 和 回 代 过 程 在 (C15) 数 组 中 进行 . 
算法 6.7.6 带 状 方程 组 列 主 元 素 消去 法 
求解 n 阶 带宽 为 2m 十 1 的 带 状 方程 组 Ax= b. 和 矩阵 A 以 数组 
C(1 : n,1 : 2m 十 1) 的 形式 存放 , 解 x 存放 在 b rh. 


(1) 消 元 过 程 
对 于 k=1,2,…,n 一 1 
Q 选 主 元 ,确定 i, ,使 
| ea [= max | cal 
全 hc i kim 


© 如 果 i =k, WREG) 
否则 cy 3c; ,Cj 三 1,2,"…* ,2m 十 1) 


bib, 
© 计算 
Cy °= Cy /cua , j = 2,3, 2m+1 
b, := ba/cn 
r:= min{k++ m,n} 
@ 计算 
b; := bi — cabi» i= k+l, ],r 
© 计算 
Cija = Cy Cayo i= Ek+ Ll, r, j= 2,3, 2m+1 
© 冲 零 f 
Cim :一 0， i= k+ l,-",r 
(2) 回 代 过 程 
计算 
b, — z, = bs /cn 


2m+1 
bi — zí =b — Db, i= n-—l,n—2,--,1 
j=2 


+ 346 ° 


例 6.7.7 用 算法 6.7.6 求解 带 状 方程 组 Ax=b, B 


Ts ' 3.5 x, 11 
18 33 4.1 z| |55.1 
9 10 —1.5||z | o.s1' 
3.7 19.3 )l<x, 23 
这 里 n=4,m=1. H4 CA : 4,1 : 3) 及 b 为 
75 35 0 ; N 


18 33 4.1 :55.1 

9 10 一 1.5;110.5| 

3.7 19.3 0 Í 23 

第 一 次 消 元 在 前 两 行 之 间 进 行 , 主 元 素 为 18, 第 1,2 行 交 换 , 消 元 
后 结果 为 


(C| b) = 


18 183 0.227} 3.06] 

(Clb) = |-10.25 —1.708 0 :—11.9583|. 
9 103 ”一 1.5j 110.5 
3.7 19.3 0 i: 23 


第 二 次 消 元 在 第 2,3 行进 行 . 主 元 素 为 一 10. 25 , 消 元 结果 为 
18 1.83 0.227 : 3.06i 


(CID=|-10.25 0.16 0 1161. 
101.5 一 15 0 į 100 
37 193 0 Í 23 
第 三 次 消 元 在 第 3,4 行进 行 , 主 元 素 为 101. 5, 最 后 消 元 结果 为 
18 1.83 0.227 3.06i 
(C1b)= | 一 10.25 0.16 CO SOUN 
101.5 ”一 0.014778325 0 {0. 985221674 
19. 3546798 0 ”0 :19.3546798 


数组 C 的 第 1 列 存放 着 全 部 主 元 素 . 最 后 得 到 一 个 与 原 方程 组 等 
价 的 上 三 角形 方程 组 
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1 1.83 0.227 0 =, 3.061 


1 0.16 0 | 二 1.16 |, 
1 一 0.014778325 | | 0. 985221674 
19. 3546798 J |7: 19. 3546798 


回 代 后 得 方程 组 的 解 x 一 (1,1,1,1)7. 
6.7.4 对 称 正 定 带 状 方程 组 的 解法 
É A J n 阶 对 称 正定 带 状 矩阵 ,带宽 为 2m 十 1. 要 解 方 程 组 


' Ax = b, (6.7.16) 
则 4 不 必 选 主 元 可 分 解 为 f 
4 一 LDLT， (6.7.17) 
其 中 工 为 下 半 带 宽 为 m 的 带 状 阵 
ln 
la lex 
L= : $0 “» 


laia ° Loasa Latih 


lm ia luni lu 


即 当 i<j R i—j>m Bi ,¿, =0. D 为 对 角 阵 ,其 对 角 线 元 素 为 di = 
l/l si=1,2, sn. - 

由 式 (6. 7. 17) ,直接 用 和 矩阵 乘法 规则 ,推出 计算 工 元 素 的 如 
FAR: 


j1 
l; = aş — Dlala/lu, 本 一 rp i= 1,2,°",n 
k=r 


, (6.7.18) 
其 中 
全 i<m+1, 
r= 
i—m, ¿i>m+1. 
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同时 对 式 (6.7.16) 的 右 端 项 5 作 如 下 分 解 ， 
b = LDb, (6.7.19) 
直接 利用 矩阵 和 向 量 乘 法 规则 ,得 到 的 元 素 的 计算 公式 


b, = b — Sb/ i= 1,2,.,n. (6.7.20) 

将 4 和 的 分 解 式 (6.7.17) 和 式 (6.7.19) 代 入 式 (6.7.16), 可 表 
示 成 等 价 的 方程 组 

L'x = b, (6.7.21) - 

由 此 得 出 式 (6.7.16) 解 的 计算 公式 


z = (b, — 122728 i= nn— l,l, (6.7.22) 
其 中 
. n, i>n—m-—l, 
:= 人 ¿n m l, 
因为 4 对 称 , 只 需 存 放 A 的 下 半 带 区 (包括 对 角 线 元 素 ) 于 一 
个 矩形 数组 C(1 : n,1 : m 十 1) ,以 六 阶 对 称 五 对 角 和 矩阵 为 例 , 形 
式 如 下 


Qs3 Gs Gs 
Qa Gs Gs 
其 中 C 的 每 1 列 是 4 的 每 条 对 角 线 元 素 , 且 左上 角 添 零 . #£ C 
的 位 置 如 下 : 
Mis m+1B,j = 1.2, 
当 i > m+ 1B,j= i 一 my oi 
根据 计算 公式 (6.7. 18) . 式 (6.7. 20) 和 式 (6.7. 22), 可 构成 如 
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Cihj-iHmtl = Qij s 


下 算法 . 
算法 6.7.8 带宽 为 2m 十 1 的 对 称 正定 方程 组 的 解法 . 
给 定 n 阶 带 宽 为 2m 十 1 的 对 称 正定 带 状 方程 组 Ax = b. 矩阵 
A 的 下 半 带 区 (包括 对 角 线 元 素 ) 以 数组 c(1 : n,1 : m 十 1) 的 形式 
存放 . 工 存 放 在 C 的 位 置 , 解 x 存放 在 b 的 位 置 . 
(1) HH LAD 的 过 程 
对 于 i 二 1 ,2,*…,n 
D 计算 


Cia ly == Ch 广 Htl 一 D citimit Cah Chone 


kor 
其 中 , 当 ;i 委 mm 十 1 时 r=1,j=1,2,=:,is 4 i22m+1 Bf 
太一 一 
© 计算 
i1 
. bi —b, = b, — De -mand /erat 
j=r 
其 中 , 当 i<m 十 1 时 ,r= 二 1; 4 ¿22m+1 时 ,r=i 一 m. 
(2) 求解 L'x=b 的 过 程 
对 于 i 二 n,n 一 1,*…,1 
b, — z, = (b, = Y ope by ) /enan 
j=l 


其 中 , 当 i>n—m—1 时 ,t= 二 n; 4 iS n—m—1 时 ,一 


i+ m. 
例 6.7.9 用 算法 6.7.8 求解 带宽 为 3 的 方程 组 
5.6 Tı 11 
Goa => 17 


6 5 6|jjzs 17V 
6 5)[=, 11 ; 
解 这 里 n=4,m=1,% B c(1 : 4,1 DM b 的 形式 如 下 : 
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0 5:11 
P U 

6 5117 

6 5:11 
计算 得 到 的 工 和 %B 仍 放 在 数组 C Mb 的 位 置 ， 
0 5 : 11 
6 一 22 : 3.8 

(C| b) = : 


6 21.36 ` 27.36 
6 3.31489 ` 3.31489 
利用 L'x==b, 即 
5 6 =, 11 
一 2.2 6 s 3.8 


21.36 6 Za 27. 36 
3. 31489) \z, 3. 31489 
求 得 解 x=(1,1,1,1)7. 
本 例 中 的 矩阵 4 对 称 但 非 负 定 . 说 明 该 算法 不 仅 适用 于 对 称 
正定 带 状 方程 组 ,也 适用 于 对 称 非 奇 异 带 状 方程 组 . 


6.8 大 型 稀 玻 方程 组 的 直接 方法 


6.8.1 稀疏 和 矩阵 


大 量 元 素 为 零 , 只 有 为 数 不 多 的 元 素 不 为 零 的 矩阵 ,通常 称 之 
J W BL 3E BE (sparse matrix). 

É A€ R" ,若非 零 元 的 数目 小 于 0. 05n? —0. In? 或 为 O), 
一 般 就 认为 4 是 稀 朴 的 . 区 别 一 个 矩阵 是 否 为 稀 朴 矩阵 ,并 不 严 
格 取决 于 非 零 元 所 占 的 百分比 ,只 要 是 有 很 多 零 元 素 而 且 分 布 在 
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具有 能 够 被 有 效 利用 的 特点 的 和 矩阵 ,都 可 应 用 稀 政和 矩阵 技术 来 处 
理 .常见 的 稀 朴 矩阵 有 以 下 几 种 形式 ,其 中 非 零 元 素 在 实 线 上 或 阴 
影 区 域 . 


图 6.1 一 般 带 状 和 矩阵 图 6.2 分 块 三 对 角 阵 
带宽 p-+q+1 


图 6.3 IMAR RER 图 6.4 加 边 对 角 块 矩阵 


图 6.5 变 带宽 带 状 和 矩阵 图 6.6 加 边 的 块 三 角 型 矩阵 


更 一 般 的 形式 是 某 种 绝 大 多 数 元 素 为 零 ,但 非 零 元 素 分 布 不 
大 规则 的 和 矩阵. 
具有 稀 朴 系数 矩阵 的 方程 组 称 为 稀 朴 方程 组 (sparse systems 
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of linear equations). % FJ 8) AE T£ AB JE Et WP 98 BL E Ek BJ JL IK 28 53 TI 
提出 的 特殊 方法 ,各 种 方法 仍然 依据 直接 法 的 一 般 原 理 . 如 6.7 节 
是 针对 图 6. 1 的 一 般 带 状 方程 组 和 图 6. 2 的 分 块 三 对 角 块 方程 组 
设计 的 解法 ,采用 了 适当 的 技术 处 理 , 从 而 大 大 节省 了 计算 量 和 存 
储量 . 


6.8.2 高 斯 消去 法 解 大 型 稀疏 方程 组 所 要 求 的 形式 


1. MAE 

消去 法 或 直接 三 角 分 解法 是 解 大 型 稀 朴 方程 组 的 有 力 工 具 . 
以 消去 法 为 例 ,消去 过 程 中 A 的 零 元 素 位 置 上 一 般 将 出 现 一 些 新 
的 非 零 元 素 , 称 为 填 入 (fill-in). 希望 总 的 填 人 量 最 小 ,所 以 ,在 某 
些 情况 下 ,在 进行 消 元 之 前 , 需 适当 地 重新 排列 方程 和 未 知 数 的 次 
E , 称 为 对 和 矩阵 作 预 处 理 (precondition). 比如 , 设 有 两 个 系数 矩阵 
AMB: 


* 
* 
* 

来 来 * 来 


其 中 * 表示 非 零 元 素 . 若 对 系数 矩阵 为 4 fü B 的 方程 组 分 别 用 高 
斯 法 消 元 一 步 , 则 对 应 的 系数 矩阵 形式 分 别 为 


* * * 
* 
= 
E 
| 
* 

* * * * 
` 


RE A” =A, BO 一 B,4” 的 右 下 角 的 (n 一 1) X (一 1) 子 阵 可 能 
是 满 矩 阵 , 它 的 填 人 量 较 大 ,而 B% 没有 填 人 ,消去 了 最 左下 角 的 
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一 个 元 素 .所 以 事先 要 对 4 进行 行列 交换 , 即 找 排列 矩阵 P, 使 
PAP” 有 B HER. 

2. 高 斯 消 元 法 所 需要 的 形式 

如 果 有 可 能 ,对 系数 矩阵 A 作 预 处 理 成 A ,使 它 有 图 6. 6 的 形 
式 , 即 t 


Ar Ax ` Aisi Aip 
An e Azp A:, 
À = % : : + 
Aprii Apip 
A, Ap e Apm Ap 
其 中 对 角 线 上 的 子 矩阵 4; , (i 二 1,2,…,p) 都 是 非 奇异 方 阵 . 从 对 


角 块 4; 的 非 零 元 素 中 选取 主 元 素 . 如 果 从 hu 开始 ,依次 往 下 进 
行 ,那么 填 人 数 仅 局 限 在 A 中 那些 标 出 的 块 矩 阵 内 . 如 果 A 是 对 
称 的 ,A 也 表示 成 对 称 形式 ,如 图 6. 4 的 加 边 对 称 对 角 块 形式 ,这 
样 做 可 节省 存储 量 , 仅 需 存 人 的 主 对 角 线 和 主 对 角 线 上 方 的 阴影 
部 分 的 元 素 . 当 À 是 正定 矩阵 时 ,不 迭 主 元 , 则 消 元 过 程 能 保持 对 
称 性 且 不 必 存 储 下 三 角 部 分 . 


6.8.3 压缩 存储 形式 


一 般 以 压缩 的 形式 在 计算 机 里 存储 大 型 稀 玉 和 矩阵 ,也 就 是 说 
尽量 少 占 用 内 存 空 间 , 最 好 不 存 或 尽量 少 存 系数 矩阵 4 的 零 元 
素 , 同 时 给 出 必要 的 索引 信息 ,以 便 方便 地 找到 所 要 用 的 非 零 元 素 
在 4 中 的 位 置 . 而 且 当 运 算 过 程 中 产生 新 的 非 零 元 素 时 ,有 位 置 
能 方便 地 将 它们 填 人 .下 面 列 出 三 种 类 型 稀 朴 矩阵 的 压缩 存储 形 
式 (packing storage scheme) 及 相应 的 稀 朴 方程 组 的 特殊 解法 . 

(1) 形 如 图 6.1 的 等 带宽 带 状 矩 阵 的 存储 ( 见 6.7. 3 节 ). 将 
带宽 为 2m 十 1 的 带 状 和 矩阵 A 存放 在 一 个 长 方形 数组 C(1 : n,1 : 
2m+1). 有 与 之 相应 的 带 状 方程 组 列 主 元 消去 算法 6. 7. 6. 
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(2) 形 如 图 6.1 的 等 带宽 对 称 带 状 矩阵 的 存储 ( 见 6. 7. 4 
节 ). 将 4 的 半 带 区 存放 在 一 个 矩形 数组 C(1 : n,1 : m 十 1), 有 与 
之 相应 的 对 称 正 定 带 状 方程 组 的 算法 6.7. 8. 

(3) 变 带 宽 对 称 和 矩阵 的 存储 ,用 两 个 一 维 数组 : 一 个 是 数组 
all: bp), 将 4 各 行 的 第 一 个 非 零 元 至 对 角 元 (包括 对 角 元 ) 依 次 
按 行 排列 ,并 令 ain (i 二 1,2,… MRR 4 的 各 行 的 第 一 个 非 零 元 
素 , 则 
a(l : p) = (an tArm, 1022 103m, +°" 1033 1°" G, at dm ssam)» 
Ht p = 2 im 十 1) 是 数组 a 中 元 素 的 个 数 . 另 一 个 一 维 整 
型 数组 d(O : n) ,其 中 4(0) = 二 0,4d( 让 ,i 二 1,2,…,n, 标 记 对 角 元 
as 在 数组 a 中 的 序号 . 

矩阵 4 的 元 素 a; 处 于 数组 a 中 的 第 d (让 一 i 十 j 个 位 置 上 , 即 

a; = a(d(i) —i+ j) 
aim 中 的 列 下 标 m, 的 计算 公式 为 
m; = i— (dG) —dli—1)) +1, i=1,2,--,n. 

例 6.8.1 按 行 压缩 存储 5 阶 变 带宽 对 称 和 矩阵 ,并 在 数组 a 
PRA 的 元 素 ao, 

解 an 


Gs as 0 as 
a = (al ,as yazs yasz s as raaz .0,44 s ase yasay0y ass )， 
d = (0,1,3,5,8,12), 
an = a(d(4) — 4 + 2) = a(6). 
这 种 压缩 存储 形式 称 为 包 络 存储 (envelope storage) , H FE 
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络 内 的 零 元 素 也 存储 ,所 以 对 一 般 随 机 稀 朴 矩阵 不 是 很 节省 内 存 
空间 ,但 判断 矩阵 结构 较 方便 . 下 一 节 的 对 称 正定 稀 政 方程 组 的 解 
法 是 针对 这 种 包 络 存储 设计 的 特殊 解法 . 

实际 使 用 的 存储 方式 还 有 很 多 种 ,它们 都 是 构造 稀 酸 方 程 组 
高 效 算 法 的 关键 . 如 逻辑 尺 法 ,链表 法 以 及 用 3 个 一 维 数组 存储 随 
机 非 对 称 矩 阵 的 方法 等 . 进一步 了 解 可 参考 文献 [39] 等 . 


6.8.4 ”对 称 正定 稀疏 方程 组 的 解法 


对 称 正 定 稀 政 方程 组 的 解法 ,适用 于 求解 大 型 线性 方程 组 
AX = B, (6.8.1) 
其 中 AER J XPF EEM RE, X, BER” (m>1). 也 就 是 说 ， 
可 以 同时 处 理 系 数 和 矩阵 为 4 的 m 个 方程 组 . 
先 对 4, 再 对 B 分 别 作 如 下 的 分 解 ; 
A = LDL", (6. 8. 2) 
B = LDB, (6.8.3) 
Hp LAAFE =1,i=1,2, nl =0,i <j), D= 
diag(di sdz, sdn) 85168 RE. B= (Bb )。xw- 
WEE 4 各 行 的 第 一 个 非 零 元 素 是 a ,i 二 1,2,…,n. iË 
mi 二 max(mi,mj), 则 由 式 (6. 8. 2) 和 式 (6. 8. 3) ,根据 矩阵 乘法 规 
则 ,推出 矩阵 工 ,D 和 BB 的 元 素 的 下 列 计算 公式 . 


=l 
l; = (a, — Pide) jan j= mmt lyri li = 2,3, 
kem 


ii 
i = a — J hdi, i= 1,2,-> 7 
k=", 
= 
b, = (ba — D lidia) /dss i= 12, k= 1,2,.,m. 
j=m; 


将 式 (6. 8. 2) 和 式 (6. 8.3) 代 入 式 (6. 8. 1) ,得 到 
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L'X = B. (6.8.4) 
这 样 ,方程 组 (6. 8. 1) 的 求解 归结 为 方程 组 (6. 8. 4) 的 求解 . 
算法 6. 8.2 ”对称 正 定 稀 朴 方程 组 的 解法 
求解 对 称 正定 稀疏 方程 组 AX=B, 其 中 AER"*",X,BE 
R"”*"(m 宇 1). 对 A 和 采用 6. 8. 3 节 (3) 的 变 带 宽 压 缩 存储 方式 : 用 
一 维 数组 a(1 : p) 和 一 维 整 型 数组 d(0 : n) 存 放 对 称 和 矩阵 和 4, 矩阵 
B 存放 在 二 维 数组 b(1 : n,1 : m) 的 位 置 . 最 终 解 X 也 存放 在 
bA: n, l m) 的 位 置 . 
(1) HAEE L, DAB. L 的 元 察 存放 在 数组 a(1: p) 中 4 
元 素 的 相应 位 置 江 的 对 角 线 元 素 不 存 . D 的 元 素 d, 存放 在 a(1 : p) 
中 a; 相应 的 位 置 .B 存放 在 b(1 : n,1 : m) 的 位 置 . 
对 于 i=1,2,*… ,nn 
O 计算 
I=dGü)—i; MI 一 mm =i 一 (dG) 一 di 一 D) 十 1， 
© WT j=MI,MI+L1, i 
J =dG)—j; MJ —m, = j—(dG)—d4G—1))+1; 
M — m, = max(MI,MJ ) = max(m: ,m;) 


j 
a(I+j):= a(I+ j) — > ya(T 十 及 * a(d(k)) «aJ +b) 


k=M 
如 果 j=i, 则 转 (3)， 
#WjJa( [+ j) :=a(I+j)/a(d(j)); 
blik) :=b(i,k)—a(I+j) * a(d(j)) * bsk), 
k=1,2,:"-,m 
© 如 果 a(I 十 让 二 0 则 计算 停止 (这 时 4 非 正定 ) 
否则 b(i,k) :=b(i,k)/a(d(i)) ,k=1,2,.. ,m 
(2) 求解 方程 组 L'x==B. 
对 于 ;一 pm 一 1, ,1 
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Q@ 计算 
T= d(i)— i; 
MI —m, = i— (d(i)—d(i—1))+1 
@ 对 于 JJ 一 MT, MT 十 1,……i 一 1 
b(j,k) := b(j,k) —a(I+ j) o blisk), 大 一 127 


6.9 误差 分 析 


6.9.1 和 矩阵 的 条 件数 和 病态 方程 组 
先 看 一 个 例子 . 设 方程 组 


2 6 8 
[ )(z)= [ ) (6.9.1) 
2 6.00001 八 z /一 \8g.ooool 


有 精确 解 (1,1)". 对 系数 矩阵 和 方程 的 右 端 项 作 微小 的 变化 ,考虑 
扰动 后 的 方程 组 


E a 
2 5.99999/ x 8. 000027” 


其 准确 解 是 (10,2)7. 扰动 后 的 方程 组 的 解 面目 全 非 了 , 真 所 谓 “ 差 
之 毫 厘 , 失 之 千里 ”, 这 种 现象 的 出 现 完 全 是 由 方程 组 的 性 态 决 
定 的 . 

定义 6.9.1 如 果 方 程 组 Ax=b p, E EE A 和 右 端 项 b 的 变 
f LóA |l Il ob | 微小 ,引起 解 向 量 x 的 变化 很 大 , 则 称 4 为 关 
于 解 方 程 组 和 和 矩阵 求 逆 的 病态 矩阵 , 称 相 应 的 方程 组 为 病态 方程 
组 (ill-conditioned system of equations). 反之 , 如果 || ôA | 和 
| b | 微小, | sx | 也 微小 , 便 称 4 为 良 态 矩阵 和 4xr 一 为 良 态 
方程 组 (well-conditioned system of equation). 

矩阵 的 条 件数 (condition number of matrix) 在 某 种 程度 上 能 
刻画 方程 组 解 对 问题 数据 的 敏感 程度 . 
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定义 6.9.2 设 4 为 非 奇异 阵 , | + | 为 一 种 诱导 矩阵 范 数 ， 
则 称 数 
cond, (A) = || A ||, || A ||, 
为 矩阵 的 条 件数 . 
常用 的 矩阵 条 件数 为 
conde (A) = | A llo MA Ilo; 


x Àm (A'A) 
cond; (A) = || A ||, || A` l = aA 


cond (A) = |A lh WA" h. 
HEP Am (ATADA Amia (ATA) 3 Et k IF EERE ATA 的 最 大 和 最 
小 特征 值 . 称 cond, (4) 为 矩阵 A 的 谱 条 件数 (spectral condition 


number). 当 4 对 称 时 ,cond: (A) = PE CA 


Amax (A) 
Amin (A) ` 


条 件数 有 如 下 人 性质: 

定理 6.9.3 设 AER"”" 非 奇异 , 则 有 

(1) cond(4) 宇 1,cond(A)=cond(A '); 

(2) # A 3 H $E RE CATA = I) R 1F 3 8 EE (ATA = I) , M 
cond; (4) 一 1, 达到 条 件数 的 最 小 值 ; 

(3) 若 了 D=diag(d dzs, dn) J Xt fA ERE, M) cond( D) = 
pazld:/min Idil» 

(4) 若 也 为 正 交 和 矩阵, 则 cond; (A)= cond; (AU) = cond; (UA ) ; 

(5) cond(aA)=cond(A), Va€ R „a0. 


6.9.2 方程 组 的 敏感 性 
设 方程 组 


Hf , cond; (A) = 


Ax =b, (6.9.2) 
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和 矩阵 A 和 右 端 项 b 分 别 有 扰 动 (微小 变化 或 称 误 差 )84 H sb, D 
然 引起 解 x 的 扰动 gx ,这 时 ,实际 得 到 的 解 是 x 十 bx , 它 满足 扰动 
方程 组 
(A 十 64)(x 十 6x) = b+ b. 
定理 6.9.4 设 4 为 非 奇 异 阵 ,# 天 0, 而 且 | ôA | 充分 小 ,使 
14 HM óA | 二 1, 则 有 估计 式 


| sx | nd(4) 6b || óA || 
Tl SINA iT ail iei + TaT) 


(6. 9.3) 
推论 6.9.5 在 定理 6.9.4 的 条 件 下 , 若 54 = 二 0,6b 关 0, 则 有 


| sx | -一 |l ðb || 
xh S cond(A) Toi 


推论 6.9.6 在 定理 6.9.4 的 条 件 下 , 若 8b 二 0,64 隆 0, 则 有 


ll èx | ILA || 
1 网 
Txi TAT a+ |ia || )) 


由 此 可 见 , 当 矩阵 4 的 条 件数 是 个 大 数 时 ,b 和 A 的 微小 扰动 
的 和 64 ,会 引起 方程 组 (6. 9.2) 的 解 向 量 有 很 大 的 扰动 | sx | . 解 
对 扰动 非常 敏感 ,也 就 是 说 当 cond(A) D1 时 ,Ax=b 是 病态 方程 
组 ,4 是 病态 的 ; 当 cond(4) 相 对 较 小 时 ,Ax==b 是 良 态 方 程 组 ,A 
是 良 态 的 . 

例 6.9.7 MRA Hilbert) 4E pE 


< cond(4) 


1 1 1 

š 2 3 n 

1 18: 1 
H =|2 3 4 n+l 
1 1e e s 
n ntl zF? A al 


是 典型 的 病态 阵 . 因为 cond: ( H, ) œ 1. 55 X 10: , cond; ( H, ) ~ 
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1. 49X 107 cond: (H, )=z1. 53X10", 随 的 增加 ,H, 的 病态 越 严 
重 . 相应 的 方程 组 H,x ==b 是 病态 方程 组 . 

值得 注意 的 是 : 不 能 笼统 地 说 某 个 矩阵 是 病态 的 . 因为 一 个 
矩阵 可 能 对 求解 方程 组 和 和 矩阵 求 道 是 病态 的 ,但 对 求 特 征 值 来 说 
却 是 良 态 的 . 

利用 条 件数 可 得 出 另外 一 个 重要 结论 . 设 x 是 方程 组 (6. 9. 2) 
的 精确 解 ,x 为 近似 解 ,r= 二 b 一 Ax 为 对 应 于 x 的 剩余 向 量 , 则 有 如 
下 的 误差 估计 . 

定理 6.9.8 设 方程 组 (6. 9. 2) 中 的 4 非 奇异 ,5 天 0, 则 有 


so BE < Ti < 
这 说 明 ， 小 的 剩余 向 量 r 并 不 意味 着 F 的 高 精度 . 对 良 态 方程 
组 ,小 的 意味 着 六 较 精确 ,而 对 病态 方程 组 ,即使 的 范 数 很 小 ， 
但 * 仍 有 很 大 的 误差 


6.9.3 病态 方程 组 的 解法 


对 于 病态 方程 组 ,最 有 效 的 解法 是 采用 高 精度 运算 ,如 双 精 
度 .扩充 精度 .四 倍 精度 以 及 更 高 的 精度 ,以 改善 或 减轻 方程 组 的 
病态 程度 . 如 果 用 无 限 精度 运算 , 即 不 存在 伟人 误差 ,即使 矩阵 的 
条 件数 很 大 ,也 没有 病态 可 言 . 
另 一 种 有 效 的 方法 是 在 计算 机 运算 精度 受 限 制 的 情况 下 ,也 
可 以 对 病态 方程 组 作 预 处 理 , 改 善 方程 组 系数 矩阵 的 条 件数 . 
设 有 预 处 理 和 矩阵 P, 对 方程 组 (6. 9. 2) 预 处 理 后 的 方程 组 为 
PAx = Pb, (6.9.4) 
使 
cond(PA) < cond(A), (6.9.5) 
从 而 方程 组 (6. 9.4) 是 良 态 的 . 可 选择 本 章 的 任何 一 种 合适 的 方法 
求解 . 
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6.9.4 @ NI £ 


设 x 和 x* 分 别 是 方程 组 (6. 9. 2) 的 精确 解 和 计算 解 . 跟踪 计算 
过 程 逐 步 分 析 舍 人 误差 来 获得 误差 | x 一 三 | 的 界 , 称 为 向 前 误差 
分 析 法 (forward error analysis). 把 计算 过 程 舍 人 误差 对 解 的 影响 
归结 为 原始 数据 扰动 对 解 的 影响 , 称 这 种 分 析 舍 人 误差 的 方法 为 
向 后 误差 分 析 法 (backward error analysis). 后 者 是 目前 常 采用 的 
方法 . 具体 地 说 ,要 寻找 原始 数据 的 某 种 扰动 àA 和 站 ,使 得 计算 
解 * 严 格 地 满足 

(A 二 BM) = b+ ób. 

找到 这 样 的 óA 和 66b 后 , 便 可 利用 式 (6. 9. 3) ,估计 误差 | x— || 
的 界 . 

已 经 对 各 种 直接 法 作 了 详细 地 误差 分 析 , 得 到 了 相应 的 
1 àA l și a 目的 上 界 .下 面 列 出 与 几 个 主要 算法 有 关 的 结果 . 

B n BERA 的 阶 ; 上 是 计算 机 尾数 的 字 长 ; a 是 矩阵 4 的 
按 模 最 大 的 元 素 , 即 a= max lay | . 

1. 高 斯 消去 法 

àA |. < c, Ga (2n? + n°)2":, | 3b || = o, (6.9.6) 

其 中 aal, G 为 消 元 过 程 中 矩阵 元 素 的 最 大 增长 因子 , 即 G= 
max la | /a,a EB k — 1 次 消 元 后 得 到 的 矩阵 AY = (al y, 
Ockan- i 5 
的 元 素 ,40) =A. 

对 于 列 主 元 消去 法 有 G< 2"! ,增长 因子 增长 很 快 ,达到 界 
2 一 :的 矩阵 确实 存在 ,但 这 种 情况 极 少见 ， 

对 于 完全 选 主 元 消去 法 有 G< (On .2 + 3t , 4 + 
n ,这 时 G<2xte ri ,因此 ,增长 因子 增长 缓慢 . 

= || A'I óA | <1 时 ,将 式 (6.9.6) 代 人 式 (6.9.3), 便 得 
到 计算 解 * 的 相对 误差 界 
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x— X |o G 
xxl. i a < onda) (1a aA) HO. 
(6.9.7) 

2. 直接 三 角 分 解法 . 结果 与 高 斯 消去 法 类 似 

3. 对 称 正 定 矩 阵 的 楚 列 斯 基 分 解法 
J áA |< czan? +n), |b |. = o, 

计算 解 x 的 相对 误差 界 为 
— cond(A) 人 ER +n’), 

aal. (6. 9. 8) 


从 式 (6. 9. DAIR CG. 9.8) 看 出 ,和 矩阵 4 的 阶 数 越 高 .条 件数 
越 大 .计算 机 字 长 越 短 和 增长 因子 越 大 , 则 含 人 误差 对 解 的 影响 越 
严重 . 因此 ,直接 法 的 计算 精度 取决 于 所 选取 的 算法 ,方程 组 性 态 、 
所 用 计算 机 字 长 和 矩阵 的 规模 . 当然 这 些 估计 式 都 是 严格 上 界 , 往 
往 是 保守 的 . 经 验 表明 消去 法 有 如 下 结果 


J| x — x |l- 


=< cGn2~ cond» (A). 
l x l. 
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7 求解 线性 代数 方程 组 的 迭代 法 
7.1 定常 迭代 法 的 基本 概念 


考虑 线性 代数 方程 组 
Ax=b, AE R™, xbEeR. (7.1.1) 
假设 4 非 奇异 , 方 程 组 有 惟一 解 x* .上 式 总 可 以 等 价 地 写成 
x = Bx + f. (7. 1.2) 
给 定 初 始 向 量 x? ER" ,可 构造 迭代 公式 
xb = Br +f, k=0,1,2,., Ct tas) 


其 中 的 B€ R”" 称 为 和 迭代 矩阵 (iteration matrix). 
定义 7.1.1 如 果 和 迭代 法 (7.1.3) 生 成 的 序列 {x' } 满 足 
limx” =x", Vx° € R, 
则 称 该 迭代 法 收敛 . 否则 称 为 发 散 . 
定理 7.1.2 迭代 法 (7.1.3) 收 敛 的 充分 必要 条 件 是 poCB) 一 1， 
其 中 p(B) 是 迭代 矩阵 B 的 谱 半 径 . j 
定理 7.1.3 设 x' 是 方程 (7. 1. 2) 的 惟一 解 ,|‖| 。 儿 ,是 一 种 
向 量 范 数 ,对 应 的 从 属 矩 阵 范 数 | B 外 <1, 则 由 迭代 式 (7.1. 3) 产 
生 的 向 量 序列 {x*”} 收 敛 且 满足 


x ||. < lB ||, W _ yn 
| x x* Js 1— i B ||, IE x l,» 
IBI; 
x — x" || < v D y0 |. 
I L< = — ze |, 


虽然 eB 上, 越 接近 于 零 ,序列 {x*} 收 敛 越 快 , 当 | B |,=z1 
时 ,序列 {x*} 收 敛 非常 慢 , 总 有 oB) || B || , Br 1 p(B) 越 小 , 收 
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定义 7.1.4 R (B)=—1n || B: | 1 ,#R393284028C7. 1. 3) 的 平 
HKR E (average convergence rate). 

定义 7.1.5 R(B) 一 一 lno(B), 称 为 迭代 法 (7.1.3) 的 渐 近 收 
k 3E (gradual rate of convergence) ,或 称 渐 近 收 敛 速度 . 

从 方程 组 (7. 1.1) 出 发 ,可 以 由 不 同 的 途径 得 到 不 同 的 等 价 方 
程 组 (7. 1. 2) ,从 而 构成 不 同 的 迭代 法 (7. 1. 3). 通常 4 可 分 裂 为 


A= M-N, (7.1.4) 
其 中 M 非 奇 异 且 M :易于 计算 , 代 人 公式 (7.1.1) 得 
x 一 MTINx + M`'b. (7.1.5) 


5 BEM’ N=I—M`'A, f =M b, ERAR. 1.3). A 的 不 
同 分 解 方式 ,可 得 到 不 同 的 迭代 方法 , 称 为 求解 方程 组 的 分 裂 法 
(splitting method). 


7.2 雅 可 比 迭代 法 、JOR 法 和 RF 法 


设 方程 组 f 
Ax=b,A€C R”",x,b€ R' HA 非 奇 异 . 可 以 把 4 分 解 为 
4 一 也 一 工 一 吕 ， K7.2.1) 
其 中 D 为 对 角 和 矩阵 , 即 D— diag(an saz," sâm) L A U 分 别 为 4 
的 严格 下 三 角 部 分 和 严格 上 三 角 部 分 的 反 号 , 即 


0 ax an * ay, 

° 0 
as ` as 
an 0 23 2 

L ， U=— 0 
0 i 
am * Ann- 

1 1 0 


设 D 为 非 奇异 矩阵 B as 关 0,i 二 1,2,…,n. 对 应 于 一 般 形式 
的 A 的 分 解 式 (7.1.4), 取 M=D,N=L+U, 代 人 公式 (7. 1.5), 得 
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到 和 迭代 方法 
xt = D? (L +U)x® + D''b, 
称 为 雅 可 比 (Jacobi) 和 迭代 法 ,简称 J 法 . $ B=D ( 工 十 D) , 称 为 


雅 可 比 和 迭代 和 矩阵 . 
J 法 的 分 量 形式 为 
(kt) -一 1 Pw ° (k) = ... 
z” -| Dasz; |: k=0,1,2,.…. (7.2.2) 
定理 7.2.1 丁 法 收敛 的 充分 必要 条 件 是 其 迭代 矩阵 B, 的 谱 
”半径 o(B)) 一 1. 


定理 7.2.2 设 4=4T, 了 =diag(a ax a, ) a >0,i= 
1,2,"…,n, 则 丁 法 收敛 的 充分 必要 条 件 是 4 及 2D 一 A 均 正定 . 

定理 7.2.3 #| B, 1, 二 1( 某 种 向 量 范 数 导出 的 矩阵 范 数 )， 
则 解 Ax=b 的 丁 法 收敛 . 

定义 7.2.4 设 4ER“”", 如 果 存 在 排列 矩阵 下 使 得 

F | 

G H 
Jtrh F fL H 是 方 阵 ,0 是 零 矩 阵 , 则 称 A 为 可 约 矩阵 (reducible 
matrix)( 或 可 分 和 矩阵), 和 否则 称 4 为 不 可 约 和 矩阵 (irreducible 
matrix)( 或 不 可 分 矩阵 ). 

定义 7.2.5 设 4=(aj),ER"", 如 果 


PAP '' = ( 


la >> |a | YS :Sn, Yu 
t 
且 至 少 对 一 个 i, 有 
"la |> Ñ lal» (7.2. 4) 
j=1 


则 称 4 是 弱 对 角 占 优 的 (weakly diagonally dominant). 如 果 严 格 
不 等 式 (7.2.4) 对 1 三 i 三 n 都 成 立 , 则 称 4 是 严格 对 角 占 优 的 
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(strictly diagonally dominant). 


定理 7.2.6 i A JF RX f 5 t sü A n] #J 55 X$ fB h IK E 
阵 , 则 解 Ax=b 的 本 法 收敛 . 


代 法 
x tD = x — oD (Axt — b), k=0,1,2,., 
Ç? 2.5) 

称 为 雅 可 比 超 松 弛 法 ,简称 JOR 法 (Jacobi over relaxation 
method). 其 迭代 矩阵 Bjor =I- D'A. 

定理 7.2.7 若 4 为 对 称 正定 矩阵 , 则 当 22 !'D— A 为 正定 
矩阵 时 , 解 Ax=b W JOR 法 收敛 . 

定理 7.2.8 设 4 为 对 称 非 奇异 矩阵 且 其 对 角 线 元 素 均 为 - 
正 , 即 cs 二 0G 一 1,2,…,n), 则 解 Ax= b ñj JOR 法 收敛 的 充分 必 
要 条 件 是 4 与 2o-:D 一 4 均 为 正定 . 其 次 ,2w DA 正定 等 价 于 
ps 
其 中 pu 是 矩阵 B=I 一 D-:4 的 最 小 特征 值 . 

定理 7.2.9 当 解 hx 一 的 ] 法 收敛 时 ,JOR 法 对 0<w<1 收敛 . 


取 M= ,N= 二 二 1 一 A, 由 式 (7. 1.5) 得 到 RF šE (Richardson 


w 


w< 


method): 
xt 一 xD 一 (hx — b), k= 0,1,2,-.. (7.2.6) 

令 Brr 二 1 一 wh , 称 为 RF 法 迭代 矩阵 . 其 中 实数 o 为 迭代 参数 . 

i Q= diag(w sas sn) ,构造 如 下 变 参 数 迭代 法 : 

xH 一 xD 一 DOArb — b), k=0,1,2,., ENAT 
称 为 广义 理 查 森 法 ,简称 GRF 法 . 

定理 7.2.10 若 4 对 称 正 定 , 则 当 28- 一 4 为 正定 矩阵 时 ， 
解 Ax=b 的 GRF 法 收敛 . 

. 367 。 


7.3 高 斯 - 赛 德 尔 先 代 法 


设 方 程 组 
Ax=b, AE R™, bxeR, (7.3.1) 
其 中 A 非 奇异 且 有 分 解 式 (7. 2.1), a#0,i=1,2, n 
对 应 于 4 的 一 般 分 解 式 (7.1.4), 取 M=D 一 L,N=U, 代 和信 公 
式 (7. 1.5) ,得 迭代 法 
x = (D—L)'!Ux ° 十 (D— LD b, k=0,1,2,.…, 
(7.3.2) 
称 为 高 斯 - 赛 德 尔 (Gauss-Seidel) 和 迭代 法 ,简称 G-S 法 . $ Bos = 
(D 一 L) `U, KEH G-S 和 迭代 和 矩阵. 
GS 法 的 分 量 形式 ， 
Poat +(e, 一 >< zo 一 Èa z%#) ， i= 1,2,." ,nn 
定理 7.3.1 Gs 法 收 伍 的 充分 必要 条 件 是 其 迁 代 矩阵 Bcs 
， 的 谱 半径 o(Bcs) 一 1. 
定理 7.3.2 若 Bos 二 1( 某 种 向 量 范 数 导 出 的 矩阵 范 
数 ), 则 解 Ax=b 的 G-S 法 收敛 . 
定理 7.3.3 设 4 对称 正 定 , 则 解 4x=b 的 G-S 法 收敛 . 
定理 7.3.4 设 4 是 严格 对 角 占 优 或 不 可 约 弱 对 角 占 优 扼 
阵 , 则 解 Ax=b 的 G-S 法 收敛 . 
定理 7.3.5 设 丁 法 的 迭代 和 矩阵 B, = (bj), 为 非 负 和 矩阵 ( 即 _ 
bi 二 0,by 之 0,1<i,j<<n), 则 下 列 关系 有 一 个 且 只 有 一 个 成 立 : 
(1) p(B)=p(Bos)=0; 
(2) 0<plBos)<p(B;) <1; 
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(3) p(CB)) 一 pCBes) 一 1; 

(4) 1<p(B,)<p(Bcs). 

定理 7.3.5 说 明 , 在 定理 假设 条 件 下 ,J 法 和 G-S 法 同时 收 
敛 ,同时 发 散 . 若 收敛 , 则 G-S 法 收敛 速度 比 Atk. 


7.4 ”逐次 超 松弛 迭代 法 


7.4.1 逐次 超 松弛 和 迭代 法 


逐次 超 松弛 (successive over relaxation) 法 的 缩写 为 SOR E. 
SOR 迭代 法 是 解 大 型 稀 朴 矩阵 方程 组 的 有 效 方法 之 一 .求解 方程 
组 (7. 1. DAI SOR 迭代 的 分 量 形式 为 

tt =(1— wr” +o [2: 一 > Zigoto 一 


j=) 


> sz ) (i = 1,2,°,n), (7.4.1) 


j= Q 

H o 为 松弛 参数 或 松弛 因子 (relaxation factor) , 称 0 一 一 1 BJ 3Ë 
代 过 程 (7.4. 1) 为 低 松 弛 方法 (under-relaxation method). 对 于 一 
些 方程 组 ,用 G-S 迭代 法 得 不 到 收敛 解 或 不 收敛 ,但 用 低 松 弛 方 
法 却 是 收敛 的 . 称 w>1 的 和 迭代 过 程 (7. 4. 1) 为 超 松弛 方法 (over- 
relaxation method) ,此 法 可 以 加 速 G-S 迭代 方法 的 收敛 . w 二 1 的 
迭代 过 程 (7. 4. 1) 就 是 G-S 迭代 公式 . 

设 方程 组 (7. 1. 1) 的 系数 矩阵 A 有 分 解 式 (7. 2. 1). 对 于 实数 


o, Ë M= 寺 (DoD) ,N= 二 (1 一 o)D+wU), 代 入 式 (7. NEN 


得 到 SOR 迭代 法 的 矩阵 形式 : 
x = (D—eL)7!((1 — D+HoDxr® +e(D— eL)'b, 
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k= 0,1,2,---, (7.4.2) 

S Bsor = (D—oL) 1((1—oe)D+ oU) ,#k& Bsor 为 SOR 和 迭代 法 的 
IAE RE. p(Bsor ) 为 其 谱 半 径 . 

定理 7.4.1 对 任意 的 AE R”",ai 关 0,i 王 1,2,…,n, 则 对 所 
有 实数 ,有 p(Bsor) 宇 |w 一 1|. 

定理 7.4.2 解 Ax=b 的 SOR 法 收敛 的 充分 必要 条 件 是 
plBsor )=1. š 

定理 7.4.3 Ü ACR" ,A 对 称 正定 , 且 0 二 w<=2, 则 解 Ax= 
b 的 SOR 法 收敛 . 

定理 7.4.4 iË A 2338 fa h UÑ SR 2 B] 24 35 XJ fB h tk E 
EBE, H 0 过 w 志 1, 则 解 Ax=b 的 SOR 法 收敛 . 

定理 7.4.5 设 AER"", 若 A 为 具有 正 的 对 角 线 元 素 的 对 
HER, H 0 一 o 一 2, 则 解 Ax=b 的 SOR 法 收敛 当 且 仅 当 4 是 正 
定 的 . 


7.4.2 性 质 鹤 和 相 容 次 序 
定义 7.4.6 如 果 矩 阵 4 具有 形式 


D, U, 
L, D, U, 
A= L; `, `, ， (7.4.3) 
éa Dn Usi 
L, D, 


其 中 D, 为 对 角 线 型 方 阵 , L, ,U, 为 相应 阶 数 的 长 方 阵 , 则 称 4 为 
D 型 分 块 三 对 角 和 矩阵 (diagonal form of partitioned tridiagonal 
matrix). 
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Pe EE N EE 


A= as 0 ias as asi 0 as 


TT TT TT 


D, U 
L, D, U, 

L, D, 
A, 是 D 89 yh = XF ffi SE E£. 

定义 7.4.8 设 AER"", 如 果 存 在 一 个 排列 矩阵 了 使 得 
D, U, 
Ls: p.) 
其 中 D, ,D, 为 两 个 对 角 和 矩阵 , 则 称 矩 阵 4 RA tA A (property 
A). 

性 质 鹤 的 更 确切 定义 如 下 : 

定义 7.4.9 BAER”, kuwa. tewnnuanaa 
W=([(1,2,--- n) RW T AB368603 S ,S:( 即 S, +S, = 
S, 与 S, 无 公共 元 素 ) ,使 得 矩阵 A A Q h 
ay (i 关门 的 足 标 对 (i,7) 均 满足 i€ S, , € S, 或 i€ S,,;j€ S, , WJ #k 
此 矩阵 具有 性 质 准 . 

例 7.4.10 用 定义 7.4.9 验证 例 7.4.7 中 的 DD 81 = xi t E 
FFA, RAHAA. 


P4P- = | (7.4.4) 
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E ”因为 4 是 9 阶 和 矩阵 ,前 9 个 正 整数 构成 集合 W=(1,2, 
3,…,9} ,把 它 分 成 两 个 不 相交 的 子 集 Si =(1,3,5,7,91,S,= 12, 
4,6,8},S, +S,=W,S, 和 S, 无 公共 元 素 . 对 于 任 一 个 oj (天门 
的 足 标 对 (i,j) 均 满足 ES ,jE S, 或 i€E S,,jES, 故 例 7.4.7 中 
的 矩阵 A, RAHAA. 

例 7.4.11 用 定义 7.4.8 验证 例 7.4.7 中 的 DD 3 = xf fB kE 
阵 A, REAA. 

E 将 Al 中 编号 属于 集合 S, 的 各 行 (以 及 相应 的 各 列 ) 均 排 
在 前 面 , 而 将 属于 集合 S, 的 均 排 在 后 面 , 可 把 和 矩阵 A, 变 成 
式 (7.4.4) 的 矩阵 形式 ， 

将 A, 按 例 7.4. 10 中 的 次 序 S, ,S, 重新 排列 后 得 


z D, U, 
s, f | 
其 中 是 排列 阵 ,D, 和 D, 是 对 角 和 矩阵 , 故 由 定义 7. 4. 8 知 , 和 矩阵 
A, RAHENA. 

很 容易 验证 形 如 式 (7. 4. 3) 的 D WH = x$ fli S: E£ R. # tE 
六. 在 和 矩形 网 格 上 用 五 点 差分 格式 逼近 二 阶 椭圆 型 微分 方程 所 得 
到 的 系数 矩阵 是 D 型 分 块 三 对 角 和 矩阵 , 它 具 有 性 质 W. 
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定义 7.4.12 若 能 将 前 ”个 正 整数 所 构成 的 集合 W 分 成 : 
个 不 相交 的 子 集 S,,S:，…S,{( 即 DS, = w,s, 与 SiGi 天 旋 无 公 


共 元 素 ) ,使 得 矩阵 A 的 任意 非 对 角 非 零 元 素 ar 20GA) W ER 


对 (ij 满足 如 下 条 件 , 若 iE S, 时 j ES ( 当 7 一 站 或 JE St CK 
j 记 说 , 则 称 此 和 矩阵 具有 相 容 次 序 (consistently ordered). 
将 式 (7. 4.3) 中 属于 对 角 线 子 块 D, 的 行 编号 记 为 集合 St, 显 


然 , 3》1S, = W B S, 5S,G2j 5438303. 例 7.4.7 中 矩阵 A, 


内 的 任意 非 对 角 线 非 零 元 素 aj 天 0(i 天 门 , 其 足 标 对 (i, 力 均 满 足 
定义 7.4.12 中 的 条 件 , 所 以 形 如 式 (7.4. 3) 的 矩阵 具有 相 容 次 序 . 
定理 7.4.13 若 矩 阵 4 RAM SDK, HD R£ PEBE A, 

定理 7.4.14 车” 阶 矩 阵 具 有 性 质 鹤 , 则 A 经 过 行 和 相应 的 
列 交换 后 仍 具 有 性 质 鹤 ,也 即 对 任意 排列 阵 P, 和 矩阵 P'AP 仍 具 有 
HERA. 

定理 7.4.15 JER A R.A EE ER 'A 5) 38 y 22 32 R F P: £F E H 
列 矩阵 P, 使 矩阵 PAP 具有 相 容 次 序 矩 阵 的 形式 
( 见 式 (7.4.4)). 

定理 7.4. 16 若 矩 阵 4 具有 相 容 次 序 , 则 行列 式 det (aE + 
a-!'FF 十 8D ) 的 值 与 a 无 关 , 其 中 a 关 0, 而 8 为 任意 数 ,E 和 下 分 别 是 
A 的 严格 下 三 角 和 上 三 角 部 分 ,D 是 对 角 和 矩阵 , 且 A—=D+E+F. 


7.4.3 . 最 优 松弛 因子 


使 逐次 超 松弛 和 迭代 法 的 渐 近 收敛 速度 R(Bsor) = —Inp( B) # 
快 的 松弛 因子 ,通常 称 为 最 优 松弛 因子 (optimum relaxation 
factor) ,用 wp iE Z. 其 中 Bsor 为 逐次 超 松 弛 迭代 甜 阵 . 
对 于 一 般 矩 阵 , 目 前 尚 无 确定 最 优 松弛 因子 wo 的 理论 结果 . 
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仅 对 某 些 特殊 类 型 的 矩阵 ,例如 ,有 性 质 鹤 的 矩阵 ,有 相 容 次 序 的 
矩阵 . 讨论 最 优 松弛 因子 ww, 的 确定 . 形 如 式 (7. 4. 3) 的 D 型 分 块 
三 对 角 和 矩阵 是 具有 性 质 太 和 相 容 次 序 和 矩阵 的 特例 . 由 于 实践 中 最 
常 遇 到 对 称 正定 矩阵 ,有 对 称 正定 的 D 型 分 块 三 对 角 和 矩阵 wo 的 
理论 计算 公式 . 

定理 7.4.17 假定 方程 组 Ax==b 5 £ Sk HE EE A 为 对 称 正定 
的 D 型 块 三 对 角 和 矩阵 ,4 有 分 裂 A = D—L — L", 其 中 D= 
diag(an ,az | *** a, ),L KHA 的 严格 下 三 角 部 分 反 号 , 则 

(1) p(Bes)= (p(B1))’; 

2 

1+/1- B) ` 
其 中 p(B)) 是 雅 可 比 和 迭代 和 矩阵 B, =D (EL 十 ET) 的 谱 半 径 ,o(CBcs) 
是 G-S 迭代 矩阵 Bos = 二 (D—L) 'LT 的 谱 半径 ， 

H T = XT fii SE BF Je: D 型 块 三 角 和 矩阵 的 特例 . 故 定理 7. 4. 17 
对 于 对 称 正 定 的 三 对 角 和 矩阵 也 成 立 . 

定理 7. 4. 18 若 和 矩阵 4 王 工 一 工 一 LT(4 的 对 角 线 元 率 为 
1, 一 IL 为 A 的 下 三 角 部 分 ) 为 对 称 正定 矩阵 ,4 的 特征 值 4 宇 … 宇 
1,220, EE H= —L—L' 的 谱 半 径 p(H)==o, 则 可 按 如 下 公式 粗 
略 地 确定 wor. 


(2) won = (7.4.5) 


2 
1 十 Vs 一 史 


2 
1+VE Fo 
实际 计算 时 ,Xl 和 o 可 用 其 上 界 ,4, 可 用 其 下 界 (大 于 堆 ). 
定理 7.4.19 设 4 具有 相 容 次 序 , 其 对 角 元 构成 的 对 角 和 矩阵 
刀 非 奇异 , 且 雅 可 比 迭 代 和 矩阵 B, 的 特征 值 全 为 实数 ,p(B) 二 1, 则 


2 
Cia = S, 
“” I/I- B) 


, M An lA 一 Me) > 26, 


` 
Wp WwW = 


当 和 (CAE 12 =< 2 
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(2) (Boss), —1=[— S): (7.4.6) 
1+/1— GB; 
(3) # wwo I] p(Bsog ) 之 p(Bsog swop) ; 
wp(B1) HV GBD —4(w—1) |: 
2 


(4) p(Bsor)= 
人 当 0 一 o 委 oo， 


一 1， 当 wm 和 wo 一 2; 
(7.4.7) 
(5) 当 0 一 wo 一 wo 时 ,po(CBsos) 是 w 5 ñ j TF BÉ RA, B. 


i d p 
lim oP Ber) =o. 见 图 f, 1, 


图 7.1 


由 图 7. 1 可 知 , 当 o < oo IE £ W 3 JII E F wor: 时 ,p(Bsor) 
曲线 的 切线 趋 近 于 铅 垂 线 , [H 4 w>wo 并 逐渐 减 小 趋 近 于 wo 时 ， 
该 切线 方向 不 变 ,其 斜率 恒 为 1. 

对 于 大 多 数 和 矩阵 ,目前 还 没有 计算 wo 的 理论 公式 . 对 于 一 些 
特殊 矩阵 的 理论 计算 公式 中 的 p(Bi) 等 参数 也 难于 预先 确定 ,还 
需 有 试 算 的 办 法 . 最 简单 的 试 算 确 定 办 法 : 

取 不 同 的 松弛 因子 ww ,ws，… ,从 同一 个 初始 向 量 x? 出 发 ,用 
逐次 超 松 弛 迭代 公式 (7. 4. DATER, ARKAA kR 
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数 不 应 太 少 ), 然 后 比较 用 o ,ws,… 算 出 的 剩余 r. =b- Ax , 
r. =b— Ax RRE | xb ath || , a a peeh 
x 是 用 o, 迭代 次 得 到 的 Ax= b 的 近似 解 . 选取 达到 min l| z. ll 
或 min | x — x9 | (即使 得 剩余 或 误差 的 范 数 (或 模 ) 最 小 ) 的 
松弛 因子 作为 wo 的 近似 值 . 这 个 方法 简单 而 有 效 , 特 别 当 使 用 者 
需要 多 次 求解 具有 相同 系数 矩阵 的 方程 组 时 更 是 如 此 . 另外 ,如 果 
使 用 者 对 于 所 求解 的 方程 组 有 较 深 入 的 了 解 或 积累 了 一 定 经 验 ， 
常常 可 以 事先 定 出 一 个 包含 wor 的 不 大 的 区 间 [w ,ws], 这 样 可 以 
大 大 减少 试 算 次 数 , 较 快 地 确定 wo 的 近似 值 .也 可 以 采用 优选 法 
的 原则 从 区 间 [w, ,w] 中 选取 进行 试 算 的 w 值 ,以 便 更 快 地 找到 
wont 的 较 好 近似 值 . 

选取 woe 自 适应 方法 的 步骤 如 下 : 

(1) 选 一 个 w 使 一 wo 比如 令 o=1; 

(2) fE n X SOR 迭代 ,用 连续 二 次 伪 余 量 之 比 
PH a sya 


i=l 


n 
1/2 
(> | zt — zn (Ea, 


j=1 


作为 p (Bsor ) 的 估 值 . 其 中 伪 余 量 Ar” = ztttD 一 xb = 


(k) 


(3) 由 a 和 w 计 算 相 应 的 p(B,)). 
公式 (7.4.7) 的 第 一 式 等 价 于 


plBsor) +w— 1 = wo(B)Vp(Bsor), 


( — | Ax | = 


a = — M = 
l| ax” ||, 


从 而 有 
KB) ~ tel ph. 


wa 
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(4) 由 (Bi) 的 估 值 g” 计算 改进 的 wom, 即 由 式 (7.4.5) 算 出 
wopt 的 第 一 次 近似 值 
p 2: 2 
MEREV E 
重复 (2) 一 (4) 可 得 一 系列 近似 的 wwo ENARAK 2 22 
不 超过 10 (或 某 个 适当 小 的 正 数 ) 为 止 , 往 下 可 利用 这 个 松弛 因 
子 进行 失 代 直到 结束 . 
另 一 个 近似 选取 we 方法 的 步骤 如 下 . 
令 
g” i max | zP — z£ l> 
H w=1 开始 迭代 ,直到 下 述 条 件 成 立 
lg (k2) __ lgt” > Ig85 x jg b = 人 
其 中 a 是 与 上 无 关 的 常数 ， 
然后 ,近似 地 选取 最 优 松弛 因子 为 
2 
1 十 VI 二 10 
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7.5 ”对称 逐次 超 松 弛 迭代 法 


设 Ax= 二 b,AER" "为 非 奇 异 和 矩阵 ,上 且 A= D— L— U ( Ñ 
(7.2,1)),as #0,i=1,2,,n. 

对 称 逐 次 超 松 弛 (symmetric successive over relaxation) 法 
的 缩写 为 SSOR. 解 Ax= b 的 SSOR 法 是 指 如 下 的 迭代 过 程 : 
假设 已 知 第 次 迭代 的 近似 值 x = (zi) ,zx 只 zw T, G 
按照 自然 次 序 (i 二 1,2,…,n) ,用 向 前 的 逐次 超 松 弛 和 迭代 法 逐 
点 计算 zi) ,然后 按照 相反 的 次 序 (i=n,n 一 1,…,1) ,用 向 
后 的 逐次 超 松 弛 法 逐 点 计算 x!**”, 即 得 到 SSOR 迭代 法 的 分 
量 形式 为 
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z) = (1— wz +e [Ë > et (3) -5 SP), 


Jana TT 
i = 1,2,-- n, 
zb = (1w) H) +o [2 — 5 uh T ar a), 
i=nn—lsa,-1, 
其 中 o 为 松弛 因子 . 
SSOR 迭代 法 的 矩阵 形式 为 
2 ee fo (7.5.1) 
xD 一 Bosorx lt) 十 uson， ` 


其 中 


Bsor = (D— oL) 1((1—e)D-+ oU), 
J = (D— WU)” (Q —w)D + oL). 


所 以 ,SSOR 迭代 矩阵 是 
Bssor =(D—¿U) (Q —o)D+eL)(D—¿L)''((1—e)D+ wU), 
(7.5.2) 
fssor =o(D — eU) A +A —e)D + wL) D — wL) )b. 
如 果 将 A DAL A = Mssor — Nsso + W) 


Mso = — _(D—eL)D (D—oU), (7.5.3) 
wl? — w) 


而 且 
Bssor = I — MslorA. ' 

亦 称 Mssor 为 SSOR 的 预 处 理 矩 阵 . 当 o = 1 时 ,Mscs 为 对 称 高 
斯 - 赛 德尔 法 ( 简 记 为 SGS) 预 处 理 和 矩阵 . 

定理 7.5.1 设 Ax=b, 其 中 AER"" 为 对 称 正定 矩阵 , 且 
0 二 w 二 2, 则 解 Ax=b 的 SSOR 和 迭代 法 收敛 ， 

定理 7.5.2 it A=D—L—U,D=diaglan an am), —L 
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和 一 U 分 别 为 4 的 严格 下 、 上 三 角 部 分 ,如 果 pD LD UST 


则 解 Ax=b 的 SSOR 和 迭代 收敛 . 
对 于 大 多 数 广义 狄 利克 雷 (Dirichlet) 问 题 , 只 要 网 格 节点 以 自 


- 然 次 序 排列 , 则 条 件 PLD-:LD-U) 福 工 满足 . 如果 pD Ip 'U)< 


子 ; 忆 二 D-'(L+U) 为 相应 的 雅 可 比 挝 代 短 阵 , 则 可 以 由 


. 2 
” 1+/( p) 
计算 得 到 较 好 的 松弛 因子 ,而 且 对 于 该 w” ,能 够 证 明 


WW STI) 
2 


p(Bssor) < 一 一 一 一 一 一 一 ， 
WT 
2 


ET Ah PCD LDO ER [>+ )M BHLR =, 求 得 松 
弛 因子 w* , 即 


` 
w 


P N m 
 1+/1=2a F48 
7.6 不 完全 LU 分 解 


7.6.1 M 矩阵 与 正则 分 解 


定义 7.6.1 设 4AER'", 如 果 4 非 奇异 ,4 一 过 0 R a 三 0， 
iji j=1,2, n, WFR A X M EEM matrix). 
定义 7.6.2 A 3 nn WEER E RE, A=M-N 而 且 
M-! 宇 0,N 宇 0, 则 称 A= M—N 为 4 的 一 个 正则 分 解 (regular 
splitting). 
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A, = k. KU. 7 © i=1,2,---,m. 
—1 4 一 1 
—1 Aje I 
易 知 4 为 非 奇 异 的 M 和 矩阵 .将 A 分裂 为 4 一 4; 一 4: ,其 中 
Án 0 I 
Az I 0 >, 
Al = Š ， A: = T ? 
7 I 
由 推论 7.6.3 可 知 ,4 二 4 一 4; 是 一 个 正则 分 解 . 
定理 7.6.12 方程 组 Ax==b 的 系数 矩阵 4 MEA ' 宇 0, 是 
A=M-—N 为 4 的 一 个 正则 分 解 , 则 
PMN) =p(A N)/CO + polA™ N)) <1, 45 9 E W 38 Ú 1E 
x+ =M 1Nx‘* +M`'b 是 收敛 的 . 


7.6.2 不 完全 LU 分 解 


假定 方程 组 Ax==b 的 系数 矩阵 和 4 是 大 型 稀疏 M 矩阵 ,给 出 A 
的 一 种 正则 分 解 
A = LU —R. 
由 于 ALU, 称 这 种 分 解 为 不 完全 LU 因子 分 解 (incomplete LU 
factorization). 简称 ILU AFSAR. 
和 矩阵 A KARHE A= LURER RRD) , 称 为 完全 
LU 分 解 (complete LU factorization). 
定理 7.6.13 设 和 A 为 xXn 非 奇异 的 M 矩阵 , 则 一 定 存 在 有 
单位 下 三 角 和 矩阵 工 和 上 三 角 和 矩阵 也 URE R , të 8 
4 一 LU 一 尺 (7.6.1) 
为 一 正则 分 解 , 且 工 和 UU 中 的 零 元素 位 置 可 以 事先 任意 选 定 , 即 L 
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Hit 7.6.3. 设 4 是 非 奇 异 的 M 和 矩阵 ,而 A, 是 把 A 中 某 些 
非 对 角 线 的 非 零 元 素 置 为 零 后 得 到 的 矩阵 , 则 A= A, 一 4, 为 一 个 
正则 分 解 . 

定理 7.6.4 设 AER"",as 信 0,i 关 j,i,j 二 1,2,…,n, 则 A 
为 M 矩阵 的 充 要 条 件 是 ar 0,i=1,2,…,n, 且 B=I—D-`'A 有 
p(B) 一 1, 其 中 D=diaglan ,az as). 

定理 7.6.5 n MERA 为 M 矩阵 的 充 要 条 件 为 a; <<0, iZ 
jij 二 1,2,…,n 且 其 实 特征 值 为 正 . I 

定理 7.6.6 设 AER"™",a; 坟 0,i 关 j,i,j 二 1,2,…,n, 则 及 
为 M 矩阵 的 充 要 条 件 是 4 的 主子 式 都 为 正 . 

定理 7.6.7 设 ACR, WR A 对 称 正定 且 a 志 0,i 关 j,i， 
j 三 1,2,…,n, 则 A4 蚌 M ER. 

定理 7.6.8 BAECR™ ,a:>0,i=1,2, n,a; L0, V iZ, B 
A 为 严格 对 角 占 优 或 不 可 约 弱 对 角 占 优 , 则 4 为 M 3 EE. 

定理 7.6.9 Btn WERA 满足 as 之 0,i 一 1,2,…,nyvai 挟 0， 
ViZj,B B=A+AT 为 严格 对 角 占 优 或 不 可 约 弱 对 角 占 优 和 矩阵 ， 
则 4 M Ë: Ë. 

定理 7.6.10 n HERA E MERA 是 把 A 中 某 些 非 
对 角 线 上 的 非 零 元 素 置 为 零 后 得 到 的 矩阵 , 则 À 也 是 非 奇异 的 M 
和 矩阵 . 

例 7.6.11 i 

A. 一 了 
—I An 一 了 
4 一 oe aa ， 
s TI A.S —I 
—I r 

其 中 
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和 的 零 元 素 位 置 可 由 一 预先 给 定 的 集合 
P= (G,j)| iZ j,1 < i,j <n) 
给 出 ,也 称 P 为 零 模 型 (zero pattern). 
推论 7.6.14 若 4 为 对 称 正定 的 M 矩阵 ,已 为 对 称 的 零 模 
型 , 即 如 果 (i,7)EP, 则 必 有 (j,i) EP, 则 A4 有 正则 分 解 


A= LLT—R, (7.6.2) 
HP L 为 对 角 线 元 素 为 正 的 下 三 角 和 矩阵 . 或 有 
A = LDL” — R, (7. 6.3) 


其 中 卫 为 对 角 和 矩阵 , 工 为 单位 下 三 角 和 矩阵 ,剩余 矩阵 R 也 是 对 称 
的 .LL" 和 LDL" 是 正定 的 . 

称 推论 7.6. 14 中 的 正则 分 解 式 (7. 6. 2) 和 式 (7. 6. 3) 为 不 完 
全 楚 列 斯 基 分 解 . 这 里 仅 给 出 用 高 斯 消 元 法 完成 不 完全 LU 分 解 式 
(6. 2.1) 的 算法 ,算法 中 的 零 模型 P 预先 给 定 . 

算法 7.6.15 ILU 因子 分 解 


l. [对 于 i 一 2,3，…，n 

2 对 于 k= 二 1,2,… ,i 一 1, 且 车 (i,k)FP 
3. aa :=aa/au 

4 me 
5 aj :=ajy—ax * aj 


如 果 去 掉 第 2 4189“ REG k) € P”30125 4 TK RRFG j) € 
P”, 则 此 算法 就 实现 了 完全 LU 分 解 . 

ILU(0) 表 示 无 填充 的 ILU 因子 分 解 . 

$ NZ(A)= (G, j) |a; 0, ij) RRRA ARTER 2 #F00 A 
的 非 零 元 素 的 指标 集 . 

定义 7.6.16 将 矩阵 4 作 不 完全 LU 因子 分 解 式 (7. 6. 1) ,使 
4 一 LU 在 NZ(4) 的 指标 集 上 是 零 , 称 为 ILU(0) 因 子 分 解 ， f 

BAEREN LAU 满足 定义 要 求 . 这 里 特 取 工 和 了 分别 
与 4 的 下 三 角 部 分 和 上 三 角 部 分 有 完全 相同 的 非 零 结 构 . 这 就 定 
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义 了 标准 的 ILU(0) 因 子 分 解 . 
算法 7.6.17 ILU(0) 因 子 分 解 
1，[ 对 于 i=2,3,*…,n 


2. | [对 于 k=1,2,…,i 一 1 HMR Gk) ENZA) 
3 计算 aa :==aa /aw 
4 A Bu y At 
5. 计算 aj :一 ai 一 aaa 
例 7.6.18 
L 取 

ea ed NZ(A=(1G,j)|li—j1=1,D 

4=| Jl. | m P=(Gj)|li—j1#0,1,1}, 


一 一 


l 
用 算法 7.6.17 对 4 作 ILU(0) 因 子 分 解 ,得 
A= LU,—R,, 
Hp L, lU, 有 如 下 的 非 零 结构 . 


ILU 因子 分 解 与 各 种 加 速 方法 相 结合 ,构成 了 一 组 求解 大 型 
稀 朴 方程 组 的 成 功 和 有 效 的 方法 . 特别 地 , 它 与 广义 共 思 e 梯 度 法 
(BL 7.10. 2 节 ) 相 结合 其 计算 效果 令 人 十 分 满意 ,所 以 ILU 因子 


分 解 是 近代 最 常用 的 预 处 理 技术 . 


考虑 大 型 稀疏 方程 组 A4x==b, 其 中 4 为 M 5: £, 若 对 A 作 完 
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全 的 LU ATHE J L 和 U 会 破坏 A 55 358 B #5 FJ , K Hb 388 Jill 
了 存储 量 . 而 对 4 作 ILU 因子 分 解 A 二 LU 一 R, 构 成 迭代 法 


LUx'HD = Rx® b= g, k=0,1,2,.. (7.6.4) 
每 个 迭代 步 只 需求 解 两 个 三 角形 方程 组 
Ly = g; 
Ux%t = y. 
当 满足 定理 7. 6. 12 的 条 件 时 ,求解 Ax=b 0028463807. 6.4) 
是 收敛 的 . 


ILU(0) 因 子 分 解 的 精度 还 不 足以 产生 合适 的 收敛 率 , 更 精确 
的 ILU 因子 分 解 常常 更 有 效 和 更 可 靠 . 改进 的 办 法 是 : 设计 工 和 
U 的 零 模型 与 4 的 零 模型 不 相同 . 或 者 说 在 高 斯 消 元 过 程 中 允许 
在 4 的 预先 指令 的 零 元 素 位 置 上 出 现 非 零 元 素 , 即 允许 有 一 些 填 
充 . 比如 ,在 例 7.6.18 中 从 ILU(0) 因 于 分 解 得 到 的 L AU, È 
们 的 乘积 有 如 下 形式 


它 比 4 和 矩阵 增加 了 两 条 对 角 线 . 如 果 对 A 作 不 完全 LU 因子 分 解 
时 ,规定 L 和 U 的 零 模型 与 算 阵 LiU, 的 零 模 型 相同 ,而 与 A 的 零 
模型 不 同 . 即 P= (G, j) |li—jl#0,1,1—1,:}). 4# NZ, (4)= 
(G | li—jl=1,1—1,1). 这 样 用 NZ (ARÍ ILU(0) 算 法 
7. 6. 17, 就 构造 了 ILU(1) 因 子 分 解 算法 . 还 可 构造 ILU(s),s=2， 
3,… 的 算法 ,再 采用 阁 技 术 得 到 相应 的 修正 的 各 种 算法 . * 越 大 ， 
ILU(s) 算 法 越 精确 ,相应 的 存储 量 也 越 大 ,存储 量 过 大 使 算法 不 


切合 实际 . 各 种 不 同 的 ILU 因子 分 解 算法 和 它们 的 实现 细节 这 里 
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不 作 详 述 . 
7.7 块 和 迭代 法 和 交 蔡 方向 迭代 法 


在 7.2 节 到 ?7.5 节 中 的 基本 迭代 法 都 是 点 迭代 法 : 点 J 法 \ 点 
G-S 法 .点 SOR 法 和 点 SSOR 法 . 这 些 方法 都 属于 分 裂 法 , 即 公 式 
(7.1.5) 对 应 的 迭代 法 . 在 某 些 情况 下 矩阵 4 的 另外 一 些 分 裂 可 能 
产生 快速 收敛 的 迭代 . 比如 , 先 将 4 分 块 ,再 将 分 块 的 A 进行 分 裂 ， 
就 构成 块 迭代 法 : 块 雅 可 比 (BD , 块 高 斯 - 赛 德尔 (BG-S) , 块 逐 次 超 
松弛 (BSOR) ,对 称 块 逐 次 超 松弛 (BSSOR) 和 交替 方向 选 代 法 . 


7.7.1 块 雅 可 比 法 、 块 逐次 超 松 弛 迭代 法 和 块 高 斯 - 赛 德尔 法 
设 4x=5 ,其 中 4ER”" 为 大 型 稀 朴 矩阵 ,将 A 分 块 


An Ax … An 
A A e Aon 

a i y (7.7.1) 
Am Am … Armm 


jth An CRY" ,k=1,2, sm, B. Y 1m = n. 再 将 分 块 后 的 4 分 
解 为 


A = Ds — Ls — Us (7.7.2) 
其 中 Das 一 diag(4 Åz ，… 4)， 
0 0 42 As … Ám 
Az 0 0 An … Am 
Ls =— |As Ax `:. s Ús 一 一 Yes : 
: p 一 0 0 Amim 
Am A, Amma O 0 


对 向 量 x 和 b&b 作 相应 的 划分 


其 中 xb € Ru ,k= 二 1,2,*… 
按 式 (7. 1. 人 形式 分 于 A, 取 M= Ds,， 有 N=Ls 二 Us, 得 到 解 
4x 一 户 的 块 雅 可 比 和 迭代 法 ,简称 BJ 法 : 
xD = Da (Le +Us)x® 十 DiD， k= 0,1,2, 
令 Ba 一 Dal(CLe 十 Use) 一 [一 Das!4, 称 之 为 BJ ARRIER. 
BJ 法 的 计算 公式 为 


Aixi = b, — yas x i= 1,2,,m, k=0,1,2,.. 
4 ` 
ji 


(7.7.3) 
对 每 个 迭代 步 上 ,需要 求解 m 个 低 阶 方程 组 . 


选取 分 裂 矩阵 M 一 二 (一 wa) , 它 为 分 块 下 三 角 矩 阵 ,>0， 


4 二 M 一 NN, 得 到 解 Ax 二 b 的 块 逐 次 超 松弛 迭代 法 ,简称 BSOR 法 : 
xt = (Dola) 1((1—w)DstwUs)x® 十 o(Ds 一 oLs)-1b， 
k=0/1,2,--- 
S Besor 二 (Ds 一 wLg) 1((1 一 w)Ds 十 wUs), 称 之 为 BSOR 法 迭代 矩阵. 
BSOR 法 的 计算 公式 为 
Aix? = (1—w)Asxt +e 人 (5 一 >) Ax 一 Daa) 


i=1,2,-*,m, k= 0,1,2, y 
其 中 o 为 松弛 因子 . 当 w=1 时 ,BSOR 法 就 是 块 高 斯 - 赛 德 尔 和 迭代 
法 , 简 记 BG-S 法 . 

— nn 是 大 数 ,而 n 相对 是 小 的 . 公式 (7.7.3) 和 公式 (7. 7.4) 
中 每 个 i 是 ni 个 未 知 量 的 方程 组 ,可 以 用 直接 方法 求解 . 
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7.7.2 块 逐次 超 松 弛 选 代 法 的 收敛 性 和 最 优 松弛 因子 o 中 的 选取 


定理 7.7.1 EA HHE, A: (i 二 1,2,…,m) 为 正定 矩 
BE, B 0 二 w=2, 则 块 逐 次 超 松 弛 法 收敛 的 充分 必要 条 件 为 A 是 正 
EER. 

RERA PERA RRUFE 7. 4.2 节 ) 可 推广 到 块 选 
RÆ. 把 式 (7. 7. 1) 中 块 和 矩阵 4 的 m Xm APER A Ar... 
Anm j m X m 和 矩阵 C 的 元 素 相对 应 ,使 C 的 每 个 元 素 按 如 下 方式 
取 值 : 

0, #A, = 0, 
“ë = # A, > 0. 
当 和 矩阵 C RAS FEPR'A BT, ER HE BF A 具有 性 质 A". 当 和 矩阵 C 有 相 
容 次 序 时 , MH #£ EO E EF ARA n 相 容 次 序 (z consistently 
ordered). 

当 对 称 正定 阵 4 BRA ERA” M 相 容 次 序 时 , 块 逐次 超 松 

弛 和 迭代 法 的 最 优 松 弛 因子 为 


(x) 
Wopt 


2 
 1+/1— By) 
Jeri o (Bu ) 为 矩阵 Bu = I— D'A 的 谱 半 径 , Ds = diag (An » 
Ax sAm). HE wo 红 的 块 逐 次 超 松弛 和 迭代 矩阵 Baso 的 谱 半 
径 为 : 

p(Basok) = wR — 1. 

# 4 是 非 奇 异 的 D 型 分 块 三 对 角 矩 阵 (7. 4.2), B. D, = 

diag(4 , Ax ，…4m) 也 非 奇异 , 则 有 

p(Bscs) = (p(Ba))’, 
其 中 Bscs 和 Bs 分 别 是 块 G-S 迭代 和 矩阵 和 块 雅 可 比 和 迭代 矩阵. Bp 
，BG-S 法 的 渐 近 收敛 速度 是 BJ 方法 的 两 倍 . 同时 , 若 Ba 的 特征 值 
上 都 满足 |Rey| <1, WFE wo ,使 0 一 o 委 wm 和 2 时 , 块 逐 次 超 松弛 
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法 收敛 . 如 果 jy 全 为 实数 , 则 对 0 二 w 二 2,p(Bosor) 二 1 的 充分 必要 
条 件 是 p(Bs ) 二 1, 晶 最 优 松弛 因子 为 
> 2 : 
. @ 1+/1C Be 
相应 的 Basor 的 谱 半 径 为 
PBa) = ax — I. 


7.7.3 交替 方向 隐 式 方法 


交 震 方向 隐 式 方法 即 ADI 法 (alternating direction implicit 
method). 在 解 由 差分 法 所 产生 的 线性 方程 组 的 迭代 法 中 ,ADIl 法 
比 松弛 方法 收敛 得 更 快 . 它 可 以 看 作 是 一 种 分 块 迭代 法 . ADI 法 
的 形式 很 多 ,这 里 只 令 述 历史 土 最 早 的 一 个 , 即 皮 斯 曼 - 瑞 奇 福 尔 
德 (Peaceman-Rachford) 方 法 . 


HERE A 可 以 分 解 为 
4 一 4) 十 4:， 
a 
A = H+-y2 (1.7.5) 
apas 
A; = V + >Z 


Ht Z E AEf AEE, H 和 VV 是 非 对 角 线 元 素 为 非 正 的 对 称 正 
定 矩 阵 且 满足 可 交换 条 件 , 即 HV= VH. 这 说 明 4， 和 A, 是 对 称 
正定 的 , 且 A A, =A;A.. 从 而 得 到 与 方程 组 
Au = b 

等 价 的 两 个 方程 组 

(A, +al,)u = b— (A; —at,)u, 

C(A: +al,)u = b— (A, —aIl,)u, 
其 中 a 为 加 速 收 伍 参数 (acceleration convergence parameter). 

B: 3 Š - Sà 8 38 ZF 40 ADI 和 迭代 公式 为 
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(Ai +al,)u +) = p— (A, —al,)u®, k=0,1,2,.. 
(7.7.6) 
(A, +al,)ut = b— (A, ~al, Jut), k=0,1,2,.. 
(7.7.7) 
将 两 式 合成 一 个 式 子 为 
uH? = Banu” + fans 
其 中 
Bao = (A; 十 al) 一 (4 一 of.)(4 + al,) 1 (A, — al,), 
fan = (A; +al,) {CA —aI,)(A, 十 of) 一 + D b. 
因此 ,Ban 称 为 ADI iÈ HIERE, ADI 的 收敛 性 取决 于 BAm 的 谱 半 径 
p(Ban). 
定理 7.7.2 Hn MEEA 有 分 解 式 (7.7.5), 若 A AA 都 
是 埃 尔 米 特 正定 的 , 则 对 所 有 的 a 二 0, 有 p(Bani) 二 1, 即 解 Ax= b 
的 ADI 法 收敛 . 
g 是 矩阵 4， 的 特征 值 且 0<a ud sÀ 是 矩阵 4， 的 特 
征 值 且 0<a: SAd: y 是 矩阵 BA 的 特征 值 , 则 有 


— aAa) 
X (二 ea 十 a) 
选取 加 速 参数 a 使 x 达到 最 小 ,得 
a =Vad, (7.7.8) 


其 中 a= min(a;,a,),d=max(d, sdz). 
用 可 变 加 速 参 数 a, 更 加 有 效 . 可 变 加 速 参数 的 皮 斯 曼 - 瑞 奇 
福 尔 德 ADI 公式 是 
(Mi amI ui) = 一 (4 一 ar)ac , 
i Haml, u = b— (À, — amI )u (tt) , 
其 中 


7 


a = gly Gk = 1,2,-= m). 


e 389 。 


Ql s Q2 9 tAm} Gi IAI" Ami *"° 


例 7.7.3 写 出 单位 正方 形 域 := ((z,y) |o<z,y<1} 上 
的 边 值 问题 
2 
jaen- TUE + ary) = zy)， (y EN, 
ulz, y) = 0, (m,y) € IN, 
(7:7:9) 


五 点 差分 格式 的 ADI 和 迭代 公式 . 其 中 a 为 非 负 常数 . 
解 首先 将 单位 正方 形 域 作 网 格 剖 分 ,并 令 r Sih y= jh, 


i,j=0,1,.…, N,N+1, i=l, N>1 为 整数 . 用 网 点 集合 


N+1’ 
N, UIN, W H Q UIN. 
GQ, := {Cris y;) | isj = 1,2, N}, 
IN, = {(ziy0)， (zy 1) (03y) 1) | isj = 0,1,. ,N+ 1). 
对 边 值 问题 (7.7.9), 分 别 用 差分 算 子 代替 A y 方 向 的 微分 
算 子 ,因为 边界 条 件 是 已 知 的 , 当 (z;,y,)€90, 时 ,wu(zi,y;) 二 0. 用 
wi 表示 边 值 问题 精确 解 u (xi,y;) 的 近似 值 ,得 到 
[一 wi + 2u; + uni] + 
[— uij + 2u; — uij ] + [oh u; ] 


=h fjs 1<ij=<N, © (7.7.10) 
从 而 有 线性 方程 组 
(A+ oh? uj — ue 一 2 ~ tigi — un = h? fijo 
1< ij SN. I (7.7. 11 


车 令 u= (unsuz, sUn s Mp star s**t sUn 9 "NI sUn o NN) I, 
b= (h? fu, h? fiss h? fins R? fa s h? fans ts h? fins h fms eo 
h° fun)" WARA. 7. 10) 和 (7.7.11) 的 矩阵 形式 分 别 为 
(H+V+ Zu = b, (7.7.12) 
Au = b, (7.7.13) 
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其 中 H,V fü Z 分别 对 应 于 式 (7.7. 10) 左 边 的 带 方 括号 的 三 项 . 因 


此 ,4 有 分 解 式 (7. 7.5). 为 简单 起 见 , 设 N 王 3, 有 


2 —1 
— ] 2 
0 —1 
H = 
2 0 
0 2 
0 0 
—1 0 
V= = i 


0 
=] 
2 


=1 


—1 


= oO O t O O = 


=1 


= oO O cç O O = 


° t O O = 


0 


一 ] 0 
2 

=1 2 

= 
(a 
0 0 
2 0 
0 2 


E=ohk In. 易 知 H,V 是 对 称 正 定 矩 阵 且 可 交换 HV =VH.,A, 和 
A; 也 是 对 称 正定 的 且 A,A, =A;A,. 于 是 求解 方程 组 (7. 7. 13) 的 


ADI ŻRAR 


(A, +al ui) = f— (A, —al,)utb , 


(A, Hal, Ju HO = 


对 任意 a>0, Ek S 69. 


k=0,1,2,. 
(07.14) 


—CA, —al uti), £= 0,1,2,-- 


(7. 7.15) 


= 891 = 


7.8 拟 消去 迭代 法 


考虑 大 型 稀 朴 块 三 角 方 程 组 Ax=b, i 4 为 块 三 对 角 阵 ， 
B, C, 
wa i k ; 
A, B, 
其 中 B:G=1,2, ,m) 28 n, 阶 方 阵 . 
拟 消去 (pseudo elimination) 和 迭代 法 , 简 训 为 PE 法 , 它 是 块 三 
对 角 方程 组 的 一 种 有 效 的 解法 . 当 A 的 次 对 角 块 的 元 素 的 绝对 值 


比较 小 时 , 它 比 其 他 分 裂 迭 代 法 收敛 快 . 
将 A 作 块 直接 三 角 分 解 , 即 
D. h U, 
4. = A; s x I, š 
U m 
An D, In 
其 中 
D, = B,, 
(e= pre, i= 1,2,--,m—1, 
D, = B, — AU = B, — ADAC, i= 2,3,--,m, 


(7.8.1) 
称 这 种 4 的 精确 的 块 分 解 为 完全 块 因子 分 解 (complete block 
factorization). 
在 一 定 的 条 件 下 ,公式 (7. 8. 1) 中 的 
D`’ = (I, — B;'A,D;!,C,., BT == (T, + B''A DZ) C. )B7', 
(7.8.2) 
将 上 式 右 端 中 的 B;'A,D C- 48 B& , M T 
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Dr' ~ B;'. 
将 式 (7.8.2) 中 的 了 二 用 吾 志 近似 代替 ,然后 再 求 逆 ,得 
D. ~ B,(1, + BAB C, ID 一， (7.8.3) 
令 S,=B,(I,+ BT'A,B 1, NE ;这 样 得 到 A 的 一 个 近似 块 三 角 
分 解 : 


A = LU, 
其 中 
a i 5 T, 
A S. 2 2 
L=] 7 , U= 1 ; 
N Inm T,- 
A, S, 1 1 
In 
这 里 
S, 一 -了 3, ， 
= Sr'C,, ¿= 1,2,-*,m—1, 
S, = B,(I, + B''A,B;1 C.) 1, i= 2,3,,.m. 


(7.8.4) 
称 这 样 的 分 解 为 A 的 不 完全 块 因子 分 解 (incomplete block 
factorization). 
现 取 M=LU,N=M—A, AR Ax=b 的 迭代 公式 
Mx = Nx™® +b, k=0,1,2,--. (7.8.5) 


这 就 是 PE 方法 . 
迭代 公式 (7. 8. 5) 的 每 次 迭代 ,只 需求 解 两 个 块 三 角形 方程 组 
Ly = Nx” +b, 
Ux” = y. 


当 A 的 主 对 角 块 以 外 的 元 素 比 较 小 时 ,可 简化 不 完全 块 因 子 
分 解 . 取消 式 (7. 8. 3) 中 的 B 'A B.) Ci o WJ h È (7. 8. 3) 得 到 
D,==B,. 这样 ,公式 (7.8.4) 可 简化 为 
+ 393 。 


Ë = B;, i= 1,2,---,m, 


TBC, i= 1,2-- m— 1, 

从 而 有 A 的 另 一 个 近似 块 三 角 分 解 
A= LIU, , 
n BC, 
a Š I, Bi'C, 
L, = š 网 ， U= r, ` , 
De I BZC 
I, 

这 也 是 4 的 不 完全 块 因子 分 解 . 


取 M=LU, ,N=M-A,f83 PE 和 迭代 公式 
Mx) = Nx® +b. 

每 次 迭代 也 是 求解 两 个 块 三 对 角 方 程 组 . 

定理 7.8.1 若 4 为 对 称 正定 矩阵 , 则 

(1) PE 法 是 可 解 的 , 即 PE 法 中 的 逆 和 矩阵 均 存 在 ,从 而 算法 
可 进行 下 去 . 

(2) PF 法 收敛 , 即 PE 法 的 迭代 矩阵 Bre = M ' N 的 谱 半 
径 p (Bre)<1. 


7.9 ”共和 罗 梯 度 法 


考虑 大 型 稀疏 方程 组 
Ax = b, (7.9.1) 
其 中 4 是 ” 阶 对 称 正 定 和 矩阵 ,x,bER". 基于 变 分 原理 的 很 多 算法 
对 求解 大 型 方程 组 是 很 有 效 的 . AREER P. 


7.91 变 分 原理 


定理 7.9.1 设 4 是 ” 阶 对 称 正 定 矩 阵 ,pE R" 是 已 知 向 量 ， 
=" 是 Ax=b 的 精确 解 , 则 
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Ax’ = b&ọ(x* ) = ming(x), (7.9.2) 
z€ R° 
其 中 
çG) = (x, Ax) — (xb). (7.9.3) 


称 此 定理 为 求解 线性 方程 组 的 变 分 原理 (variation 
principle). 它 将 求解 对 称 正定 线性 方程 组 的 问题 等 价 为 一 个 元 
二 次 函数 (也 称 泛 函 ) 的 极 小 问题 , 


7.9.2 最速 下 降 法 


由 变 分 原理 计算 p(x) 极 小 的 算法 也 就 给 出 了 求解 方程 组 
(7.9. 1) 的 算法 . 最速 下 降 法 (steepest descent method) 是 求 二 次 
函数 p(x) 的 极 小 点 x" 的 一 种 迭代 方法 . 这 里 从 x? 出 发 , 沿 着 
P(x) 在 x 点 下 降 最 快 的 方向 搜索 下 一 个 近似 点 x**”, 使 得 
p ) 在 该 方向 上 达到 极 小 值 . 这 就 是 最 速 下 降 法 的 基本 思想 . 

p(x) 在 x 下 降 最 快 的 方向 是 负 梯 度 方向 , 即 

— gradg(x) | = b — Ax” = r”, 
取 
xt) = yb Luar, (7.9.4) 
其 中 a, 待定 , 求 a, 使 x** 为 pCx) 的 极 小 值 , 即 
Era” ar) = 0 
得 到 


_ (rto rb) 
Q: 一 (Ar ro)’ 
从 而 得 到 最 速 下 降 法 算法 . 

算法 7.9.2 最 速 下 降 算法 

(1) 给 定 x° ER" ;计算 r” =þ— Ax” 
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(2) WT k=0,1, HRK 


_ “(rt r) 
a A A 
* (Ar r”) 


(4) x+ =x” +a,r 

(5) rt =p Axt 

可 以 证 明 x || = (Axx) ER t k 3k A A 范 数 . 最 
速 下 降 法 有 如 下 收敛 定理 . 

定理 7.9.3 设 4 为 一 对 称 正定 矩阵 ,hi A, 分 别 为 其 最 大 、 
最 小 特征 值 , 则 对 于 最 速 下 降 法 有 


W 一 人 Ai — Àn 
lx — x° < (2 


该 定理 说 明 : 对 任意 x” ,最 速 下 降 法 收敛 . 因为 4 对 称 正 
定 , 故 cond,(4) 一 外 , 当 A 的 条 件数 大 时 , 收 做 相当 慢 


因为 r* 是 g(x) 在 x*“ 处 的 最 速 下 降 方 向 ,但 这 是 局 部 的 . 特 
别 当 xr 比较 小 时 ,实际 计算 中 由 于 会 人 误差 的 影响 会 偏离 最 速 
下 降 方 向 ,显示 数值 不 稳定 . 所 以 该 算法 并 不 实用 ,但 它 的 基本 思 
想 却 是 发 展 许多 新 算法 的 出 发 点 . 


7.9.3 EE 


3 $ 38 BETE (conjugate gradient method) ff #£ CG 法 ,是 求解 
系数 矩阵 对 称 正 定 的 大 型 稀 朴 方程 组 (7. 9. 1) 的 最 有 效 的 方法 之 
一 . 它 的 理论 基础 是 变 分 原理 , 即 通过 计算 n 元 二 次 函数 g(x) 的 
极 小 点 x" ,得 到 方程 组 (7. 9. 1) 的 精确 解 x" . 最速 下 降 法 的 搜索 
方向 是 取 负 梯度 方向 r*” ,有 其 局 部 性 ,不 是 最 佳 选 择 . 3 Su P HF 
法 改进 了 搜索 方向 ,即将 
HD = x jap, (7.9.6) 


(3) 


k 
) Nxo—x’ ls. (7.9.5) 


x 


中 的 搜索 方向 取 为 
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p = ru L& u pu, (7.9.7) 
H po 一 rm。 
设 4 是 ” 阶 对 称 正 定 矩阵 . 若 在 R" 中 已 找到 一 组 线性 无 关 的 
A 共 固 ( 正 交 ) 的 搜索 方向 
{P p s p) 
其 中 p € R*,i=0,1,-.,n—1, 它们 可 张 成 线性 空间 


D ee, p) 
. . 


„n = span(p'” , p P 
其 子 空间 Sı =span{p , p” e, pt? } (R2). 迭代 向 量 x 和 
方程 组 (7. 9. 1) 的 精确 解 x" 可 分 别 表示 为 


= 
xt) = Dap’, 
[aT] 


m 
x` = Dap’, 


i=0 


所 以 ,从 理论 上 讲 ,x“ n] H# IR384C236 Ë EE n 2b RTA 
x’. 
利用 变 分 原理 求 wu ,使 xt WE pat) 一 ming (x), 即 


Lpa” tanp)=0, 得 


(pi pY) 
FTIR j 
由 式 (7. 9.7) 并 利用 {p2 N 的 4 REX) EE”, 


Ap”? )=0,j#i), 48 


(7.9.8) 


Qk 


( (k) A (WY 
B, =— Ap pm (7.9.9) 
易 知 
rt = rb — a Ap, (7.9.10) 
其 中 rp 一 5 一 Ar .综合 以 上 公式 (7.9.6)~(7.9. 10) 构 成 了 共 
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HERE ERE , A D F tt e gR. 

定理 7.9.4 i A Xk IE Z , H 3 $E 86 B tE Wa ze BJ l mt reo, 
p2 以 及 参数 Qi sf: 满足 : 

(1) (r2,r2)=0, ij; 

(2) (p ,Ap?)=0, i*j; 

(3) (p® ,r?)=0, i<j; 

(4) (p° „r? ) 一 | r° l s. i>j; 

(5) a,2>0,8,>0. 

利用 以 上 性 质 和 公式 (7. 9. 10) ,改写 a, 和 应 的 计算 公式 
(7.9.8) 和 (7. 9. 9), 得 到 以 下 的 共 斩 梯 度 算法 . 

算法 7.9.5 jtipE BE IE 

(1) 给 定 x” =0€ R" ,计算 r” 一 太一 Ax” , z p? =r 

(2) 对 于 一 1,2,… 直 到 收敛 


sa (rn rD) 
GO ei TT 


(4) x” =y% +ap™® 
(5) r® =r mA p” 


(r° rt ) 


(6) ñ, TD re DJ 

(7) PCt1 — r® +A p°” 

34 | r 由 一 0 或 (p2 ,4p*)==0 时 ,计算 过 程 中 断 ,这 时 x” 
已 等 于 x*. | 

关于 CG 法 的 收敛 性 有 以 下 定理 . 

定理 7.9.6 设 4 为 对 称 正定 矩阵 ,A1 ,4, 分 别 为 其 最 大 、 最 
小 特征 值 , 则 对 于 CG 法 有 


— [A J @ — x° a. 
x 一 < de I 


(7.9.11) 
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对 称 正定 阵 A 的 谱 条 件数 cond; (A) = 外 ,所 以 当 它 很 大 时 ， 


CG 法 收敛 很 慢 . 比较 式 (7. 9.5) 和 式 (7.9. 11) 可 看 出 ,CG 法 比 最 
速 下 降 法 的 收敛 性 好 得 多 . 可 用 预 处 理 技术 提高 CG 法 的 收敛 速 
度 并 改进 其 数值 稳定 性 , 见 7. 10 节 的 预 处 理 共 斩 梯 度 法 . 


7.10 预 处 理 共 罗 梯 度 法 


7.10.1 预 处 理 共 思 梯 度 法 


设 方程 组 
Ax =b, x,bE KF, CT 19:1) 
其 中 4ER"" 是 一 个 对 称 正 定 矩阵 . 由 定理 7. 9. 6 可 知 ,CG 法 的 
收敛 速度 与 4 的 条 件数 紧密 相关 ,条 件数 愈 小 ,收敛 性 愈 好 , 故 要 
提高 CG 法 的 收敛 速度 ,就 要 降低 4 的 条 件数 ,这 叫做 预 条 件 
(precondition) 或 叫做 预 处 理 . 即 找 一 个 “近似 于 ”4 的 矩阵 M , 它 
也 是 对 称 正 定 的 .用 M-: 左 乘 方程 组 (7. 10. 1) 两 端 得 到 其 等 价 的 
方程 组 
M ''Ax = M `'b, (7.10. 2) 
fE MTA 的 条 件数 比 4 的 条 件数 小 . 称 M 为 预 处 理 器 
(preconditioner). 如 果 M'A 的 条 件数 很 小 ,又 可 以 用 CG 法 求解 
方程 组 (7. 10. 2) ,那么 CG 法 的 收敛 速度 可 大 大 提高 . 
必须 注意 ,即使 A 和 M 都 是 对 称 和 矩阵 ,但 M'A 未 必 对 称 . 所 
以 不 能 用 CG 法 直接 求解 方程 组 (7. 10. 2). 为 保持 对 称 性 ,引入 M 
内 积 (。,。)w 以 及 它 与 欧 几 里 得 内 积 (。,，) 的 关系 ,有 如 下 
引 理 . 
引 理 7.10.1 设 M,4AER“”" 且 均 为 对 称 正定 矩阵 , 则 
(1) (x,y)x= (Mx ,y)= (x,My) (7.10.3) 
EPAR RAMAR, E 3: B 3538 69. 
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(2) (M'Ax, y)u =(Ax,y)=(x,Ay)=(x,M(M`'Ay)) 
=(Mx,M-'!Ay)= (x,M`'Ay)u. 
(7.10.4) 
(3) (M'Ax, x)= (Ax,x)Z>0, (7.10.5) 
且 仅 当 x=0 时 ,等 号 成 立 . 
根据 式 (7. 10. 4) 和 式 (7. 10. 5), 在 M ARF M 4 是 对 称 正 
定 的 . i 
定理 7.10.2 设 A 和 MER"”" 均 为 对 称 正定 和 矩阵 ,bE R" , WJ 
M Ax" = M 'beee(x" ) = ming (x), 
ze 
其 中 
çG = HM Ax x) — (Mb, x. 


由 此 得 到 M 内 积 下 求解 方程 组 (7. 10. 2) 的 CG 法 . 
算法 7.10.3 ALSE H 3EE HERE CR pR PCG 法 ) 
(1) 计算 r) = b— Ax ,0 二 Mr 中 和 p” = x° 
(2) 对 于 k 一 0,1,2,… 直 到 收敛 


(rb ,ztb) 
(3) Qr =p” pO 


(4) x+) (= yt +ap® 
《5) rto =r — a Ap” 
(6) z+) =M rtt» 
(k+1) (G(k+1) 
(7) P: :一 全 a ) : 
(8) pan =z" 4gp” 
在 此 算法 中 ,每 个 迭代 步 都 需求 解 方程 组 
Mt = r, (7.10.6) 
所 以 要 求 预 处 理 器 不 仅 对 称 正定 , 尽 可 能 地 近似 于 4, 而 且 应 使 计 
算式 (7. 10.6) 时 ,节省 存储 ,节省 时 间 . 
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7.10.2 ICCG 法 


方程 组 (7. 10. 1) 中 的 4 是 对 称 正定 的 ,对 A 作 不 完全 楚 列 斯 
基因 子 分 解 , 即 


A= LL1—R, (7.10.7) 
取 预 处 理 器 
M = LL’ x A, (7. 10. 8) 
其 中 工 为 下 三 角 和 矩阵 . 与 方程 组 (7. 10. 1) 等 价 的 方程 组 为 
Fy = g, (7.10.9) 


Hep F=L-'AL-T,y=LTx,g=L- 'b. 因为 4 对 称 正定 ,F 亦 然 . 
当 LL” 很 近似 于 4 的 完全 分 解 ( 即 A= LLOH, F VT D T W E 
RE I, F 的 条 件数 近似 于 条 件数 的 最 小 值 1. 对 某 些 不 完全 楚 列 斯 
基因 子 分 解 也 可 严格 证 明 cond, (F) Iç cond;(4) 小 得 多 . 

将 CG 算法 7.9. 5 用 于 方程 组 (7. 10. 9) ,得 到 不 完全 楚 列 斯 
基因 子 分 解 预 处 理 CG 算法 ,简称 ICCG (incomplete Cholesky 
conjugate gradient) 算 法 . 

算法 7.10.4 ICCG 算法 

(1) 计算 r=b 一 Ax FO =L r” ,p=L Tre 

(2) 对 于 二 0,1,2,… 直 到 收敛 


(re, 9) 
(3) Qp t (Ap , p 
(4) At) s= yt +a p° 
(5) pato :一 Fr — aL Ap” 


< (patu NS) 
© dai am kuy 
(7) pe” s=L-7? rr +g p° 

有 和 多 种 方法 得 到 预 处 理 器 M. 常用 的 有 以 下 三 种 方法 . 
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1. 不 完全 楚 列 斯 基因 子 分 解 预 处 理 器 

最 简单 的 不 完全 楚 列 斯 基因 子 分 解 (7. 10. 7) 是 无 填充 的 
ILL" 因子 分 解 , 简 记 ILLT (0). 类 似 于 ILU(0)( 见 算法 7. 6. 15)， 
即 取 工 的 非 零 结构 与 4 的 下 三 角 部 分 的 非 零 结构 完全 一 样 ,有 如 
下 算法 . 

算法 7.10.5 ILLO AFAR 


(1) Ia = (an) 

(2) p i=1,2, ,Nn 

(3) | [对 于 7 一 1,2，… 和 一 1 

(4) 如 果 a5 0, ¿¿ = 0,12 


il 
(5) l; = (ww 2714.) 


(6) [u = (a, — Sar 

也 可 构造 有 填充 的 ILLT(s),s 二 1,2,… 的 算法 ,类 似 于 ILU(s) 
( 见 7.6.2 节 ), 随 :的 增加 其 精度 也 提高 ,直到 精确 的 完全 的 楚 列 斯 
基因 子 分 解 A 一 LL". 当然 算法 的 存储 量 和 计算 量 也 随 之 增加 . 

2. 雅 可 比 迭 代 预 处 理 器 

M, = D = diag(a yazz，…am ). 
其 中 ae, i=1,2,--- n 为 矩阵 A 的 主 对 角 线 元 素 , 称 M, 为 雅 可 比 
迭代 预 处 理 器 ,显然 M, 对 称 正定 . 
L = L’ = diag(/an Wans, Sam) 


3. SSOR 和 对 称 SGS 和 迭代 预 处 理 器 


由 式 (7. 5.3) 有 SSOR 迭代 预 处 理 器 


1 _(D 一 FDCD 一 TD， (7.10.10) 
w(2 — w) 


Mssor = 
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其 中 0<o—2,L, HERE A 的 严格 下 三 角 部 分 反 号 ,D= diag(an , 
arr sam ). Msson 和 矩阵 也 是 对 称 正定 的 . 由 Mssor 分 解 得 


L = (D—oL VD LT Di(D— LI) 
Ve (2 — w) Vo al 


3 tł 1 
其 中 + 一 diag( 7 二 人 Ta 

当 w=1 时 ,得 到 对 称 高 斯 - 赛 德尔 迭代 预 处 理 器 

有 Bscs = (D — L4 )D™ (D — LA) (7.10.11) 

及 相应 的 工 和 工 7. 

可 以 证 明 , 经 SSOR 迭代 预 处 理 器 的 预 处 理 后 (w 取 最 优 的 )， 
方程 组 的 系数 矩阵 ==L~'AL-T 的 条 件数 等 于 原 方程 组 系数 矩阵 
A 的 条 件数 的 平方 根 ,从 而 使 ICCG 方法 加 速 收敛 . 


7.10.3 和 迭代 预 处 理 


在 预 处 理 CG 算法 7. 10. 3 中 ,为 了 避免 符号 混 消 ,将 方程 组 
(7. 10. 6) 写 为 
@ =r, (7.10.12) 
其 中 Q 对 称 正定 , 尽 可 能 地 和 A 相近 且 使 方程 组 (7. 10. 12) 易 解 . 
在 算法 7.10. 3 的 计算 中 可 以 不 需要 Q= LL' 的 分 解 形式 . 
在 定常 迭代 中 ,将 方程 组 (7. 10. 1) 中 的 4 分 解 为 


A=M-N, (7.10.13) 
有 定常 迭代 公式 

x= = MI Nx® + Mb. (7.10.14) 
又 有 

A'=(I—M`'N) 'M '', 


令 B=M-!N 为 式 (7.10. 14) 的 迭代 和 矩阵. 4 o(B)<1 时 ,得 
A"! = (I+ B-r B: 十 …)M = (DB MT. 
k=0 
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JR QA, 即 

Q'=(1+B+B ++ + B)M`, X7;10; 15) 
显然 Q@ 是 对 称 的 , 当 尹 足够 大 时 , 它 是 正定 的 且 CQ 相当 靠近 
A ,从 式 (7. 10.12) 和 式 (7. 10. 15) 得 到 


z=Q'r= (I+ B+ B° + + B')M`'r, (7.10.16) 
如 果 取 z =M 'r, H o(B)<1 的 定常 迭代 法 求解 
4z =r (7.10.17) 


迭代 p 步 就 得 到 式 (7. 10. 16) 的 结果 . 

对 于 求解 方程 组 (7. 10. 17) 的 雅 可 比 和 迭代 法 , M = D = 
diag(an ,azz，…,am) 是 对 称 正定 的 ,B) =D N 29 8 n] Hk 28 4638 
RE. Æ oB) <1,JR z” = D r, MAI p 2 948 3] Qz = r 的 近 
似 解 . 

IKAN- R E KY M = (D Li) DD- LLC 
(7.10. 11)) 也 对 称 正定 . 因为 4 对 称 正定 ,用 对 称 高 斯 - 赛 德 尔 法 
求解 方程 组 (7. 10. 17) 收 和 剑 , 取 z =M r, MER 步 得 到 Qz 二 r 
的 近似 解 . 同 理 也 可 以 用 0 一 < 一 2 的 对 称 逐 次 超 松 弛 法 做 共 配 梯 
度 法 的 迭代 预 处 理 . 

无 论 用 雅 可 比 近 代 , 还 是 用 对 称 高 斯 - 赛 德尔 和 对 称 逐 次 超 
松弛 迭代 预 处 理 ,一 般 只 需 进 行 几 次 和 迭代 就 足够 了 . 


7.11 阿 诺 尔 德 算法 


7.11.1 人 燥 辽 金 原理 和 克 雷 洛 夫子 空间 


考虑 大 型 线性 方程 组 
Ax =b, x,bE€ R", (7-11. 
其 中 A€ R” AIEA RAA E BE HR XP 8k. 取 x € R" 是 任 
意向 量 , 令 
x= x +z, (7. 11.2) 
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ro 二 b 一 Ax。, 则 方程 组 (7. 11. 1) 等 价 于 
Az 一 ro. (7.11. 3) 
设 K, ü L, 是 及 "中 两 个 mm FZM, Aah (7, 和 
(w) EAR. HEP w € R". 
求解 方程 组 (7. 11. 3) Himi $ (Galerkin) 原理 是 : 在 Kn P 
找 方程 组 (7. 11. 3) 的 近似 解 z, ,使 残余 向 量 mm 一 4Az。 和 工 。 中 的 
所 有 向 量 正 交 , 即 求 z, EKn 使 
(r —Az,,w) = 0, Yw € L,, Li 一 1,2……7. 
(7.11.4) 
下 面 把 伽 辽 金 原 理 用 和 矩阵 表示 . 令 Vn = (0w Wm) ER”, 
W, = (wi ,w, ,*** Wm) € R". A + z, € Km , 8k B| 3 z。 表示 成 


z, = Vaym, (7.11, 5) 
其 中 y, € R". 改写 式 (7.11.4) 为 
(WIAV,)y, = Wir,. (7.11.6) 


假设 WTAV,, 为 非 奇 异 矩 阵 , 不 难得 到 近似 解 Ym ,从 而 得 到 方程 组 
(7.11. 3) 的 近似 解 xs. 理论 上 当 且 仅 当 m=n 时 ,zw 才 是 精确 解 . 

Kn ALn 以 及 它们 的 基 {v,) 生 ;和 {w;}%! 的 不 同 选取 , 便 给 出 
基于 变 分 原理 求解 方程 组 (7. 11. 3) 的 不 同 算法 . 

称 span{ro ,4ru,…, 4” :ro} 为 由 矩阵 A 和 向 量 ro 生成 的 克 
震 洛 夫 (Krylov) 子 空间 . 取 

m = span{rosAro,…,A™!'ro} 

的 算法 , 称 为 克 当 洛 夫 子 空间 法 (Krylov subspace method). 

在 克 雷 洛 夫子 空间 法 中 , 当 取 LL, = Kn 时 ,由 伽 辽 金 原理 构成 
阿 诺 尔 德 (Arnoldi) 算 法 ( 见 7. 11. 3 W). 当 取 L, = AK n B$ , EH fll 
辽 金 原理 构成 GMRES 算法 ( 见 7. 12 节 ). 


7.11.2 阿 诺 尔 德 过 程 


阿 诺 尔 德 过 程 是 一 种 建立 克 雷 洛 夫 子 空间 Kn 的 正 交 基 的 算 
法 . 它 选 用 格拉 姆 - 施 密 特 (Gram-Schmidt) 正 交规 范 化 过 程 , 将 
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Km KEEL 0 AE uo s Drt Un AP (o o) SGA) 
|o, 1:=1G 一 1,2,…,m), 称 这 过 程 为 阿 诺 尔 德 过 程 . 即 首先 取 


v =T ,假设 已 有 vw vstu E span{ rn, Ar A)r}, Ë 
们 相互 正 交 且 均 规范 化 , 则 V+ 的 构造 过 程 如 下 : 

S, a= Ao, — Dha vis (7.11.7) 
H ha = (Ao, 0). WI Ez 


T 


(7.11.8) 


Ui = ee 
l Vi l: 


令 hiia = || 6, l2 m<n B hi a 20,k=1,2,+--,m—1. Wl 
完成 了 阿 诺 尔 德 过 程 . 

定理 7. 11.1 对 于 m< 二 n, 阿 诺尔 德 过 程 产生 的 向 量 序列 
{v hm JE spantm ,Ar。,…,A”'r)} 的 一 组 标准 正 交 基 ,而 且 v +: 上 
span{ro ,Aro,*** ATIT}. 


过 程 7. 11.2 阿 诺 尔 德 过 程 
` — sg 
i 


(2) 对 于 j= 二 1,2,…,m 
计算 o, :一 4m， 
对 于 ;一 1,2,… J 
I h; = (o; + 0,) 
0j !=@0; — h;t; 
iR ; 
hj+i j = l Oj i ,车 hjri,;=0 停止 
v+ = 6;/hjr,; 
jÆ 
由 式 (7. 11. 7) 和 式 (7. 11. 8), 阿 诺尔 德 过 程 的 矩阵 表示 为 
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AV, = V,H, + hens Vin et (7.11.9) 


其 中 
hy he *** h. ha 
v 
v ha hn ° husa ha 
V, = : |» H, = has hse hua 


hi hu 


7.11.3 阿 诺 尔 德 算法 


在 伽 辽 金 原理 中 取 天。 一 工 。 一 span{ro Aros A" r) ,其 中 
ro 二 b 一 Axo. 首先 利用 阿 诺 尔 德 过 程 7. 11. 2, 将 K, fu L, 的 基 正 


交规 范 化 . 其 中 = = (T, , *** , 9, ) 为 这 组 标准 正 交 


基 构 成 的 矩阵 . 由 式 (7. 11. 9), 取 上 =m, 得 
AV, = V, H, + hnim Vm eL. (7.11.10) 
再 由 伽 辽 金 原理 得 到 的 方程 组 (7. 11.6), 取 W 一 V。, 有 
(VAV m) Ym = Viros 
S B= |l r lÉ r. =po RAER. 又 因为 w= 二 Ve1 ,yi 一 0 及 
VYzVy。 一 1, 因 此 ,上 式 变 成 
H,y,. = Be), (7.11.11) 
其 中 yn € R" ,HER" "为 一 个 上 海 森 伯 格 (Hessenberg) 和 矩阵 . 如 
果 H., 非 奇 异 ,m 比较 小 , 则 可 用 直接 方法 求解 方程 (7. 11. 11) ,得 
y. ARA R(T. 11. 5) 得 xu, 将 z, RAR CT: 11. 2), 得 原 方程 组 
(7.11.1) 的 近似 解 x，. 称 这 种 方法 为 阿 诺 尔 德 完 全 正 交 化 法 (full 
orthogonalization method). 简 记 为 阿 诺 尔 德 -FOM 算法 . tn E 35: 
阵 H., 奇异 , 则 算法 出 现 恶性 中 断 , 是 这 种 算法 很 大 的 不 足 . 
对 于 固定 的 mm>0, 阿 诺尔 德 算法 给 出 残余 向 量 的 大 小 || m 一 
Az,, ll. 
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定理 7.11.3 XF m>0,# 

Il ro — Atm ||: = hmii,m | emym Í. 
算法 7.11.4 阿 诺 尔 德 -FOM 算法 
d) ER xr ER ,给 定 误 差 上 界 e 


(2) 计算 ro =b—Axo ,B= || ro lns% 


(3) 确定 矩阵 H, Himn HEH, =0 
(4) 对 于 j=1,2,*…,m 


(5) 计算 w : = Ao, 

(6) 对 于 ;一 1,2, 

(7) h; = (w, »,v;) 

(8) wj 3 一 Wi 一 有 mi 

(9) i 尾 

(10) 计算 hj+1,; 一 || w; 1, 如 果 hji = 0, W) 8 m : =; 
且 转 向 (14) 

(11) H Iko, = w, /hj 

(12) 了 E 


(13) WR H., 奇异 , 则 算法 恶性 中 断 , 变 换 xo 转向 (2) 

(14) 求解 H,y,=Be z. EV nY m s Xm = Xo Hzn. 否则 

(15) WMF || ro —Az, || (= hnti meyn) Le W| x= x, 停止. 
否则 

(16) mm 一 im 十 1, 如 果 m<n NE H. —0. 则 转 (4) ,否则 停止. 

上 述 算法 m 愈 大 ,格拉 姆 - 施 密 特 正 交 化 愈 耗 时 ,保存 Hn M 
Vn 的 存储 空间 也 随 之 增加 . 改进 的 办 法 是 : 对 于 大 型 方程 组 , 限 
制 m 的 最 大 值 . 周期 性 地 重新 开始 , 简称 阿 诺 尔 德 -FOM (m) 
算法 . 

算法 7.11.5 阿 诺 尔 德 -FOM(m) 算 法 

(1) 对 于 固定 的 mn, 任 给 定 x, € R" ,给 定 误 差 上 上 界 e. 
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(2) 计算 r =b— Ax ,B= l ro ll; "= 


(3) 同 算法 7.11. 4 的 步骤 (4) 到 (14). 

(4) 如 果 | r. —Az, |, (= hnti. melyn) LE W| x= x, 停止. 

(5) 否则 x, = x, 且 转 向 (2) 

在 阿 诺 尔 德 -FOM 算法 的 正 交 化 过 程 中 ,w 和 前 面 已 经 算出 
的 所 有 向 量 v,,,… ,vw 都 正 交 . 另 一 种 简化 的 形式 是 在 阿 诺 尔 德 
过 程 中 不 要 求 w 和 vw;-1,，… ,wv 中 每 个 向 量 正 交 ,而 只 要 求 w 和 
Vi- Vi- ,0,- EZ. 其 中 k 是 一 个 不 大 的 正 整数 . 这 样 得 到 的 
算法 称 为 阿 诺 尔 德 不 完全 正 交 (incomplete orthogonalization) 算 
法 ,简称 阿 诺 尔 德 -IOM 算法 . 只 要 选择 &, 将 算法 7. 11. 4 和 算法 
7.11.5 中 的 i=1,2,…,j 改 为 i 二 max{1,j 一 k 十 1)},…,j. 并 将 第 
10 行 改 为 计算 h; = | o; 1 ,就 分 别 得 到 阿 诺 尔 德 -IOM 算法 
和 阿 诺 尔 德 -IOM() 算 法 . 

不 完全 正 交 化 过 程 得 到 的 上 海 森 伯 格 矩阵 H, 是 带宽 为 十 1 
的 带 结 构 , 如 k—3 和 m= 二 5， 


hi he hg 
hs hn ha ha 
H, = hx hss hx hs 
ha ha ha 
hs, hss 
将 其 LU 分 解 为 Hn =LnU n 
1 Un Ui Uis 
la 1 Ur Uz3 ün 
H. = ir I is Ur = Uz3 Uy U3s |. 
la 1 I Ma Uas 
la 1 uss 
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由 式 (7. 11. 2) , 式 (7. 11.5) 和 式 (7. 11. 11) 有 
Xm = Xo + x, = Xo 十 Vnym 
= xy HVH; (pe) = x, HVnUn La Cpe), 
Xm = Xo 十 PS。， (7.11.12) 
其 中 P。 = Vp, Un ,S,, = La (8e,). AA Un KWER i = fi kE BE ,#IFi 


P.U,, = V。, 得 到 左 式 两 端 最 后 一 列 相等 的 关系 式 B Um Pi = Un» 


其 等 价 公 式 为 
计生 (o ú > wp (7.11.13) 
Sa 
因为 工 。 的 特殊 结构 ,又 令 Sn = | pni | ,从 LnSm =e: ,得 
Pm 
bn == loapa: (7.11.14) 


S- 

又 将 S。 写 成 S。 = | awa Sn- € RODD, Jl H 
pm 

式 (7. 11. 12) 得 


Sm- 
za = mt Paapa | : = x, + P, Smi F PnP m» 


Xm = Xma F PaP m’ (7.11.15) 
其 中 xm- = x + Paai S,-,. 综合 以 上 过 程 得 到 阿 诺 尔 德 -IOM 
算法 . 

算法 7.11.6 阿 诺 尔 德 -IOM 算法 

(1) 选 x. € R" ,给 定 误差 上 界 < MERX k. 

(2) HA r =b—Ax, s l ro ll; 21 t=r/B 

(3) 确定 矩阵 H, Hmn BE H, =0 

(4) 对 于 j =1,2,:-,m 

(5) 计算 wj : = Au, 
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(6) 对 于 ;一 max{1l,m 一 上 十 1) ，… ,m 


(7) h; = (w; ,|u; ) 

(8) w, :=w;— hyv: 

(9) i 

(10) 计算 hj+1.; = l Wj l: Uj = w, /h;+4.; 
(11) JE 


(12) 对 Hn fE L.U, 分 解 ,如 果 us 一 0, 停 止 ; 否则 
(13) HH pn = (WR m=1, 0) B, 否 则 一 上 es -ipw ni } 


m-l 
04 HF p, = ia [° -5 umpi) (对 于 i 过 0, 量 wp; =0) 
i==-k+1 


(15) 计算 xz 一 xn-i 十 onP。 

(16) WẸ | b—Ax,, | 一 s, 则 x= x, 停止 ,否则 

(17) m=m--1 $ H, 二 0, 如 果 m<n 则 转 (4). 否则 停止 

上 面 的 算法 中 ,用 不 选 主 元 的 高 斯 消 元 法 对 H, E LU 分 解 ， 
这 或 许 在 算法 的 第 12 行 就 过 早 地 中 断 . 如 果 改 用 选 主 元 的 高 斯 消 
去 法 ,问题 就 解决 了 . 仿 算法 7. 11. 5 修改 算法 7. 11. 6 可 得 到 阿 诺 
尔 德 -IOM(m) 算 法 . 

阿 诺 尔 德 算法 最 大 的 不 足 是 无 法 预料 恶性 中 断 何 时 发 生 . 对 
一 般 和 矩阵 , 阿 诺 尔 德 算法 的 收敛 性 至 今 没 有 给 出 证 明 . 但 不 少数 值 
计算 表明 : 循环 算法 即 阿 诺 尔 德 -FOM (m) 算 法 或 阿 诺 尔 德 - 
IOM(m) 算 法 是 很 有 效 的 . 


7.11.4 ”对称 兰 乔 斯 算法 


考虑 方程 组 (7. 11.1) ,其 中 AE R"*" 为 非 奇 异 的 对 称 和 矩阵 . 则 
对 称 的 阿 诺 尔 德 算法 就 简化 为 对 称 兰 乔 斯 (Lanczos) 算法 
(symmetric Lanczos algorithm). 
定理 7. 11.7 假定 阿 诺 尔 德 过 程 应 用 于 实 对 称 和 矩阵 4, 则 由 
过 程 得 到 的 hy tE 
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h; =0, 1<i=<J)—-1, 
hjj = his j= l,2,-*,m—1. 
换 句 话说 , 阿 诺 尔 德 过 程 得 到 的 矩阵 Hn 是 三 对 角 的 对 称 矩 
Æ. $ aj =h;, spi = hijri =hjr, ,用 T, R H, ,# ` 


Me i 
这 时 ,格拉 姆 - 施 密 特 正 交 化 公式 (7. 11. 7) 和 式 (7. 11. 8) 简 
化 为 三 项 递 推 公式 
Bi vin = Au; — ajv; — Bi V1. (7.11.16) 
将 阿 诺 尔 德 -FOM 算法 7. 11. 4 简化 为 如 下 的 对 称 兰 乔 斯 算法 . 
算法 7.11.8 对 称 兰 乔 斯 算法 
(1) 任 给 x € R" ,给 定 误差 上 界 e 二 0. 
(2) 计算 r =b— Ax, „B= || ro liz +v = r, /B 
(3) 对 于 m=1,2, n 
(4) B=0 
(5) 对 于 j= 二 1,2,*…,m 
(6) 计算 w= 二 Avj 一 Bivj-i30; 二 (Wj ,9;) ,w = w, —a;g; 


(7) 计算 B+i = | w; l, ,如 果 B 一 0. 则 m= ; 且 转 向 


(11) 
(8) 计算 w+， 一 Wi/B+1 
(9) j E : 


(10) 如 果 T, 二 tridiag(B ya ,Bi ) 奇 异 , 则 更 换 z% ,转向 (2) ,否则 
(11) 求解 三 对 角 方程 组 Tuy。=pBe ,计算 z. =V nY m 
(12) 如 果 || r, —Az, 过 e;, 则 x 二 x。 十 z 停止 ,否则 
(13) m E ` 
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mw ,on)T, 由 式 (7.11. 10), Bp 
AV, =V pH n + humbim Unti En + 
可 改写 为 
AV, = V. Bn (7.12.2) 
其 中 
ha hx: Sq: him 


An Hn ME: Aa ha hx 控制 hom 
hiim ey Ë . : 
h... a Rom 

(7.12. 3) 


由 定理 7. 12. 1, 令 x= x +V, y, FFA ro = Bo, ,公式 (7.12. 2) 
KR VI, V. 一 I, 有 
|| b — Ax ||, = || 一 4Y。y l= | Bo, 一 VanH,y lz 
= || Vm (pe: —H,y) |, 
lb — Ax || = || Be —H,y |. (7.12. 4) 
求解 最 小 二 乘 问题 ,min，| 5 一 Ar | RRE ft 0 t j — 3EF1 


题 min || Bei 一 百 。y ||: 并 得 到 解 y,, ,表示 为 
ym :一 arg r min || Be, — Hny |;. 
综 上 所 述 ,构成 了 阿 诺 尔 德 - -GMRES 算法 . 
算法 7.12.2 阿 诺 尔 德 -GMRES 算法 
(1) 任 取 xo € R" ,给 定 误差 上 界 es>0 


(2) 计算 ro=b—Axo B= l ro ll: m= 


(3) 选 定 mn, H, € RmmtDx= R Hn, 一 0 
(4) ”对 于 j=1,2,*…,m 
(5) 计算 w, : = Ao, 
(6) HF i=1, 2j 
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7.12 广义 极 小 残余 算法 


考虑 大 型 稀 玖 线性 方程 组 
Ax =b, x,b€ R", (7.12. 15 
其 中 AE R"" 为 非 奇异 阵 且 不 必 对 称 . 
取 x, € R" 为 任意 向 量 , 邻 
x= x +z, 
则 有 等 价 的 方程 组 
Az 一 ro， 
其 中 r,=b—Axo. 

JR K, =spaní(r, Aro st A" ro) F Ln = span {Aro Arts 
4"ro,}, 简 记 L, = AK,,. 仍 利用 伽 辽 金 原 理 ( 见 7.11.1 节 ), 取 
z, € K, ,使 mr 一 rm 一 4z。 与 L ,中 所 有 的 向 量 正 交 而 求 得 z， ,这 就 
构成 了 广义 极 小 残余 算法 (generalized minimal residual 
algorithm) ,简称 GMRES 算法 .有 如 下 定理 . 

“定理 7.12.1 $AH nXn JEBE L, = AK, , WEE 
xo € R" 39 3] t E 8 , Hi) k u T < Pa BE H AE LR x , E ft T x E 
xo +K „PERME || b—Ax ||; + Bl 
lb—AF l= min || b— Ax ||. 

下 面 分 别 用 两 种 方法 完成 GMRES 算法 中 的 阿 诺 尔 德 过 程 . 
一 种 是 用 格拉 姆 - 施 密 特 正 交 化 方法 ,构成 阿 诺 尔 德 -GMRES 算 
法 ; 另 一 种 是 用 豪 斯 堆 尔 德 正 交 化 方法 ,构成 豪 斯 堆 尔 德 
GMRES 算法 . 


7.12.1 阿 诺 尔 德 -GMRES 算法 
首先 用 阿 诺 尔 德 过 程 7. 11. 2, 得 到 Kn 的 一 组 标准 正 交 基 
{v}. Bo, = l ro l2 有 ro 一 Bui， 令 Vn = (s~ 
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(7) h; = (w, , 0;) 


(8) wi :=w,—hyv; 

(9) i 

aD HA, = | w ,如果 万 fy 一 0, 则 和 := 一) 且 转 
向 (13) ,否则 i 

(11) 计算 w+ 二 wj /hjr,; 

(12) j E 


(13) 计算 yn := arg min || Be, — H,y | ;, zn 一 Yoyw， 
JER" 


x, = Xo T z, 
(14) 如 果 || r. —Az, ||, <=, W| x* 一 zw， 停止 ,否则 R 
(15) m=m+1, WMF =n NE H, =0,$%[5] (4) ,否则 停止 
上 述 算法 当 m 很 大 时 , 阿 诺 尔 德 过 程 耗 时 且 V。 MHN 的 存 


储量 很 大 .所 以 对 于 大 型 方程 组 ,限制 m 的 最 大 值 . 取 固 定 的 m— 
mn, 周期 性 地 重新 开始 ,简称 这 种 算法 为 阿 诺 尔 德 -GMRES (m ) 
算法 . 


算法 7.12.3 阿 诺 尔 德 -GMRES(m) 算 法 
(1) 对 于 固定 的 man, fE x € R" ,给 定 误差 上 界 e>0 


(2) 计算 ro==b 一 Axo ,p= || ro ka=% 


(3) 同 算法 7. 12. 2 的 步骤 (4) 到 步骤 (14) 
(4) 加 一 zw H #kF (2) 


7.12.2 豪 斯 霍 尔 德 -GMRES 算法 


下 面 用 豪 斯 答 尔 德 正 交 变 换 , 找 克 雷 洛 夫子 空间 Kn = 


span{ro ,ro s. A" ro 的 一 组 标准 正 交 基 {mw)) ,其 中 r. =b 
Axo. 豪 斯 瞧 尔 德 正 交 化 是 用 反射 矩阵 P, 将 矩阵 已 变换 为 上 三 角 
和 矩阵 . 


a _. T 
= I — 2w,w; 
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Jtrh w =, z= 二 (zi sza)". (7.12.5) 
z l: 
0, i<j, ， 
zi 一 ea i=j, B= signalas) ( 1:11. 
Tj» i>j, E 

F m R13 r E Z #8 E 2ë (k, D të Së R En] A Z EEE , 48 8) 35 Ej 
诺尔 德 -FOM 算法 7. 11. 4 对 应 的 豪 斯 霍 尔 德 -GMRES 算法 ,或 
者 说 m 从 1 到 n 的 完全 豪 斯 者 尔 德 -GMRES 算法 .也 有 与 阿 诺 尔 
德 -FOM(m) 算 法 7. 11. 5 相对 应 的 豪 斯 替 尔 德 -GMRES(m) 算 
法 ,或 者 说 固定 m, 重 新 开始 的 算法 , 仅 列 出 后 者 . 

算法 7.12.4 豪 斯 霍 尔 德 -GMRES() 算 法 

(1) 任 选 xo € R". 给 定 误 差 上 界 e, 选 定 m. 

(2) 计算 r, =b— Ax. ,z=r, 

(3) 对 于 j= 二 1,2,"…,m,m 十 1 

(4) 计算 豪 斯 者 尔 德 向 量 w (用 式 (7. 12. 5)) ,使 

(5) (wi);=0,i=1,2,.…,j 一 1 且 

(6) (Pjz); 二 0,i 二 j 十 1,…,n, 其 中 P, =I—2w,w; 

(7) hj-1 一 Piz ,如 果 j 二 1, 则 令 8= el ho 

(8) v=P,P,:P,e, 

(9) mR jm iH z = P.P, +P, Av 

(10) j 尾 

(11) E X H, = (h, shk, J: (m+ 1) X m 矩阵 

(12) 计算 Yn =arg min l Be, —Hny lle sym = (p yt pa) 

(13) z=0 I 

(14) 对 于 j=m,m—1,--:,1 

(15) z=P,(7;e;, +z) 

(16) jÆ 

(17) 计算 x, =x, +z 
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(18) 如 果 | r. —Az ||, <, W| x= x,, 停止 

(19) x= x, 且 转 向 (2) 

该 算法 中 (2)~(10) 是 用 一 系列 的 豪 斯 填 尔 德 正 交 变换 P, (= 
1,2,…，,zz) 完 成 了 对 矩阵 X= (r. Av Av, t Avn) A QR 因 式 
分 解 , 即 

Q. ro,Avi,s Av,) = Choshi sttshn), (7.12.6) 
其 中 Q.。=P.P。,…P, 为 西 阵 ( 即 ORON =, OE 为 0, WJ jk SE EE 
置 ), (ho ,hi,…,h,) 是 nX(m 十 1) 的 上 三 角 和 矩阵 . 由 算法 7.12.4 
ËJ (6)— (8), A 
h; = P, z = P, Q;Av; = Qn Av,. (7.12.7) 
注意 到 向 量 h, 的 第 j 十 2 到 的 分 量 为 零 , 则 对 i 宇 j 十 2, 有 
Pih; =h; ,因此 
h; = P.P, Pirzh, = Q.Ao;, j= 1,2m, 
这 就 得 到 式 (7. 12.6). 
由 式 (7. 12.7) 得 


Avj;= Oh D hye: = D hQ fne: 
iml i=} 


Pal 
= Dhyv, j= 1,2,,m, 
显然 有 
AV, = V, Hn. 

它 与 7.12. 1 节 的 公式 (7. 12. 2) 相 同 ,其 中 Hn 见 式 (7. 12. 3). 同 
理 可 得 到 与 式 (7. 12. 4) 相 同 的 公式 

|| b— Ax ||, = | ge; — H,y |),. 
求解 最 小 二 乘 问题 min 上 Bel —Hny ||, ,得 到 解 

yn := arg min || fe, 一 H.y ||: 

JER” 
其 中 yYa= homs n)" 从 而 有 
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x, = Xo +V,y,, (7.12.8) 
Jtrh V. = (o 0 t 0n) o, =P, Pr Pej. 上 式 的 另 一 种 计算 形式 
Xm = xo + p Wo 十 … 十 7oVn 
=x + m P.e, 十 … + n,P PPren 
= xo + P, (me) + P; (pe; 十 … 十 
P. hr Eni + Pomen) 十 …)). (7. 12.9) 
算法 7.12.4 的 (13) 一 (16) 行 按 式 (7. 12. 9) 计 算 xn. 


7.12.3 | 8e,—H.y ||: 极 小 化 算法 


在 GMRES 算法 7. 12. 2 到 算法 7. 12. 4 中 ,如 何 有 效 地 求解 
|| Bei 一 了 Hy | 的 极 小 化 问题 是 算法 是 否 成 功 的 关键 . 即 用 最 小 二 


乘法 求解 超 定 方程 组 
H.,y = pe, (7. 12. 10) 


Hp Hn 是 (m 十 1) Xm 的 上 海 森 伯 格 矩阵 ,考虑 到 H, 的 特殊 形 
式 , 有 效 的 方法 是 用 平面 旋转 矩阵 对 H,, fE QR 分 解 ,将 H,, 变换 


成 上 三 角 和 矩阵 . 
定义 7.12.5 设 
1 
1 
= G s i 行 
e —s c, i+ 1 行 


1 > 
HA c; +s =1,#kz R: 为 平面 旋转 矩阵 ,也 称 为 吉文 斯 (Givens) 变 


KER. 
用 一 系列 Q, ERTH? ™+D (Gi 二 1,2,…,m), 分 别 左 乘 H, 和 


pei. 每 次 消去 hai (i 二 1,2,…,m); 则 有 
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p= hini " ci = h$ n 
(7.12, 11) 
其 中 必 ?是 百 。 经 i 一 1 次 平面 旋转 后 的 第 i 一 1 个 对 角 线 元 素 . 
经 m 次 旋转 后 ， 
Qn = NN M >» 
R, = Q„H n» 
En = Q. (pei) = Cvi ytt svwp)" 
因为 Q, EAER, BB QO = I. PT P, 
min l Be, = H,y ||: = min l Qn (Be: —H,,y) liz 
= min || g, —R,y lle. (7.12.12) 
上 式 右 端的 极 小 化 问题 非常 容易 求解 . 因为 


y=0, CG.12.13) 


Vorti 


其 中 R, 是 非 奇异 的 上 三 角 方 阵 . 则 有 


Ray = | |, (7.12.14) 


Vm. 

这 样 用 最 小 二 乘法 求解 超 定 方程 组 (7. 12. 10) 的 问题 转 为 求解 超 
定 方程 组 (7. 12. 13) 问题 ,又 变化 为 用 直接 法 求解 三 角形 方程 组 
(7. 12. 14) 的 问题 . 易 得 方程 (7. 12. 14) 的 解 为 Yn MARNÉ 
残余 为 

1 2 一 4xrw =| vmn l. (7.12.15) 
因此 , 取 定 mw 后 ,判断 GMRES 算法 7.12. 2 到 算法 7.12.4 终止 的 标 
准 ,无 需 计 算 || b—Axn le = || ro — Azn || ,只 需 判 断 ijv,+1 | <= 是 否 
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满足 即 可 . 
7.12.4 GMRES 算法 的 收敛 性 和 中 断 


将 阿 诺 尔 德 -GMRES(m) 算 法 和 豪 斯 霍 尔 德 -GMRES(m) 算 
法 合 称 为 GMRES(m) 算 法 . 

定义 7.12.6 HAER "(不 必 是 对 称 的 ), 如 果 有 A 十 4” 是 一 
个 对 称 正定 矩阵 , 则 称 4 是 正定 矩阵 . 

定理 7.12.7 i Ax=b 中 的 A 是 正定 的 , 则 对 任何 m= 的 
整数 和 任意 初 值 x。,GMRES(m) 算 法 是 收敛 的 . 

定理 7.12.8 如 果 Ax=b 中 的 A 是 对 称 正定 的 , 则 对 任何 
m 之 1 的 整数 和 任意 初 值 x。,GMRES(m) 算 法 是 收敛 的 . 

定理 7.12.9 考虑 Ax=b, 假 设 

(1) A 是 可 对 角 化 的 , 即 存在 非 奇 异 和 矩阵 X, (E 48 A= XAX”' 
成 立 ,其 中 A= diag Ast An) A GSL, n) A A 的 特征 值 . 

(2) A 的 全 部 特征 值 落 在 椭圆 (c,a,d) 内 部 .c,a,a 分 别 代 
RRAPO ,焦距 和 长 轴 , 而 且 0@&E(c,a,d) , 则 


c. (2) 
(£) 
c.(#) a+/a -d m 

c. ($) amA n ayo 


因为 >a , 故 上 式 右 端 因子 小 于 1. 显然 , 当 m 足够 大 时 ,可 直接 
从 式 (7.12.16) 推 出 ,GMRES(m) 算 法 对 任意 初 值 +。 是 收敛 的 ， 
在 更 弱 的 条 件 下 ,GMRES(m) 算 法 有 如 下 收敛 性 . 
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|| b — Ax,, la < cond: (X) || b — Axo l2. 


(7.12.16) 


定理 7.12.10 考虑 Ax=b, 假 设 A 是 可 对 角 化 的 , 即 存在 非 
奇异 矩阵 X, 使 得 A= XAX !' ,其 中 A=diag(Ai sàst sAn) A (i= 
1,2,…,n) 为 A 的 特征 值 , 则 对 充分 大 的 m,GMRES(m)!k t. 

E n MERA 满足 A4" 二 A*A, 称 A 为 正规 矩阵 . XF fi E EE. 
KIJE AT =A) , 埃 尔 米 特 矩 阵 (48 一 4) EXER CATA =I) 
和 西 和 矩阵 (A4"A== 了 都 是 正规 矩阵 . 

A 为 正规 矩阵 的 充分 必要 条 件 是 4 酉 相似 于 一 个 对 角 甜 阵 
4, 即 存在 酉 矩阵 U , E 

A = UAU" 
其 中 A=diag(A , t An) ,Xi(i 二 1,…,n) 为 A 的 特征 值 . 

所 以 正规 矩阵 是 可 对 角 化 的 . 满足 定理 7. 12. 10 的 条 件 , 对 充 
分 大 的 m, RR Ax=b 的 GMRES(m) 是 收敛 的 . 

阿 诺 尔 德 -FOM 算法 ( 见 7. 11 节 ) 会 产生 恶性 中 断 , 而 
GMRES 算法 克服 了 这 个 困难 . 豪 斯 霍 尔 德 -GMRES 算法 不 会 产 
生 中 断 . 阿 诺 尔 德 -GMRES 算法 的 中 断 只 可 能 在 阿 诺 尔 德 过 程 中 
的 第 j 步 h;i1,; 二 0 时 出 现 中 断 ,这 时 不 可 能 求 得 下 一 步 的 阿 诺 尔 
德 向 量 了 ,这 种 情况 下 求 得 的 解 是 精确 的 . 有 以 下 命题 . 

命题 7.12.11 $ A 为 非 奇 异 阵 , 则 求解 Ax 二 b 的 阿 诺 尔 德 - 
GMRES 算法 在 第 j 步 中 断 , 即 hj41.; 二 0 当 且 仅 当 近 似 解 x, 是 精 
确 的 : ` 

b — Ax, = Shj; = 0. 


7.12.5 分 裂 预 处 理 GMRES 算法 


预 处 理 是 使 GMRES 算法 有 效 的 另 一 个 关键 因素 . 对 于 
GMRES 或 其 他 非 对 称 迭 代 法 ,它们 的 预 处 理 方法 类 似 于 预 处 理 共 
罗 梯 度 法 ( 见 7. 10 4). 7. 10 节 的 预 处 理 方法 都 可 以 用 于 GMRES 
算法 上 . 这 里 只 给 出 一 种 类 似 于 ICCG 法 的 分 裂 预 处 理 技巧 ,从 而 有 
分 裂 预 处 理 GMRES 算法 (split preconditioning GMRES algorithm). 


W . 


我 们 得 到 一 非 奇 异 矩 阵 M, 它 在 某 种 意义 下 通 近 Ax = b 中 的 矩阵 
4. 比 如 ,对 4 作 不 完全 LU 分 解 ( 见 7.6.2 节 ), 有 
A = LU —R. 
取 预 处 理 器 M= LU=sA. 与 Ax= b 等 价 的 方程 组 
Fy = g, (7.12.18) 
其 中 F=L AU ',y=Ux,g=L'b, 
当 LU 很 近似 于 A 的 完全 分 解 (R==0) 时 ,F j fl T š fV S EE 
I. 对 方程 组 (7. 12. 18) 写 出 GMRES 迭代 算法 ,并 整理 ,使 得 只 存 
储 原始 变量 . 
算法 7. 12. 12 ”分 裂 预 处 理 阿 诺 尔 德 -GMRES() 算 法 
(1) 选 x, € R" 和 适当 大 小 的 m 二 n, 给 出 误差 上 界 e>0 
(2) 计算 r. =b—Ax Po =L r ,B= || F ka=% 
(3) 对 于 7 一 1,2，…，m 
(4) 计算 w =L AU o; 
(5) XF i=l, esj 


(6) h; t= (w; ,0;) 
(7) w, := Ww— hyv; 
(8) i 尾 


(9) h; = || w, ||, ,如 果 h; i. 二 0, 则 m==j 且 转 向 (12) 
(10) Uj = Wi /hjti,i 

(11) 5 尾 

(12) 计算 yn =arg min | Be —H,y ||; 

(13) x.=x,-+U-V,g, 

(14) WÈ | L '(b—Ax,,) ||, <, W x= x, 停止 ,否则 

(15) x, =x, 且 转 向 (2). 
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8 和 挎 阵 特征 值 问题 


本 章 讨论 标准 (standard) 特 征 值 问 题 Ax =x 的 数值 方法 并 
简单 介绍 广义 (gerneralized) 特 征 值 问 题 4x 一 MBxr 或 ABx 二 Xx 的 
有 效 解 法 . 在 8.1 节 和 8.2 节 中 ,给 出 必要 的 数学 基础 知识 ,以 便 
导出 和 分 析 后 面 的 求 特征 值 的 方法 . 


8.1 基本 性 质 


8.1.1 特征 值 的 性 质 


矩阵 A€ CC" 的 特征 值 是 其 特征 多 项 式 已 OA) 一 def(ATI 一 4) 
的 ?个 根 , 这 些 根 的 集合 称 为 谱 , 记 为 c(4). IRL AC o (A) , Ji E 
Ax = Xx (8.1.1) 
的 非 零 向 量 xEC" 称 为 4 的 特征 向 量 ,也 称 x 为 4 的 右 特 征 向 量 ; 
满足 
y"A = ày" (8.1.2) 
的 非 零 向 量 yE C" 称 为 4 的 左 特征 向 量 . 除非 特别 声明 ,特征 向 量 
一 般 指 右 特 征 向 量 . 
特征 多 项 式 根 4 的 重 数 称 为 特征 值 4 的 代数 重 数 (algebraic 


` multiplicity) ,而 A 所 对 应 的 线性 无 关 的 特征 向 量 的 个 数 称 为 特征 


值 4 的 几何 重 数 (geometric multiplicity). 显然 几何 重 数 不 会 超过 
代数 重 数 .车 几何 重 数 小 于 代数 重 数 , 则 称 4 是 (对 该 特征 值 ) 亏 
损 的 (defective). 
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8.1.2 特征 值 的 界限 


在 某 些 情况 下 ,不 需要 得 到 高 精度 的 特征 值 , 只 需要 知道 一 些 
相当 粗 的 信息 : 特征 值 的 上 界 或 在 复 平面 上 的 局 部 范围 . 

任 一 nX n 矩阵 4 的 任 一 矩阵 范 数 || 4 | 不 小 于 4 的 谱 半 径 
p(4), 即 i 

KA) < lAl, 

其 中 P(A4) 一 max |à: | A: G=1,2,---,n) 38 A 的 特征 值 . 所 以 ,4 的 特 
征 值 均 位 于 以 原点 为 中 心 , 以 || À | 为 半径 的 复 平 而 的 一 个 圆 盘 上 . 

定理 8. 1. 1( 格 尔 施 七 林 (Gerschgorin) 定理 ) 和 矩阵 4 一 
Caj), 的 任 一 特征 值 至 少 位 于 复 平面 n 个 圆 盘 


D: [= | | = 一 az |< >; |a; li = 1,2,* ,7 
中 的 一 个 圆 盘 上 . 
定理 8.1.2 如 果 有 A 和 的 n 个 圆 盘 中 的 m 个 圆 盘 形 成 一 个 连通 
区 域 , 且 与 其 余 的 n—m 个 圆 盘 不 相连 接 , 则 在 这 个 连通 区 域 中 恰 
好 有 A 的 m 个 特征 值 . 
当 m=1 时 , 即 每 个 孤立 圆 盘 中 恰好 有 一 个 特征 值 . 


8.1.3 极 值 定理 


当 A 是 对 称 阵 ,或 更 一 般 地 说 ,4 是 埃 尔 米 特 阵 时 ,成 立 下 列 
极 小 - 极 大 定理 . 

定理 8.1.3 HACR", H AHIRE, M A 的 特征 值 是 实 
的 ,可 排列 为 A SA >e >À, ,对 应 的 特征 向 量 构 成 一 个 正 交 向 量 
HH {xi ,x2，… ,x,}, 且 存在 正 交 阵 品 ,使 UTAU 为 对 角 阵 ,并 有 


à: = max min Ce a in CAr ,xz)， 
dim(W) = EW (x,x) FE spania er ea) (X, x) 


(8. 1. 3) 
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s Ax, x) (Ax sx) 


a mn. ew (x,x) 人 (x,x) ' 
(8.1.4) 
L< GEE Lu Vx E Rx #0. (8.1.5) 


其 中 式 (8. 1.4) 当 i=1 时 有 
要 (Ar,x) _ (Ari,x) 
a= AE (x,x) (xi, xi) š 
z 
其 中 x, 为 对 应 于 hi 的 特征 向 量 , 式 (8. 1.3) 当 i 二 nn 时 ,有 
(Ax ,x) (Ax, ,x,) 


(8.1.6) 


à 三 (x,x) e (x,+x,) ` (8.1.7) 
r= 
称 比值 CAx:z) 为 瑞 利 商 . 


(x,x) 
定理 8.1. 4( 柯 西 交错 定理 ) 设 4AEC” "是 埃 尔 米 特 阵 ,其 特 
征 值 排列 为 必 2A >e DA. Ë An € C" JE A GY m(m=1,2,--- ,n) 
阶 主子 阵 ,其 特征 值 排列 为 p Z, > pn I 
Hi 魏征 A j = 1,2,=*,m 


8.1.4 扰动 和 敏感 性 


实际 求解 特征 值 问 题 (8. 1. 1) 时 ,车 矩阵 4 的 一 个 小 扰动 SA 
引起 特征 值 (特征 向 量 ) 的 大 变化 , 则 称 该 特征 值 问题 是 敏感 的 
(sensitive), 或 病态 的 (ill-conditioned), 反之 为 良 态 的 (well- 


conditioned). 


例 8.1.5 设 A=( omah C 。). 4 的 特 


MEIR A =A: =0. 4 十 64 的 特征 值 力 三 这 王 10 .可 见 矩阵 4 的 元 

素 有 10-" 的 微小 变化 ,导致 其 特征 值 的 大 变化 10 一 .所 以 4 对 计 

算 其 特征 值 问题 是 病态 的 . 另 一 方面 , 若 扰动 处 于 4 的 严格 上 三 
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角 部 分 , 则 4 的 特征 值 不 变 . 若 扰动 处 在 4 的 对 角 线 上 , 则 特征 值 
的 变化 与 扰动 一 样 . 所 以 特征 值 问题 的 扰动 性 态 很 复杂 . 例 8.1.5 
中 的 A 是 亏损 的 . 一 般 说 来 ,亏损 矩阵 的 特征 值 问题 的 扰动 性 态 
比 非 亏损 矩阵 的 要 复杂 得 多 . 
R nX n ERA 是 非 亏损 的 , 则 相应 于 特征 值 41 ,X42 ,… ,4,， 
有 nn 个 线性 无 关 的 特征 向 量 x x. e ,x O P= (xi ,x: t )， 
W PIERR, IE 
P''AP = D, (8.1.8) 
其 中 D = diag (À, Azs °, An). 所 以 说 4 是 可 对 角 化 的 
(diagonalizable). 这 里 的 P 是 特征 向 量 矩 阵 , 它 不 是 惟一 的 ,它们 
的 集 为 W= P€ R" |P 1AP=diag(A i," ,4,)). 
对 于 非 亏 损 矩 阵 4, 有 扰动 64 ,由 此 产生 的 A 的 特征 值 的 扰 
动 有 如 下 定理 . 
定理 8.1.6( 鲍 尔 - 费 凯 (Bauer-Fike) 定 理 )00 设 AEC"' 是 
非 亏损 的 , 则 对 任何 54EC”,4 十 64 的 所 有 特征 值 处 于 nn 个 
圆 盘 
Di: {p| l| pà: |S cond, (P) || àA ||,), ¿= 1,2,-,n 
(8.1.9) 


的 并 之 中 . 其 中 cond,(P)= || P ||, || P || ,v=1,2,co, 
由 定理 8. 1. 6 可 知 ,cond,(P) 是 特征 值 扰动 估计 中 的 放大 系 
数 ,由 于 相似 变化 阵 P 是 不 惟一 的 . 所 以 取 cond,(P) 的 下 确 界 
K(A) = inf (cond, (P) | PAP = diag(A ,Xs ,°° sAn) } 
称 为 特征 值 问题 的 条 件数 .这 样 有 
caC4+64) C Ü tu € C |] #—A, IKKA) || šA I). 


如 果 特 征 向 量 接近 于 线性 相关 ( 即 和 矩阵 是 接近 亏损 的 ) , 则 特 
征 值 是 敏感 的 . 如 果 特 征 向 量 线性 无 关 , 则 特征 值 是 不 敏感 的 . 特 
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别 是 A 为 正规 阵 (normal matrix) (4A 二 AA"), 即 存在 一 个 西 
阵 P, 使 

PH4P 一 也 一 diag( ,hv)， 
其 中 A.(i==1,…,n) 为 A 的 特征 值 ,P 是 特征 向 量 矩 阵 , PPS I. 
特征 向 量 是 正 交 的 且 有 cond: (P) = 二 1, 所 以 正规 矩阵 (包括 实 对 称 
阵 和 复 埃 尔 米 特 阵 ) 总 是 良 态 的 . 非 正规 阵 既 有 对 扰动 很 敏感 的 特 
征 值 ,也 有 不 敏感 的 特征 值 ， 

现 考虑 将 扰动 理论 用 于 矩阵 4 的 单 特 征 值 . 设 X 为 4 的 单 特 
征 值 ,x 和 y 分 别 为 相应 的 右 和 左 特征 向 量 ,分 别 满足 hx 一 Mx 和 
y'A=Ay". H | x ||, =1, || yl, =1. A ARZ óA , HI 

(A+ƏA)(x+ Ax) = (à + AA) (x + Ax). 
两 边 展 开 , 忽 略 二 阶 小 量 ,然后 两 端 左 乘 y" 且 利 用 y Ay", 
y” (&A)x =s AMyax. 
因为 和 是 4 的 单 特征 值 , 有 只 x 天 0, 则 得 


H(8A)x 


下 人 
~ 


II y l|: || x |: a 
| a I< -T y] 1 64 l= —Ə šA lle» 


其 中 0 为 x 和》 之 间 的 夹 角 ,< 8 A 的 单 特征 值 的 条 件数 . 如 果 


右 特征 向 量 x 与 左 特征 向 量 y 接近 于 正 交 , 则 单 特征 值 对 A 的 变 

化 是 敏感 的 ,反之 ,x 与 y 接近 于 平行 , 它 是 不 敏感 的 . 事实 上 ,对 

于 实 对称 阵 和 复 埃 尔 米 特 阵 ,x 二 y,cos9 二 1, 所 以 它们 是 良 态 的 . 
对 于 重 特征 值 ,分 析 要 复杂 得 多 ,不 过 重 特征 值 的 x 和 y 有 可 


能 是 正 交 的 ,所 以 条 件数 -5 变 得 任意 大 ,足以 说 明 重 特征 值 或 接 


近 的 特征 值 可 能 是 坏 条 件 的 . 特别 地 ,和 矩阵 是 亏损 的 情况 . 
应 当 特 别 引起 重视 的 是 矩阵 关于 特征 值 问题 4x 二 Xx 的 条 件 
数 上 (4) 和 关于 求解 方程 组 Ax=b 的 条 件数 cond( A) = || À || X 
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1 4-: 中 是 完全 不 同 的 两 个 概念 , 其 中 一 个 是 良 态 的 ,而 另 一 个 可 
能 是 严重 病态 的 .如 A ( °), =1cond: (A) =10", 


8.2 矩阵 的 变换 和 矩阵 的 分 解 


8.2.1 矩阵 的 变换 和 矩阵 的 舒 尔 分 解 


计算 特征 值 与 特征 向 量 的 许多 数值 方法 基于 将 原始 矩阵 A 
约 化 为 很 简单 的 形式 ,使 得 容易 求 出 其 特征 值 和 特征 向 量 . 如 对 角 
阵 、 三 角形 矩阵 . 块 三 角形 矩阵 其 对 角 块 为 1X1 和 2X2 的 子 阵 和 
上 海 森 伯 格 阵 BO ij 十 1 NA by =0). 对 于 前 二 者 其 对 角 线 元 
素 就 是 矩阵 4 的 特征 值 ; 对 于 块 三 角形 矩阵 其 1X1 的 元 素 为 4 
的 特征 值 ,其 2X2 子 阵 的 特征 值 为 4 的 一 对 共 恩 复 特征 值 ;， 对 于 
上 海 森 伯 格 阵 , 用 QR 法 求 其 特征 值 . 

下 面 给 出 A 可 约 化 为 简单 形式 矩阵 的 重要 定理 ， 

定理 8. 2. 1( 舒 尔 (Schur) 定 理 ) BA AECH t tE fi 
Aist 24. ,它们 按 任意 规定 的 次 序 排列 ,那么 存在 一 个 西 矩 阵 QE 
Cr ,使 得 

Q'AQ = R, 

其 中 RR 是 具有 对 角 元 ry =ÀA,,J=1,2, n 的 上 三 角 阵 . 

舒 尔 定理 说 明 任 一 方 阵 4 西 等 价 于 其 对 角 元 依次 是 4 的 特 
征 值 的 三 角 和 矩阵 ,其 中 Q'Q= L 

P Q= lhg q) E AERE Q 65 Bü k (¿ < n) J| 38 pR. BS SE 
阵 ,R 是 R 的 前 & 维 主子 阵 , 则 有 

AQ, = OCR， I 
上 式 称 为 A. 65 8 $ fF R $y SW. 称 向 量 q, 22 R E 3 (Schur 
vectors). 称 AQ= QR 为 舒 尔 分 解 (Schur factorization). 舒 尔 向 量 
不 是 惟一 的 ,它们 与 矩阵 4 的 特征 值 的 排列 次 序 有 关 . 
» 428 。 


定理 8.2.2( 实 舒 尔 定理 ) 设 4ER”", 则 存在 实 正 交 阵 Q € 
R"*" ,使 
R, R, | Rin 
R, + Ron 
Q'AQ = s sos] 
Ram 
其 中 每 个 Ri 或 是 1X1 KERER A — X: aE 3: Bi) 3 3: Su y E (Ë 
的 2X2 实 矩阵 .Ri(i 一 1，… ,n) 可 按 任 意 的 次 序 排列 . 

定理 8.2.3 如 果 A4= 二 (a;) 志 C™* 有 特征 值 41，… ,4, ,那么 下 
述 命题 等 价 : 

(1) A 是 正规 矩阵 , 即 A"4 二 AA". 

(2) A 是 西 可 对 角 化 矩阵, 即 存在 西 阵 Q, të Q'AQ = D = 
diag( stt sÀn) ,XAi(i 二 1,…,n) 为 A 的 特征 值 . 

G 2 la = 2 lal. 

(4) 存在 由 A 的 n 个 特征 向 量 组 成 的 标准 正 交 基 . 

在 该 定理 中 ,(1) 与 (2) 的 等 价 性 常常 被 认为 正规 矩阵 的 谱 定 
理 , 也 说 明正 规矩 阵 是 可 对 角 化 的 . 酉 矩阵 、 实 对 称 阵 、 复 埃 尔 米 特 
阵 A" =A BHRI KIRE A" —= — A RE KIERRE AT =A 等 都 
是 正规 阵 . 


8.2.2 豪 斯 堆 尔 德 变换 和 吉文 斯 变换 


豪 斯 置 尔 德 变 换 和 吉文 斯 (Givens) 变换 是 矩 阵 计算 的 有 力 
工具 .在 7. 12. 2 节 用 豪 斯 霍 尔 德 变换 构造 克 雷 洛 夫 子 空间 的 一 
组 标准 正 交 基 . 在 7.12. 3 节 用 吉文 斯 变换 将 上 海 森 伯 格 阵 变 换 
为 上 三 角 阵 . 在 本 章 将 用 它们 将 矩阵 约 化 为 上 海 森 伯 格 阵 和 对 
矩阵 作 QR 分 解 . 这 里 主要 讨论 实 乍 阵 和 实 向 量 , 易 推广 到 复 的 
情况 . 
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定义 8.2.4 BR wERH l| wl =1, WAFER 
P = I—2wwT 
FF A WE TE AR E E 30 EK PENE Wr E ZF 8 SE 6 BE. 
豪 斯 堆 尔 德 变换 阵 是 对 称 正 交 阵 , 即 P= PT B PTP=I. 由 
y 一 Pr 得 到 的 ,其 2 范 数 | y l= | xl. 
豪 斯 堆 尔 德 变换 的 应 用 之 一 是 : 对 任意 x€ R',x= (zi， 
Xs，"… sE)" ,都 可 以 构造 豪 斯 替 尔 德 变换 阵 P, 使 


Px = oe, 2 
其 中 lc|= || x 省 . 求 矩 阵 书 的 计算 公式 如 下 ， 
o =— sgn(x,) lI x l: » 
l, EA => 0, 
sgn(x,) = 
i l, 当 zı < 0, 


u = x— oe, = (zi +sgn(zi) || x ||; z+ z.) 1, (8.2.1) 


Wehi = 28 x hx ltl z Ds 


` 


T 
P=1— 2 . 
lull; 


类 似 地 , 若 豪 斯 堆 尔 德 变换 可 将 x 的 第 j 十 2 到 上 个 分 量变 换 
为 0, 则 豪 斯 霍 尔 德 变换 阵 P 的 计算 公式 改 为 : 
a= (z, + + zT, 
B =— sgn(zjti)a, 
u = (051,0, £j SENC Tjin Jas Tjo za 0,00), 


lull? = 2ala +| zjn |), 


2uu7 _ P | x 
I,- 


E 


(8. 2. 2) 
+ 430 。 


其 中 PE R*-7x4-) ,得 
Px = (miszes s z; BOs sO, TH" TH,)T (8.2.3) 
当 k=n 时 ,有 
Px = (zixzz oz B00)T. (8.2.4) 
定义 8.2.5 对 某 个 8, 记 s=sin0,c=cos0, Hit 1<;<k=<n, 
BI £F EXE E£ 
1 


J(i,k,0) = as (8. 2. 5) 


“aj 
为 吉文 斯 变换 或 吉文 斯 变换 阵 或 平面 旋转 矩阵 . 
定理 8.2.6 设 *ER" 的 第 上 个 分 量 z,Z0,1<;<k=<n. 若 令 


c = cosh = ži s = sinf = Ta 
V xi + z; Vi + 


则 y=J(i,k,0)x 的 分 量 为 
- = /z +=, x = 0, 
y; = Tj» f >= ib. 
它 的 意义 是 消去 向 量 x BS k AEREE, AETH i 个 元 
素 ,其 余 元 素 不 变 . JG, k OEEZ, B J G,k, JCG, k, 0) =I. 
J(isk,0)A 只 改变 A 的 第 i,k 行 . AAJ CG, k0), REUE A 的 第 isk 
列 . 正 交 相似 变换 JTG, k OAJ Gk 0 RBE A WI isk ITA isk 3. 


8.2.3 化 矩阵 为 海 森 伯 格 形 


定义 8.2.7 若 矩 阵 B= (6b; )ER"”" 的 次 对 角 线 以 下 元 素 为 
零 , 即 
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BD B 的 形状 为 


B= bx bs sas ban |> (8.2.6) 


bni Omn 
则 称 B 为 (上 ) 海 森 伯 格 阵 ,简称 海 森 伯 格 形 . 若 某 个 次 对 角 元 为 
零 ,如 
bine =0, 1<k<n-1, 

则 说 中 是 可 约 的 ,否则 称 B 是 不 可 约 的 . 

可 约 的 海 森 伯 格 形 B 可 划分 为 分 块 上 三 角形 , 则 B 的 全 部 特 
征 值 是 各 对 角子 方块 阵 的 特征 值 的 集合 . 因此 ,可 把 原 特征 值 问题 
降 为 低 阶 特征 值 问题 . 

定理 8.2.8 对 任意 矩阵 AE R"*" ,存在 正 交 阵 Q@ ,使 得 

B = Q'AQ 

为 (上 ) 海 森 伯 格 阵 . 即 任何 方 阵 均 可 通过 正 交 相 似 变换 为 海 森 伯 
格 阵 . 

推论 8.2.9 对 任意 对 称 和 矩阵 AC R"", 存 在 正 交 阵 CQ, 使 得 
B=Q"AQ 为 对 称 的 三 对 角 阵 . 

豪 斯 霍 尔 德 变 换 阵 和 吉文 斯 变换 阵 都 是 正 交 阵 , 均 可 将 任意 
和 矩阵 4 相似 变换 为 (上 ) 海 森 伯 格 阵 . 

若 用 豪 斯 堆 尔 德 变换 对 A 作 逐 次 正 交 相似 变换 ,可 逐次 地 把 
A 每 列 的 次 对 角 线 以 下 (不 包括 次 对 角 线 ) 的 元 素 消 为 零 , 且 每 次 
变换 后 4 的 特征 值 保持 不 变 , 这 样 , 可 简化 求解 特征 值 问 题 . 

算法 8. 2. 10 豪 斯 霍 尔 德 正 交 相似 变换 化 4 为 上 海 森 伯 
格 阵 
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(1) 对 于 j=1,…,n 一 2 

(2) 定义 向 量 x=a. GER A 的 第 j 列 元 素 ) 

(3) 按 公 式 (8. 2.2) 计 算 豪 斯 堆 尔 德 阵 P, ,其 中 有 =n 

(4) 正 交 相似 变换 P.A P,—>A 

(5) j 尾 

算法 的 每 一 步 执行 了 一 次 正 交 相 似 变换 ,变换 后 的 矩阵 仍 存 
放 在 A 中 . 最 后 A 呈 上 海 森 伯 格 形 . 即 Q'AQ = B, EF Q = 
P, P,---P,-;. 

例 8.2.11 用 豪 斯 堆 尔 德 正 交 相 似 变换 化 矩阵 


1 2 1 2 

2 2 —1 1 
A= 

1 —1 1 1 

2 1 1 i 


为 三 对 角 阵 ， 
解 j=l,x=a. a= (ah tah tai) t =3,u=(0,5,1,2)", 
|| ull:=30, 


1 0 0 0 
|o 一 0.6667 一 0.3333 一 0.6667 
P, = o 0.3333 0.9333 一 0.1333| 
0 一 0.6667 一 0.1333 0.7333 
1 一 3 0 0 
—3 2333 0.4666 一 0.6667 
A, = PAP, = >A, 


0 0.4666 1.5733 1.3467 
0 —0.06667 1.3467 0.4667 
j=2, x=a.2, a= (an +a) =0. 4714, u=(0,0, 
0.9381, —0. 06667)", || u l| į=0. 8845, 
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1 0 0 0 
pal 0 0 l 
0 0 0.8800. —0. 06254 
0 0 一 0.06254 0.004445 
A,= P,AiP, 
1 —3 ` 0 0 
—3 2333 —0.4714 0 
— |o —0.4714 1.167 一 1.500| 
o “0 一 1.500 “0.5000 


用 吉文 斯 变换 对 矩阵 A 作 一 系列 的 正 交 相似 变换 ,也 可 将 4 
化 为 海 森 伯 格 形 , 只 是 每 次 变换 仅 消去 对 角 线 元 素 之 下 的 一 个 元 
素 . 显然 增加 了 计算 量 . 


8.2.4 ERER QR 分 解 


定理 8. 2. 12(QR 分 解 定理 ) ACER ERR, WFE 

XE Q 与 上 三 角 阵 只 ,使 4 有 如 下 分 解 
A= QR, 

RB 4 R 的 对 角 元 均 为 正 时 ,分 解 是 惟一 的 \ 否 则 不 是 惟一 的 ， 

豪 斯 夫 尔 德 变 换 和 吉文 斯 变换 均 可 用 来 对 矩阵 作 QR 分 解 ， 
由 于 上 海 森 伯 格 阵 在 矩阵 特征 值 问 题 的 QR 算法 中 有 重要 的 意 
义 . 这 里 重点 讨论 上 海 森 伯 格 阵 的 QR 分 解 ,吉文 斯 变换 是 最 合适 
的 选择 . 

用 一 系列 的 吉文 斯 变换 阵 JG jH G) j=1,2, snl 左 
RERS. 2. 6) 的 上 海 森 伯 格 阵 B, 依 次 将 B 的 对 角 线 以 下 的 仅 
有 的 一 个 非 零 元 素 消 为 零 , 得 到 上 三 角 阵 R, 其 中 
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A = 


4 4 0 
3 3 ~ 
0 1 1 


的 QR 分 解 ,使 R 的 对 角 线 元 素 为 正 . 


解 
4 3 3 
Bs 0 5 5 s 
Ji = s.a 4 , JA = _ 41. 
5 5 0 0 0 5 
o- 0 1 “0 1 1 


1 0 0 
J, = |0 0 1 
= 0 


0 0 
4 3 
BE 
Q=JJ: = ]3 。_4|, 
5 5 
0 1 0 
易 验证 A= 9R. 


如 果 A 二 QR 是 A 的 QR 分 解 ,其 中 A € R” H n>m, 
QER"”" 和 RER"*", 称 此 分 解 为 缩减 (reduced)QR 分 解 . 
定理 8.2.15 假定 AER"”" 是 列 满 秩 的 , 则 缩减 QR 分 解 
A= QR 
是 惟一 的 ,其 中 Q: € R"…" 的 列 向 量 相 互 正 交 ,R, 是 对 角 线 元 素 大 
于 0 的 上 三 角 阵 . 而 且 R =G, HH G E ATA 的 下 三 角 楚 列 斯 基 
因子 . ; 
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8.3 Wiki MEI 


8.3.1 W£ 


设 4ER”" 可 对 角 化 , 即 存在 可 道 阵 X, 使 X 'AX= diag (à), 

hs) ,其 中 与 一 (Cryxr xfxi)7 是 线性 无 关 的 . 又 设 
la [>] à |> e >| 2, 1 
且 满 足 
Ax; = ÀX; i= 1,2,.…,n, 

其 中 按 模 最 大 的 特征 值 4, 称 为 主 特征 值 . 它 显然 是 非 零 单 实 的 ; 
对 应 的 特征 向 量 x, 称 为 主 特征 向 量 . WÈ power method) 是 用 于 
RERE A 的 主 特征 值 和 主 特 征 向 量 的 迭代 法 . 

算法 8.3.1 W 

(1) 任 给 x°? ER 和 给 定 误差 界 e 二 0 

(2) 对 于 有 一 1,2,… 

(3) y 一 4X Y 


(4) m, = max( y” ) 


(5) =P 


m, $ 
(6) mg Cm l< Bi k EN 


(7) k 
上 述 算法 中 ,max(y*), 表 示 ye? 的 按 模 最 大 的 分 量 . 对 任意 
x” ERÄ 
x” = Se 
i=1 
只 要 a 天 0, 则 算法 8. 3. 1 生成 的 迭代 序列 具有 收敛 性 质 : 
limy” = xı/max(xı ) ,limm, = À 
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J, = JG,j+ 1,60) = c NA 
A i = y j+1 


(8.2.7) 

算法 8. 2. 13 上 海 森 伯 格 阵 B 的 QR 分 解 
(1) SIER" 
(2) 对 于 j=1,2,…,n 一 1 
(3) 计算 形 如 式 (8. 2.7) 的 吉文 斯 变换 阵 J, ,其 中 
(4) cimbi = 一 

Vos +b. Vb; ba 
(5)  B:=J,B 
(6) _ S:=J,S 
(7) jR 
(8) Q=S" 
完成 上 述 算法 之 后 ， 

J.J JAB = R, 
其 中 R 为 上 三 角 阵 ,保存 在 下 内 .S 一 Jo- Ja 


Q= TI 


为 正 交 阵 , 则 
B = QR 
给 出 了 上 海 森 伯 格 阵 B 的 QR 分 解 . 
例 8.2.14 用 吉文 斯 变换 , 求 矩 阵 _ 
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B m, menamwet |i] kna 


[m — h |== c a |" , <c 为 常数 ， (8.3.1) 
| mi 一 Al | Àz 
E —— (8, 3. 2) 
| m 一 人 | A 


说 明 对 于 大 型 稀疏 矩阵 上 且 |A |> lA | 时 ,军法 收敛 快 .但 当 |X | == 
lz 时 ,收敛 很 慢 , 需 要 加 速 . 
AARTE A TED 
À, = À; = … =à, |à 121 hn |2 +: “之 | 21 


时 ,如 果 x = Dan, 的 系数 a ,az ，…ar 不 全 为 零 ， 则 算法 8. 3. 1 
生成 的 迭代 序列 具有 收 敏 性 ， 
limx™ = Xa, /max( Dax )， limm, =À 


收敛 速度 取决 于 | ey P 
当 4 GHR, REA BU Wk BE BF AE A 8. 


8.3.2 加 速 方法 


' 1. 艾 特 肯 加 速 法 
HRC. 3. 2) 知 ,每 法 生成 的 序列 m (三 1,2,…) 是 线性 收敛 
Fà 的 . 因此 ,对 于 充分 大 的 &, 有 
Mis 一 AL Ma 一 人 
mari — À m, — A 
R a Sm» 
MiMe 一 mir 
ma 一 2man + m, ` (8. 3. 3) 
同 理 ,可 求 得 特征 向 量 的 新 估计 KO ,其 分 量 有 
G9) = (xD) (xt+25), — (xt y2 
i (xE ); — 2 (x "FD y, * (x DE s 


m, = 


í = 1,2,° ,7 


(8. 3. 4) 
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公式 (8.3.3) 和 (8.3.4) 提 高 了 宕 法 的 收敛 速 度 . 称 这 种 加 速 法 为 


埃 特 肯 (Aitken) 外 推 加 速 法 . 
2. 瑞 利 商 加 速 
设 AER"”" 是 对 称 阵 , 对 于 任 一 非 零 向 量 x, 称 
Rex) = (Ax) (8.3.5) 


(x,x) 


为 对 应 于 向 量 x 的 瑞 利 (Rayleigh) 商 . 应 用 瑞 利 商 于 过 法 ,有 如 下 
算法 . 


算法 8.3.2 瑞 利 商 加 速 每 法 

(1) 任 给 x? € R" ,给 定 误 差 界 e 二 0 
(2) HF k=1,2, 

(3) y? 一 4AxorD 


本 (Ax%-D | (kD y 
(xD sx 2) 


(5) x = y /ma 
(6) mln mil Mi k 0 


m. 
(7) k 
特别 地 , 当 瑞 利 商 中 的 (x,x) 三 x; 二 1 时 ,R(x) = Ax, x). 


(4) m, 


如 果 上 述 算法 中 ,x 用 欧 氏 范 数 规范 化 , 则 有 修正 算法 . 


1 
Vn 


算法 8.3.3 修正 瑞 利 商 加 速生 法 
(1) AERAR D0 和 x ER || x°” 51,40 x” = 


(1，…，,1)7 


(2) 对 于 =1,2,*… 
(3) š yt = Ax 
(4) I m = (Ax a uuu w: JT” 
(5) xP = yt / | yt |: 
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(6) E a a E k 88 


(7) kR f 

定理 8.3.4 设 4ER“" 为 对 称 阵 ,特征 值 满足 | | > 
142| 宇 … 宇 |4,1; 对 应 的 特征 向 量 满足 (xz ) 王 2， 则 瑞 利 商 加 
ERAH A AY 得 到 的 近似 m, ,有 如 下 估计 


R(x®) =, +o((2:)). (8.3.6) 


对 于 宪法 的 迭代 序列 ,有 估计 式 (8. 3. 1) , 即 


= =a tole) 


TA FREN 4 KORE HE EBR HE ES T EE O k SQ BE Be. 
8.3.3 收缩 方法 


用 宪法 可 求 出 可 对 角 化 的 矩阵 4 的 主 特征 值 ,但 不 能 求 其 他 
特征 值 . RH la > là |> làs |> lA |. 在 求 出 Xi 之 后 ,用 收 
缩 的 方法 求 1:. 

收缩 方法 很 多 ,这 里 仅 讨 论 舒 尔 - 维 兰 特 (Schur Weilandt) 收 
缩 法 和 以 相似 变换 为 基础 的 收敛 法 . 

1. 舒 尔 - 维 兰 特 收缩 法 

维 兰 特 (Weilandt) 收 缩 法 的 收缩 矩阵 为 

A =A—əx v", (8.3.7) 
其 中 v SN o xi 一 1 的 任意 向 量 ,o 为 可 选择 的 参数 , 则 4, 的 特 
征 值 除了 由 A 的 特征 值 M, 变 为 一 o 之 外 ,其 余 的 与 4 ús 
相同 . 
定理 8. 3. 5( 维 兰 特定 理 ) ”由 式 (8. 3.7) 定 义 的 A, ,其 谱 是 
o(A1) = {ài 一 Gyhzyhay s A. 
式 (8. 3.7) 中 的 向 量 有 许多 种 选择 方法 . 若 取 v 二 Wi ,Wi 为 
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A 的 第 一 个 左 特征 向 量 , #r k, Jy TÉ 29 SE h $k ( Hotelling) & 882. 55 
一 种 简单 的 选择 : 就 取 v = x,. 可 以 证 明 选 v = x, 是 最 优 的 . 
命题 8.3.6 设 X fl z, 是 A 的 特征 值 和 相应 的 特征 向 量 ， 
Elx |,=1,% A SA— oxx, W A, 的 特征 值 是 ñi =A 一 o， 
A = J=2,3,-- sn, 而且 相应 于 (j 二 1,2,…,n) 的 千 尔 向 量 与 
A 的 相同 . i 
证 明 设 AU=UR 为 4 的 舒 尔 分 解 ,其 中 R 是 上 三 角 阵 ,U 
是 正 交 规范 化 的 , 则 有 
= (A —axixH)U = UR — oxe} = U(R —ce)el'). 
得 证 . 
可 反复 用 维 兰 特 收缩 法 , 令 
A, = A, 一 agrighi. (8. 3. 8) 
在 用 军法 求 出 4 的 主 特征 值 M; 和 主 特征 向 量 x 后 , 取 o Sh, 


= #28. 3. 84 Ai FRET 4 ,得 is MZ: 后 , 取 


o: =À: Xq ，; 正 交规 范 化 x*, ,得 aq， 继续 收缩 ,可 依次 得 到 Ài» 
À; Ai RIKE q +q; +°" " + q; ATRAIR - 8k: 22 58 16 888. 
算法 8.3.7 R-E RA 


O) 定义 A 三 4, 求 出 和 ,计算 qi =y E s= 


(2) 对 于 i 一 2,3，… 洒 

(3) 定义 A,=A; ,一 ogg 

(4) 计算 A, 的 主 特征 值 M; 和 相应 的 特征 向 量 x, 

(5) 0 一 和 Ai 

(6) 对 quq. q - EXA x, 48 q, 

(7) i E 

£ Q= (q .q q), EP q qo q 为 对 应 于 特征 值 
A1，…,4; 的 舒 尔 向 量 ,Q， 为 正 交 阵 . 
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命题 8.3.8 设 马 一 diag(oo o ) Q; 是 相应 于 1 …， 

À; 的 A 的 舒 尔 向 量 组 成 的 nXj 正 交 阵 , 则 矩阵 
A, =A- QQ; 

的 特征 值 À SA a iS À 5A iD. 其 相应 的 舒 尔 向 量 与 4 的 
相同 . | 

2. 基于 相似 变换 的 收缩 法 

BAEO", HARRI 4 的 主 特征 值 Mh; 和 主 特征 向 量 x, 
时 ,zi 已 知 时 ,可 找到 一 个 豪 斯 堆 尔 德 变换 阵 P. ,使 


Pix, = kiei, (8.3.9) 
Hp k #0. H Ax, 一 ix 得 
- P.AP!e, = Alel- 
记 
fx br . 
A, = P,AP} = (8. 3. 10) 
: 0 B, 


其 中 B, ECOD, BAR B, 的 特征 值 是 4,,… ;4,. 可 用 和 宕 法 求 
B, 的 主 特征 值 Mi 和 主 特征 向 量 y, € C Ap 
HB, y, = àz J2. 
设 Arz =z ,其 中 zz 三 (ay )TECa 为 待定 常数 , 则 有 
x; = Pi'z;, , (8.3.11) 
(àz — àia = bl y 
a = à:J. 


bi y. 


因为 Aà ,可 取 y= y; a= S , 求 得 z. 由 式 (8. 3. 11) 可 得 4 


对 应 于 )， 的 特征 向 量 X2. 
如 果 4 的 特征 值 相互 隔离 较 好 , 则 用 类 似 的 方法 再 对 B, 进 
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行 收缩 , 设 P,€ ce-uxe-5 jg m 


Ê, y: = kese € R°”, 
则 有 


Ant à b; 
P,B, Pr = 
0 


A; = P,P, APH PH = P, A, PH = ie Àz Y , 


0 0 B; 
因此 ,至 多 经 n 一 1 次 收缩 就 把 4 约 化 为 上 三 角 阵 ,其 对 角 元 为 A 
的 全 部 特征 值 . 
现 给 出 P, 和 4, 的 运算 公式 : 
ki =— sgn(er x ) || x, l|: + 
= x— ke, 
lu li= 2 x lc x letl efx, |), 
i 2uuT 
Pr = P, = /i 


计算 A =P AP) 的 三 个 矩阵 相 乘 等 价 于 


B= ih = pAu,q'" 一 Bu"A,y = pu"h, 
lu ll; 


A, = A — hu" — uq” + yuu". 
若 4ER"x" 为 对 称 阵 , 则 z 可 取 实 向 量 . 因此 有 一 9, 这 时 
A: = A— (uv T+ vu"), 
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其 中 v = h Tu. 因 A 对 称 , 由 式 (8. 3. 10) 可 知 ,bT = 07 H 


B, ER 2 也 对 称 , 最 后 将 A 约 化 为 对 角 阵 . 
当 A 为 大 型 稀 朴 阵 时 ,这 种 收缩 方法 的 不 足 是 收缩 过 程 不 能 
保持 4 的 稀 朴 性 . 


8.3.4 反 寡 法 和 原点 位 移 


设 AER"" 非 奇异 且 可 对 角 化 , 它 的 特征 值 满足 14 | > lA | 

>e Ana | 二 14,1, 则 47' 的 特征 值 满足 
par >lam |Z. lar 1; 
即 17: 为 4-! 的 主 特征 值 ,x, 是 相应 的 特征 向 量 . 

将 写法 8. 3. 1 AFA’, W Æ EW (inverse power 
method) ,可 以 用 来 求 A 的 按 模 最 小 的 特征 值 及 相应 的 特征 向 量 . 
将 军法 中 的 y= 二 4 !x% 改 为 Ay = 二 x*?, 在 迭代 开始 前 ,对 
A ¥ LU 三角 分 解 . 

算法 8.3.9 KEE 

O) 任 给 x°? € R" ,给 定 误 差 界 e>0 

(2) 对 4 作 LU 分 解 使 A==LU( 其 中 工 为 单位 下 三 角 阵 ,U 为 
上 三 角 阵 ) 

. (3) 对 于 k=1,2,--- 
(4) R LUY” 二 x*， 即 分 别 求解 三 角形 方程 组 Lz = 
x el Uy” =z > 

(5) m, = max( y” ) , 

(6) WR | m 一 mi- |/ im | <, W2 H , WJ 

(7) xP = yb /m, 

(8) k E 

上 述 算法 中 ,max(y ) 表 示 y 的 按 模 最 大 的 分 量 . 对 任意 
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OERA x” = Dpx, RER ZO, 则 反 和 军法 生成 的 先 代 序列 
具有 收敛 性 质 ， 


limx® = 一 一 一 一 ， 
<o max(x,) 
im = lim [1 +o(|2=-|')]= Z: 


且 选 代 收敛 速度 决定 于 | 2 


设 非 零 常数 stolA), BI sA; i=1,2, n RRA HEE 
A 的 原点 位 移 ,s 称 为 位 移 (shift), (4 一 SI)-! 的 特征 值 为 
(4 一 3) 1 ,i 二 ],……,n, 而 特征 向 量 不 变 . 
如 果 已 知 s 接近 于 4 的 某 个 特征 值 4;, 即 s=); B 
<las sll auil ji, i=1,2,,n, 


(8. 3.12) 
对 A—sI HERE 8. 3.9, 仅 将 第 2 步 中 的 和 4, 用 4 一 开 RE, KE 
原点 位 移 反 宪法 ,此 方法 有 收敛 性 质 ， 
limm, = 1 _ ， limzb = ， 
koo Ai 一 5 io max(x;) 


可 求 得 M 和 相应 的 x. 其 收敛 速度 取决 于 比值 


ammar AAL 


ary |As l 
因此 ,只 要 s 是 的 一 个 较 好 的 近似 且 满 足 式 (8. 3. 12) ,收敛 是 快 的 . 
原点 位 移 反 赛 法 通常 是 求解 单个 特征 值 和 特征 向 量 的 有 效 的 方法 . 


8.4 QR 算法 
QR 算法 是 求 矩 阵 特征 值 的 最 有 效 和 应 用 最 广泛 的 一 种 


方法 . 
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8.4.1 基本 算法 及 收 钱 性 


QR 算法 也 是 一 种 变换 方法 . 设 AE C", $ A = A. 先 将 A 
fE QR 分 解 ( 见 8. 2. 4 节 ), 写 成 A, 一 CR, 其 中 @ 是 西 矩阵 即 
Q"Q=I,Q"=Q1 是 Q Wit A,R 是 上 三 角 阵 , 当 A 非 奇异 且 
规定 R 的 对 角 元 是 正 实数 时 , 则 分 解 是 惟一 的 ,然后 令 A, = RQ, 
WA A,=Q'A,Q. A, 是 A, 的 正 交 相似 变换 ,它们 有 相同 的 特征 
值 . 这 个 过 程 可 继续 下 去 ,得 到 和 连 代 序列 {4;}, 称 此 过 程 为 基本 
QR 算法 过 程 . 

算法 8.4.1 基本 QR 算法 

(1) 定义 4) 二 A 

(2) 对 于 有 一 1,2,，… 

(3) A, = Q,R, (X A, fE QR 分 解 ) 

(4) Ar+ı =Q;'A,Q, =R,Q, 

定理 8.4.2 QR 算法 产生 的 序列 满足 

(1) A, i =QPA,Q, 

(2) A, =QAQ, ,其 中 Ô: =Q, Q. Q, 

(3) A'=0,R, ,其 中 R, =R, ee RR, 

定理 说 明 : ARENA) 保持 A 的 特征 值 不 变 ; QR 算法 是 
QR 变换 过 程 ,实质 是 对 44 fE QR 分 解 . 

定义 8.4.3 当 &~~ce 时 的 矩阵 序列 {4+}, 若 其 对 角 元 均 收敛 
且 严 格 下 三 角 部 分 元 素 收敛 到 零 ， NEATE ERA haie 
convergence) H LERE. 

以 上 定义 未 指出 {4x} 的 严格 上 三 角 部 分 元 素 是 否 收敛. 但 对 
A 的 特征 值 而 言 ,基本 收敛 就 够 了 . 基本 QR 算法 有 如 下 的 基本 收 
HEM. 

定理 8.4.4 设 AEC”" 的 特征 值 满足 

[ài [>] A |> >l 1>0, (8.4.1) 
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À 对 应 的 右 特征 向 量 为 x€ C" i=1,2,-- n. 构成 方 阵 X= O, 
rao" x.) 8 XT TAEA X SLU, JEP L 为 单位 下 三 角 阵 ,U 
为 上 三 角 阵 , 则 基本 QR 算法 产生 的 序列 {A,} 基 本 收敛 到 上 三 角 
阵 ( 当 A 对 称 时 ,{4,} 收 敛 到 对 角 阵 ) ,其 对 角 元 极限 为 
lima® = ài = 1,2,..,n 
在 该 定理 的 条 件 下 , 基本 QR 算法 的 收敛 速度 取决 于 
max |、 |. 如 果 比 值 | 尘 +| 接 近 于 1, 那么 (44) 的 基本 收敛 束 


度 将 十 分 缓慢 ,因此 有 必要 采用 8. 4. 3 节 的 原点 位 移 QR 算法 . 
如 果 不 满足 定理 8. 4. 4 的 条 件 , 则 QR 算法 产生 的 序列 {4} 


4: 
Ài 


可 能 不 收敛 . 例如 , 设 a= [Í 0) AAEN 1 一 土 1, 不 满足 定理 


B. 4. 4 的 条 件 . 对 A =A 作 QR 分 解 , 即 4 一 CR ,其 中 C A, 
R= 二 了 ,所 以 A; = R1Q, = 4A, 也 就 是 说 A, = A, (A, ) Á II % l| x$ 
角 阵 . 

一 般 情况 QR 算法 的 收敛 性 较为 复杂 . 在 有 等 模特 征 值 ( 包 
括 实 的 重 特征 值 , 单 的 或 重 的 共 本 复 特征 值 及 其 他 情况 ) 时 ,如 
E X-: 仍 有 LU 分解, 则 {4,} 基 本 收敛 于 块 上 三 角 阵 . 具体 地 说 ， 
MRA p 个 按 模 相同 的 特征 值 , 则 在 对 角 线 上 出 现 一 个 p 阶 子 
阵 , 其 特征 值 收 化 于 A 的 等 模特 征 值 . 特别 地 , 当 等 模特 征 值 中 
只 有 实 的 重 特征 值 和 多 重复 特征 值 时 ,这 种 分 块 上 三 角 阵 的 对 
角 块 是 1 阶 或 2 阶 的 ,1 阶 的 元 素 以 及 2 阶 子 阵 的 一 对 复 共 思 e 特 
征 值 收敛 于 4 的 特征 值 . 然而 分 块 上 三 角 阵 的 对 角 线 以 上 元 素 
和 尹 阶 子 阵 ( 包 括 2 阶 子 阵 ) 的 元 素 不 一 定 收敛 . 这 就 是 基本 
收敛. 

QR 算法 适合 于 求解 中 小 型 特征 值 问题 且 当 矩阵 特征 值 分 布 
非常 稠密 时 ,QR 算法 可 能 不 收敛， 
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8.4.2 海 森 伯 格 阵 的 QR 算法 


HACR”, A 为 一 般 矩 阵 时 ,QR 算法 的 计算 量 很 大 . 在 
实际 计算 时 为 了 节省 计算 量 , 总 是 先 将 4 作 正 交 相似 变换 化 为 上 
海 森 伯 格 阵 ,然后 对 上 海 森 伯 格 阵 施 行 QR 算法 , 求 得 矩阵 A 的 
全 部 特征 值 . 

算法 8. 4.5 上 海 森 柏 格 阵 的 QR 算法 

(1) 将 4 正 交 相 似 变 换 为 上 海 森 伯 格 阵 4:( 选 用 豪 斯 堆 尔 德 
变换 阵 , 见 8. 2. 3 节 ) 

.(2) 对 于 有 & 一 1,2,… 

4 一 CuR:( 选 用 吉文 斯 变换 对 A, fE QR 分 解 , 见 算法 
8.2.13) 
A, =Q'A,Q, =R,Q, 

算法 中 的 Q, fl A, 都 是 上 海 森 伯 格 形 . 并 假设 A, 是 不 可 约 
的 .假如 A, 的 一 个 或 几 个 次 对 角 元 非常 接近 于 零 ,那么 可 把 A, 划 
分 为 较 小 型 的 上 海 森 伯 格 阵 块 . 阶 数 小 于 等 于 2 的 对 角 块 的 特征 
值 就 是 A 的 特征 值 , 称 这 种 策略 为 划分 和 收缩 . 


8.4.3 原点 位 移 的 QR 算法 


基本 QR 算法 (包括 上 海 森 伯 格 阵 的 QR 算法 ) 的 收敛 速度 与 
和 军法 一 样 , 依 赖 于 相 邻 特征 值 的 比值 ,因而 一 般 是 线性 的 . 为 了 加 
速 收 敛 ,类 似 于 反 寡 法 的 原点 位 移 ( 见 8. 3. 4 节 ) ,引进 原点 位 移 的 
QR 算法 . 

算法 8.4.6 原点 位 移 QR 算法 

(1) 将 4ER"" 正 交 相 似 变换 为 上 海 森 伯 格 阵 4, (选用 豪 斯 
霍 尔 德 变换 阵 , 见 8. 2. 3 节 ) 

(2) HF k=1,2, 

D 选 位 移 jp 
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@ Ai 一 jl 二 QR( 选 用 吉文 斯 变换 对 A, — pl 作 QR 
分 解 , 见 8.2.4 节 ) 
@ A, =QIA,Q,=R,Q, Hyt 
算法 生成 的 和 矩阵 序列 {4,)} 和 {Q,} 都 是 上 海 森 伯 格 阵 且 A 与 
A 相似 . 选 位 移 py 的 原则 是 : 使 算法 的 收敛 速度 加 快 . 为 方便 , 记 
和 为 pP, 选 4 使 4 一 pf 的 特征 值 有 如 下 次 序 ， 
| ài 一 天 I> >l àn g lo 


则 A, 的 第 j AKIA TIGE RER E F heel). mR , +Y 
靠近 ),, 则 收敛 会 很 快 . 


矩阵 4 满足 定理 8.4..4 的 条 件 下 ,由 算法 8.4. 1 生成 的 A 的 
EFA 2 阶 子 阵 
ps -1 ar, 3 


Ann- An.n 
HI REME IE AE, D aP , MJ 
limaw = Àn, lima S Amis lima? = An, 
因此 , 选 yw 与 4 的 特征 值 很 靠近 的 值 . 一 个 合理 的 选择 是 pa = 
a , 称 为 瑞 利 商 位 移 . 然而 一 个 更 有 效 的 选择 是 : 当选 代 过 程 中 
js w (8.4.2) 
An.n- An,n 
AIA R EEE R, k aE RA PRR F al 的 那个 作为 
p44， 称 为 维尔 金森 (Wilkinson) 位 移 . 
在 一 定 条 件 下 ,原点 位 移 QR 算法 产生 的 {4;) 基 本 收敛 到 一 
个 上 三 角 阵 ,其 对 角 元 为 矩阵 A 的 特征 值 且 收敛 速度 比 基 本 QR 


算法 快 ,基本 QR 算法 只 是 线性 收敛 .车 as-, 收 敛 于 零 , 一 定 最 先 
趋 于 零 , 最 先 得 到 最 小 的 一 个 特征 值 %,, 则 其 收敛 速度 可 能 是 二 


次 的 , 即 收 化 速度 取决 于 max [ee]. 
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8.4.4 双 步 陷 式 QR 算法 


如 果 4 有 复 特征 值 , 则 QR 算法 产生 的 A, 其 元 素 aw 是 一 个 
很 坏 的 近似 特征 值 . 这 时 算法 8. 4. 6 即便 收敛 ,也 是 极其 慢 的 ,为 
此 引入 双 步 隐 式 QR 算法 ,其 核心 是 双 步 隐 式 QR 变换 . 

设 ACR "是 不 可 约 上 海 森 伯 格 阵 , 它 的 右 下 角 2 阶 子 阵 


FU Gn—l,n 


Anei Ann 
的 特征 值 pa 和 po Ç BI f AR J X 3, tB nf AE E t # $ 8 
数 , 记 
s= amimi Ta, = m +, € R , 
t= Ariman 一 GoldQrin = pp ER, 
取 Am 和 js 为 位 移 ,在 复 域 上 连续 作 两 次 单 步 原点 位 移 QR 变换 
即 双 步 QR 变换 ; 
A—pmI=QR, (A QRH) 
B =R Q, +p I, 
B— mI = Q,R,, ( 复 QR 分 解 ) 
C= RQ: + pl 
其 中 4 一 pI 和 B 一 jl 分别 在 复数 域 上 作 QR 分 解 ,Q 和 0, 为 
西 阵 ,R! 和 R, 为 上 三 角 阵 . S 
M = (A — p ID (A — p I) = A?’ —sA +I € Re 
HKR. 则 上 述 复数 域 上 双 步 QR 变换 (8. 4. 3) 等 价 于 下 面 的 实 
矩阵 M 的 一 步 实 QR 变换 
[u a, os 


(8.4.3) 


M=QR, (XÈ QR 分 解 ) (8.4.4) 
C= Q'AQ, 
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其 中 M 是 在 实 域 上 作 QR 分 解 . 

易 验证 变换 (8. 4. 4) 与 变换 (8. 4. 3) 的 等 价 关 系 . 
M= (A— p D(A — D. = (4 一 上 DOR = Q (Q'AQ, — ju DR, 

= Q, (B —,: DR, = CO:R:R, = QR, 
其 中 0 二 Q1Q; ,R=R;Ri. 可 以 选取 Q 和 Q, ,使 Q 为 实 的 正 交 阵 . 
由 变换 (8. 4. 3) ,得 
C = Q} BQ, = OFOF400 = Q'AQ. 

变换 (8. 4. 4) 的 第 一 步 计 算 量 很 大 ,要 尽量 减少 运算 量 , 并 用 
下 述 算法 实现 . 

算法 8. 4.7 MHAR QR 变换 

(1) 定义 4 为 不 可 约 上 海 森 伯 格 阵 

(2) 计算 M 的 第 1 列 Me, 一 (mn sma sma 0... ,0)7 


T 


(3) 确定 豪 斯 堆 尔 德 变换 阵 P, 二 I 一 2 iei z» fÉ Po (Me: ) 
是 ei 的 倍数 . 


~ 


P; = P, 


| 9 其 中 PB。 € R> 
I-s 


(4) 对 4 作 正 交 相似 变换 , 即 形 如 


x * * * 关 * 
* * * x ` x 
G * * * * * 
P,AP, = , 
4 的 G x * * * 
x * x 
其 中 他 为 新 增 非 零 元 素 . 


(5) 计算 豪 斯 堆 尔 德 变换 阵 P, |, Pn- ,将 PoAP, 逐次 恢复 
为 上 海 森 伯 格 阵 ,使 得 
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P. P ,P.AP, P, P, -. = Q'AQ = D, 


其 中 QSP, P, …P,-:. 
L 
P, = Ê, ， Ê ER”, i=1,,n—3 
Ln-i3 
I 一 2 A 
| P, € R”? 
P,„-z ， 
以 上 算法 中 的 D 在 本 质 上 就 是 实 QR 变换 (8. 4. 4) 中 的 和 矩 
阵 C. 


下 面 的 双 步 隐 式 QR 算法 是 计算 4ER“ "的 全 部 特征 值 ( 含 
复 特征 值 ) 的 迭代 法 . 在 每 次 迭代 中 都 需要 执行 双 步 隐 式 QR 变换 
算法 8. 4.7, 且 将 其 具体 化 了 .其 中 4(1: 3,1 : 2) 表 示 和 矩阵 4 的 
前 3 行 ; AGHI: k DRRR A 的 第 7 列 的 第 7 十 1 到 上 的 元 
K$. 

算法 8.4.8 MHAR QR 算法 

(1) 将 A 约 化 为 上 海 森 伯 格 阵 且 不 可 约 

(2) 对 于 & 一 1,2,… 


O 计算 参数 
S = Qpin- 十 Gon 
t = a,-i.a—-1G,, 一 Ann) Anin 
mn = hi + huha — shi +t 
ma = hx (hi + h> — s) 
ma = hah 
© IERE A 作 初 始 正 交 相 似 变换 : 
I x= (mi sma s ma )" ,构造 豪 斯 填 尔 德 变换 阵 P, 
使 Px 一 ce . 


令 i 二 min(n,4), 计 算 
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A(G(1:3,1: n) := P*A(1: 3,1 : n) 
AG(1:;i,1:3):= A(1:i,1: 3) * P 
© 化 矩阵 A 为 上 海 森 伯 格 形 
HF =1,2,-. n—2 
令 i=min(j+3,n),q=minG:+ 1,n) 
记 *=4(G 二 1:i7), 构 造 豪 斯 堆 尔 德 变换 阵 了 ,使 
了 Px 一 ael. 
AG +1:i,j:in) := P*A(j+1: isj : n) 
Al(l: gj+1:i) := A(G(1:qj+1: i) * P 
Hp 6) AF408 J ZE B SE PE 4 上 进行 , 即 不 保留 原 和 矩阵 . 实际 计 
算 时 尚 需 作 收敛 性 判断 . 首先 判断 上 海 森 伯 格 阵 A 是 否 可 约 . 对 
于 给 定 的 绝对 误差 容 限 e> 0C s=10), 从 下 到 上 判断 次 对 角 
元 是 否 满足 
|a a |=e, k= n—1,-+,2,1, (8.4.5) 
若 满足 , 则 视 an HE A 进行 划分 和 收缩 . 然后 判断 对 角 块 
的 阶 数 . 对 于 阶 数 小 于 等 于 2 的 对 角 块 , 求 出 它们 的 特征 值 . 对 于 
阶 数 大 于 3 的 对 角 块 ,重复 以 上 迭代 和 判断 过 程 ,直到 求 出 原 矩阵 


A 的 全 部 特征 值 . 
例 8.4.9 IERE 
3 2 3 4 5 6 7 
T i 2 3 4 5 $ 
2 9 1 2 3 4 
A oo 11 13 15 8 
—1 —2 —3 —1 —1 —1 —1 


SEP e@5 4 13 15 
—2 —2 —3 —4 —5 —3 —3 

已 知 其 特征 值 为 18. 4123,11. 1805,1. 7099 + 4. 2522i, 4. 4983, 

一 2. 2327, 一 0. 2783. 试用 划分 和 收缩 技术 ,分 别 用 算法 8. 4. 5 和 

算法 8.4. 8 求 4 的 全 部 特征 值 , 取 误 差 容 限 e 一 5X10”. 
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解 为 简单 起 见 , 在 使 用 划分 和 收缩 技术 时 ,每 次 只 用 条 件 
(8.4.5) 划 分 出 右 下 角 的 一 个 1 阶 或 2 阶 对 角 块 ,并 对 剩 下 的 左上 
角 对 角 块 (不 管 它 是 否 可 约 ) 继 续 和 迭代 和 划分 . 

(1) 算法 8. 4.5 的 计算 结果 如 下 : 

对 于 A 的 海 森 伯 格 形 和 迭代 到 第 4 次 ,划分 出 1 阶 对 角 
块 ,4 二 一 0. 2783. 

对 于 剩 下 的 6 阶 对 角 块 迭代 到 第 19 次 ,划分 出 1 阶 对 角 
Ht, A= — 2. 2327. 

对 于 剩 下 的 5 阶 对 角 块 迭代 到 第 536 次 ,划分 出 1 阶 对 角 块 ， 
一 4. 4982. 

对 于 剩 下 的 4 阶 对 角 块 欠 代 到 第 537 次 ,划分 出 2 阶 对 角 块 

C 6162 —4. oi; 
3.8223 0.8037 
它 的 特征 值 是 X=1.7100 土 4. 2522i, |a] =4. 5831. 
最 后 剩 下 的 2 阶 对 角 块 是 . 
Papa 一 eed 
0. 0000 11. 1805 
它 的 特征 值 是 4==11. 1805,18. 4123. 

可 见 当 4 有 复 特征 值 时 ,算法 8. 4. 5 的 收敛 速度 很 慢 , 此 例 
还 证 实 了 ,在 一 定 条 件 下 基本 QR 算法 收敛 到 舒 尔 分 块 上 三 角形 ， 
并 且 对 角 块 按 特征 值 的 模 从 大 到 小 排列 . 

(2) MEAR QR 算法 8. 4. 8 的 计算 结果 如 下 ， 

”对 于 4 的 海 森 伯 格 形 和 迭代 到 第 3 次 ,划分 出 1 阶 对 角 
块 ,A4== 一 0. 2783. 

对 于 剩 下 的 6 阶 对 角 块 迭代 到 第 5 次 ,划分 出 1 阶 对 角 
块 ,1 一 4. 4983. 

对 于 剩 下 的 5 阶 对 角 块 迭代 到 第 6 次 ,划分 出 1 阶 对 角 
块 ,4 二 一 2. 2327. 
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对 于 剩 下 的 4 阶 对 角 块 迭代 到 第 8 次 ,划分 出 2 阶 对 角 块 
[s 9086 Tay 
5.0870 2.5112 
它 的 特征 值 是 人 一 1.7099 士 4.2522i， 
最 后 剩 下 的 2 阶 对 角 块 是 
aspa a pe! 
— 0.0006 11.1816 
它 的 特征 值 是 1 一 18. 4123,11. 1805. 


8.5 对称 QR 算法 


设 A€ R"" 是 对 称 阵 ,用 带 位 移 的 QR 算法 求解 对 称 特征 值 
问题 ,其 实施 过 程 可 大 大 简化 . (1) 用 豪 斯 霍 尔 德 正 交 相 似 变换 A 
为 海 森 伯 格 阵 时 ,得 到 的 是 一 个 对 称 三 对 角 阵 T. (2) 进行 每 步 带 
位 移 的 QR 和 迭代 时 ,其 结果 矩阵 仍 保持 三 对 角形 . (3) 因 为 实 对 称 
矩阵 A 的 特征 值 是 实 的 ,因而 只 需 用 单 原点 位 移 的 QR 算法 ,而 
不 必 考 虑 在 有 复 特征 值 情 况 下 用 的 双 步 隐 式 QR 算法 . 

下 面 考虑 实 对 称 和 矩阵 的 隐 位 移 QR 算法 . 首先 用 豪 斯 堆 尔 德 
变换 将 4 正 交 相似 变换 为 一 个 对 称 三 对 角 阵 T, 并 简化 计算 . 设 已 
找到 豪 斯 霍 尔 德 阵 P. "as sP,-i ,使 

A, = (P. P, )7TACP, P, ) 


gol a: 
其 中 B, E: k X k BJ Z XJ fü BF. 如 果 找 到 n — k 阶 的 豪 斯 霍 尔 德 阵 
五 , ,使 P,b H e, ER"* 的 倍数 , 则 取 P, = diag P) € R" ,# 
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将 A 重新 划分 出 (十 1) X (RE 十 1) 的 三 对 角子 阵 B,.,. 继续 进行 ， 
直到 ”一 2 步 . 令 QEP P:P,- W) 0 "AQ 二 TT 为 三 对 角 阵 . 
在 A 的 计算 过 程 中 ,PiCP, 的 计算 充分 利用 对 称 性 . 其 中 
P, = I — puu” ‚u € Ru@#0,8= 2/ || u ||}. 
令 
B 


z = fCu, w= z= g Du, 
则 
P,CP, = C— uw! — wu”. 
由 于 只 需 计 算 此 矩阵 的 上 三 角 部 分 ,这 样 ,从 At- 到 A, 的 变换 只 
需 4(n— k)? 个 flop. 
算法 8.5.1 豪 斯 堆 尔 德 三 对 角 化 
(1) 给 定 一 对 称 阵 4ER”", 本 算法 计算 T=Q'AQ 并 覆盖 4 ， 
Ht THERME, QSP P ERNE REEERE. 
(2) 对 于 =1,2,*…,n 一 2 
u = (A(k+1,k) +sgn(A (k++1,k))) | A (k+l1:n,k) ||, 
A(k+2,k) ,A Cn,k))T 
B= 2/ llul; 
z= pA (kl:n,ki+l: nu 
w=z— (Ru2)u 
A (k+1,k) = ||AC(k+1:n,k) ||; 
A(k,k+ 1) = A(;+1,Ë) 
AG(k+l:nk+l:n) = A(k+1:n,k+1: 07 uw" — wu" 
k E 
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下 面 对 三 对 角 阵 了 进行 带 位 移 的 QR 和 迭代， 
Ti 一 pxl = QR, (QR 分解)， 
a = QIT,Q, = RQ, + nl, 
Hh T, 是 一 个 对 称 三 对 角 阵 ， 
a, b, 
b a, b, 
T, = Tay Tug TW Ò 
bn-2 a,-i bn 
5. 2 Gr 
则 位 移 的 一 个 合理 的 选择 是 ju 二 a,, 称 为 瑞 利 商 位 移 . 一 个 更 有 
效 的 选择 是 取 二 阶 算 阵 。 
an- Ön 
i a, | 


的 两 个 特征 值 中 最 接近 a, 的 特征 值 作为 位 移 , 称 为 威 尔 金 森 位 
移 , 即 
p =a, + d — sgn(d) Va + or 
其 中 d= (anı —a,)/2. 这 两 种 位 移 都 使 QR 选 代 达 到 三 次 收敛， 
_ 即 其 收敛 速度 取决 于 ,max |As |! 
不 必 显 式 地 形成 矩阵 T, — pml, 就 能 实现 从 T, 到 T = 
R,Q, + I =Q; T,Q, 的 变换 , 即 用 隐 式 位 移 . 由 于 T 一 yI 一 QR, 于 
JE: Q 的 第 1 列 由 
(T—pDe = (a) — psbi 0,1,0)" 
确定 . 若 令 c= cos0,s= sinl 使 得 
c s\ [ayp T 
em ` í 
则 对 吉文 斯 变换 阵 J ,=J01,2,0) ER" R Jie = Qe, A JITJ, 
有 形状 (以 n=5 为 例 ) 
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* %* 
JJ = |@ * 


* * 的 
x 
* 
* 


EJTI 中 产生 两 个 非 零 元 多 在 三 对 角形 区 域 的 外 面 ,然后 再 对 
STI 应 用 一 系列 吉文 斯 变换 J,,… ,J,-1, 逐 次 消去 所 产生 的 位 
于 三 对 角形 区 域外 的 元 素 凶 ,使 - 
T= JI JI ITTI Jp 
是 对 称 三 对 角 阵 . 由 于 J.J. 6938 1 列 与 J, 的 第 1 列 是 一 样 
的 . 因此 计 和 用 显 式 位 移 QR 法 获得 的 对 角 阵 本 质 上 是 一 样 的 . 从 
而 有 如 下 的 从 T 到 Te 的 隐 式 对 称 QR 步 算 法 . 
算法 8. 5. 2 带 威 尔 金森 位 移 的 隐 式 对 称 QR 步 
A) 给 定 一 个 不 可 约 对 称 三 对 角 阵 TER", TS G), 
(2) 计算 威 尔 金森 位 移 y 和 IT 一 Ap 的 第 1 列 的 前 两 个 非 零 
元 素 . 
d= (temimi — tm )/2 
B= tm — tm/ (d+ sgn(d) SE F E) 
I= tymp ` 
z= tn 


(3) 对 于 二 1,2,*…,n 一 1 


计算 ZFFE i$ J,=J (k,k+1,0) 
T=JITJ,, 

如 果 k—<n—1, w 

L= ftti. 

Z= titz, 

kÆ 
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该 算法 是 如 下 的 对 称 QR 算法 的 基础 . 
算法 8.5.3 对 称 QR 算法 
给 定 对 称 阵 4E R"*™" 和 一 个 比 会 人 误差 单位 大 的 容 差 tol. 本 
算法 计算 一 个 近似 对 称 舒 尔 分 解 Q'AQ=D. 
(1) 用 算法 8. 5.1 计算 A 的 对 称 三 对 角 化 矩阵 T, 即 
T = (Piee Pa) ACP, e P, .,), 
其 中 PGS, esn DERMEE BE. ` 
D=T. 
(2) 重复 进行 如 下 运算 : 
D 对 于 i=1,2,*…,n 一 1 
当 | dizia | = |diin [Stoll | di |+ | ditiir DET, 
diiti=0,di+1:=0. 
O 找 最 大 的 g 和 最 小 的 p ,使 D 有 分 块 形式 


Dı 0 0 b 
D= | 0 Dy 0 n—p q 
0 0 D3; a 


b n—pb—Q q 
其 中 Dy E R BEREX fa BE , Du E R"”*”*" ?要求 是 对 
称 不 可 约 三 对 角 阵 ,Di ER., 如 果 q= n, MIE, AER. 
否则 
O 应 用 算法 8. 5. 2 到 Pz. 
D = diag(1,,J , 1.) Ddiag(1, ,J , 1.) 
其 中 .为 一 系列 吉文 斯 变换 阵 的 乘积 . 
算法 结束 时 ,得 到 对 角 阵 也 ,其 对 角 线 元 素 即 为 所 求 特 征 值 . 
无 条 件 收敛 且 为 三 次 收敛 . 至 于 特征 向 量 ,可 用 反 知 法 计算 . 为 节 
省 存储 ,该 算法 中 的 矩阵 D 和 了 均 可 覆盖 和 矩阵 4. 
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8.6 雅 可 比方 法 


雅 可 比方 法 是 利用 一 系列 吉文 斯 正 交 相 似 变换 使 实 对 称 矩 阵 
逐渐 对 角 化 的 方法 . 就 收敛 速 度 而 言 , 雅 可 比 法 比 QR 法 差 得 多 . 
近来 引起 人 们 注意 ,是 因为 它 本 质 上 是 并 行 的 . 此 外 , 当 和 矩阵 本 身 
已 几乎 是 对 角形 或 块 对 角形 时 ,用 雅 可 比方 法 特别 有 效 , 而 且 特征 
向 量 的 计算 也 比较 方便 . 


8.6.1 经 典雅 可 比方 法 
设 A4ER"”" 是 一 个 对 称 阵 . 令 SA) = 》) (al, ) 表示 A 的 非 对 


tà 


角 线 元 素 的 平方 和 , DA) 一 as 表示 A 的 对 角 线 元 素 的 平方 


和 , 则 4 的 弗 罗 贝 尼 乌 斯 范 数 的 平方 141#=S(4) 十 D(4). 

雅 可 比方 法 的 思想 是 通过 雅 可 比 和 迭代 逐步 地 减 小 SCA) 和 增 
大 D(4), 实 现 此 目的 的 工具 是 吉文 斯 变换 . 记 A, =A, fE n] I 28 
代 是 完成 一 个 正 交 相 似 变换 过 程 , 即 

A, = JAJ k=1,2,. (8.6.1) 

其 中 J 是 吉文 斯 变换 阵 ， 

经 典雅 可 比方 法 的 基础 是 选择 矩阵 A 中 绝对 值 最 大 的 非 
对 角 线 元 素 ae O pAg p<), WA 

BF 
¿Ñ 


J, = J(p.q.0) = 人 
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显然 ,所 有 4 一 1,2,…) 都 是 对 称 阵 ,4 5A RETE p 和 9 
这 两 行 ,两 列 的 元 素 不 相同 ,其 余 元 素 均 没有 变 , 且 在 正 交 相似 变 
换 下 弗 罗 贝 尼 乌 斯 范 数 不 变 , 即 || A, e=) A je. 有 如 下 关系 ; 


Gp Rapu = Qip cos + a$” sin G = bq), 


ap = a = a P cos — aif” sinf G> bq); 


at) = at” cost + 2a” sin0cos0 + a” sin’0, 
aq, = ap sin’0+ 2ay  sinócos0 + ag "cos’0, 
at = a = (a4 — aY” )sin0cos0 + ak” (cos*0 — sin°0) 
(8.6.2) 
选 0, 使 
at = at = 0. (8.6.3) 


易 证 (af y: + (ai): = (ae OY + (ae 2, is p. q 又 因为 
ll A, le 二 IA- ls, 有 
(apy: + (atr: + agh = (afb: + (afb: + 2(at0 y 
= (aR) + aP), 
从 而 有 . 
D(A) = Dm) H2S”), 
S(A,) = S(A+,) — 2lad). 
因此 ,每 作 一 次 雅 可 比 迭 代 , D(A&,) 增 大 了 ,SC(4i) 减 小 了 , 当 k 一 
oo 时 ,S(A&,) 习 0, 对 于 特征 值 的 某 个 排列 ,A, 一 diag(4X;), 且 是 二 次 
收敛 的 . 
由 式 (8. 6. 3) 和 式 (8. 6. .2) 的 最 后 一 一 个 公式 , 推 得 
r = tan20 = 2a dD/(a b — ag”). (8.6.4) 
满足 上 式 的 0 并 不 惟一 确定 ,通常 规定 9 的 范围 


-T<6<+- 
若 ao aq ?= 二 0, 则 取 
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P a <0, 
0 = 
FE ago > 0. 
i t= tanh, HRC. 6.4) 得 二 次 方程 不 十 2rt 一 1==0, 它 的 两 个 根 为 


t=—riV1 Fr. 选择 其 中 较 小 的 一 个 根 , 它 可 保证 19| <f 令 


a 5 
s=sin0,c=cos0,=-—,# 


1 
vite 
雅 可 比方 法 对 特征 向 量 的 计算 是 方便 的 ,假定 经 i 次 迭代 后 ， 
A, 已 近似 对 角 化 , 即 
A, = JI JTAJ eJ, ~ D, 
EF DAHAR. S VS J, WA 
AV, == VD. 
所 以 ,Vi 09 36 j 列 就 是 对 应 于 近似 特征 值 c 交 的 近似 特征 向 
量 (j=1,2,*…,n). 
算法 8.6.1 经 典雅 可 比方 法 
给 定 对 称 阵 A € R"*" 和 容 差 tol>0 
Q) V=, (H4); eps=tol || A | 
(2) 选择 (p,q) E lap | =maxla; | 
D 计算 J(p,q,0) 的 元 素 c 和 s 
如 果 AC) #0, MI 
t=(A(g,g)—A(p,p))/(2A(p,g)) 


$ 
>0, "F ë e 
HE N+ r 十 VI 十 未 


c= s = gc. 
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5 一 0 
© A=J(p,g,0) "AJ(p,g,0) 
只 需 计 算 第 p 和 9g 两 行 两 列 元 素 , 即 用 式 (8. 6. 2) 前 4 
FAT. 
@ V=VJ(p,q,0) 
只 需 计算 V 的 第 p Tü q 两 列 的 元 素 , 即 


m Ewet a nh 
Un :一 一 Vips + uxC * 

(3) 如 果 S(4) 一 eps, 则 终止 

否则 转 到 (2) 


8.6.2 行 循环 雅 可 比方 法 


经 典雅 可 比方 法 的 每 次 迭代 都 要 选取 绝对 值 最 大 的 元 素 , 计 
算 工 作 量 大 . 改进 的 办 法 是 将 变换 的 顺序 固定 ,一 种 合理 的 选择 是 
逐 行 对 每 个 非 对 角 元 素 进行 变换 , 即 按 下 面 各 行 的 次 序 : 

(1,2) (1,3) … sn) 
(2,3) … (2,n) 


了 
这 种 排序 格式 称 为 按 行 循环 ,得 到 行 循环 雅 可 比方 法 . 
算法 8.6.2 行 循环 雅 可 比方 法 
给 定 对 称 阵 AER” MEZ tol>0 
(1) V=1,,eps=tol || A lls 
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(2) 对 于 p= 二 1,2,*…,n 一 1 
对 于 gq 二 p 十 1,p 二 2,*** sn 
同 算法 8. 6. 1 中 第 (2) 步 的 @,@ 和 @ 
(3) 如果 S(4) 一 eps, 则 终止 
否则 转 到 (2) ; 
行 循环 雅 可 比方 法 也 是 二 次 收敛 的 . fB ik 9k ÉE BE + Hi Xt PE 
QR 算法 . . 
通过 并 行 排序 ,可 得 到 并 行 雅 可 比方 法 ( 略 )， 


8.7 子 空间 迭代 法 


子 空间 举 代 法 (subspace iteration) a A W FE y k He HE, BI 
同时 用 若干 个 线性 无 关 的 正 交 规范 化 向 量 进 行军 迭代 ,又 称 它 为 
同时 和 迭代 法 (simultaneous iteration). 迭代 收敛 后 ,同时 得 到 矩阵 
的 若干 个 特征 值 和 相应 的 特征 向 量 . 它 是 结构 工程 中 所 用 的 最 重 
要 的 方法 ,是 目前 求解 大 型 稀 朴 矩阵 特征 值 问题 的 最 有 效 的 方法 
之 一 . 

ERF 4ER” "的 特征 值 M;(i 一 1,2,…，z) 排 列 为 ， 

[ài [>È] à: |> >| An lo 
假定 要 求 个 占 优 的 特征 值 和 相应 的 特征 向 量 . 

算法 8.7.1 简单 的 子 空间 迭代 š 

(1) 任 取 m 个 初始 向 量 ,将 它们 正 交规 范 化 ,并 以 它们 为 列 组 
成 矩阵 Xo = (xt Xn) € R "X" 

(2) HF k=1,2, ARER KA 


(69) 计算 X, :二 AX,-! 
© Xt X, € R" QR 分 解 , 即 X, =QR 
© X, :=Q 


为 减少 步骤 (2) 中 加 的 太 频 繁 的 正 交规 范 化 ,改进 的 办 法 是 在 
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步骤 (2) 中 四 执行 若干 次 迭代 后 ,再 作 正 交规 范 化 .有 如 下 的 多 步 
子 空间 迭代 法 . 
算法 8.7.2 多 步子 空间 迄 代 法 
(1) 任 选 m 个 正 交 规范 化 向 量 , 构 成 初始 矩阵 X = (zi， 
Ze" z.) ER"™" 和 选 定 初始 迭代 参数 iter( 正 整数 ) 
D 选 代 直到 收 贫 
O 计算 z 一 4 于 
@ 正 交 规范 化 z, 即 z=QR(QR 分 解 ) 
© X=0Q 
@@ 选 新 的 iter 
如 果 在 算法 中 采用 投影 过 程 ,可 得 到 更 好 的 舒 尔 向 量 ( 见 
8. 2. 1 节 ) 的 近似 .有 如 下 的 带 投影 的 子 空间 迭代 法 . 
算法 8.7.3 带 投 影 的 子 空间 迭代 法 
(1) 同 算法 8. 7. 2 中 的 (1) 
(2) 迭代 直到 收敛 
I OD 计算 ŻA" Xi 
© EZE ŻA ZER” 
© 计算 B=2Z"AZ, 其 中 BER" 
@ 用 QR 算法 ,计算 B 的 舒 尔 向 量 组 构成 的 和 矩 阵 Y = 
(yym) 
© 计算 X... =ZY 
© 选 新 的 迭代 参数 iter. 
ARSY iter 不 能 选 得 太 大 ,否则 步骤 (2) 中 的 和 矩阵 儿 的 各 
列 向 量 会 几乎 线性 相关 ,这 样 步骤 (2) 中 加 的 正 交 规范 化 会 产生 困 
难 . 可 从 估计 向 量 的 收敛 速度 来 确定 iter. 另外 ,| Xow — Xou || <e 
(预先 给 定 的 容 差 ) 可 作为 迭代 终止 的 标准 . 
如 果 要 了 解 更 多 的 算法 实施 细节 ,如 一 旦 第 一 个 特征 向 量 已 
收敛 ,如 何 锁定 (locking) 它 ,或 收缩 (deflation) ,还 有 位 移 (shifts) 
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和 预 处 理 技术 等 ,可 参考 有 关 资 料 . 
如 果实 矩阵 4 的 mm 个 占 优 特征 值 满足 
la I>] à: [> >l A, l> 
令 Q=(q1,…,qm)，, 它 的 各 列 是 相应 于 20 二 1,2,…,m) 的 舒 尔 向 
量 , 则 X 的 第 7 个 列 向 量 收 敛 于 qj;(j 二 1,2,…,m) ,其 收敛 速度 取 


决 于 | et EBE B k E= fa bk: 当 信 对 称 时 ,B 收敛 于 对 角 


BF. B ñj XP u S A 的 m 个 特征 值 Mh sdate 27. 

An EE EF 4 的 m 个 占 优 特征 值 不 是 互 不 相同 的 , 则 B 收敛 于 
块 三 角 阵 ; 当 A 对 称 时 ,B 收敛 于 块 三 对 角 阵 . 其 中 1 X1 子 块 为 
A 的 实 特征 值 ,2X2 子 块 为 4 的 一 对 共 思 复 特征 值 . 


8.8 阿 诺 尔 德 方法 


阿 诺 尔 德 过 程 ( 见 7. 11. 2 节 ) 是 建立 克 雷 洛 夫子 空间 ( 见 
7.11. 1 节 ) 标 准 正 交 基 的 算法 . 最 初 用 来 约 化 一 个 稠密 阵 为 海 森 伯 
格 阵 . 后 来 发 现 它 也 是 求解 大 型 稀疏 矩阵 近似 特征 值 的 好 方法 . 

从 任意 非 零 规范 化 向 量 w 开始 ,由 寡 和 迭代 生成 序列 w = Av- 
(一 1,2,… m) ,构成 克 雷 洛 夫 子 空间 Kn 的 基 , 即 Kn = span{v , 
Av, s A” o}. 用 如 下 的 阿 诺 尔 德 过 程 即 用 修正 的 格拉 姆 - 施 
密 特 正 交 化 方法 将 Kn 的 基 正 交 化 , 称 为 阿 诺 尔 德 -修正 格拉 姆 - 
施 密 特 算法 . 修正 的 格拉 姆 - 施 密 特 算法 与 标准 的 格拉 姆 - 施 密 特 
算法 在 数学 上 等 价 , 采 用 形式 不 同 的 计算 公式 ,修正 的 算法 比 标准 
的 算法 具有 更 好 的 数值 性 质 . 

算法 8. 8.1 阿 诺 尔 德 -修正 格拉 姆 - 施 密 特 算法 

(1) 给 定 一 般 的 nx n 非 埃 尔 米 特 阵 A, 任 选 非 零 向 量 v H 
l mw ||; = 1. 确定 m(—<n) 

(2) 迭代 
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XT =1,2,:: ,m 
O o :=Ao, 
© W+i=1,2,--,j 
h; = (@,v:) 
@:= @ — h; v: 
© hiny = llo |l; 
@ 如 果 hj+1,; 二 0, 则 停止 
否则 
© V+ = /hr, 
该 算法 有 如 下 性 质 : 
命题 8. 8. 2 向 量 vi, vo o Un 构成 子 空间 K, = {vw， 
和 Av1，,…,A”'w} 的 正 交 基 . f 
命题 8.8.3 “< V,.,=(o i u, nX m EE, Hn E: mxX m 
海 森 伯 格 和 矩阵 ,其 非 零 元 素 由 算法 确定 则 成 立 如 下 关系 
AV, = V,H, + hmin Dmt En» (8.8.1) 
VHAV, = Ha. (8. 8. 2) 
命题 8.8.4 $M Ë H. KREEKA E S£ (Ritz) Ë) , A 
应 的 特征 向 量 是 yi. i SV nyi 称 为 里 蒋 近 似 特 征 向 量 , 则 
(A — A Tu™ s sg hmi meny Ony . (8.8.3) 
|| CA. 221” |,= han.n | ez |. (8.8.4) 
该 命题 说 明 余 量 范 数 等 于 Ai.。 乘 特征 向 量 yi” 的 最 后 一 个 
分 量 , 从 而 得 到 终止 准则 . 当 h = 时 ,有 
Au” = Apu t i= l, 35 
这 时 AP Mu 分 别 为 原 矩阵 4 的 最 佳 近似 特征 值 和 相应 的 特征 
向 量 . 
为 此 ,在 完成 了 阿 诺 尔 德 -修正 格拉 姆 - 施 密 特 算法 之 后 ,还 需 
用 其 他 方法 ,如 海 森 伯 格 阵 的 QR 算法 ( 见 8. 4.2 WHR H, 的 
特征 值 Mf”(i 一 1,2,…,m) 和 相应 的 特征 向 量 "(i 二 1,2,…. 
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m). 再 计算 ui” = V,yi” (i 二 1,2,*…*,m). 

当 m<n 时 ,很 容易 完成 以 上 计算 . 但 随 着 m B 38 pn , E BE Vn 
AH. 的 存储 量 增加 , 阿 诺 尔 德 算法 的 使 用 受 限 制 ,如 果 只 需求 出 
大 型 稀 朴 矩阵 4 的 最 大 的 实 特征 值 ,可 利用 重新 开始 的 办 法 来 应 
对 m 增 大 造成 的 困难 . 在 阿 诺 尔 德 迭 代 了 m 次 后 ,计算 A 的 近似 
特征 向 量 ,用 它 作 为 下 一 次 阿 诺 尔 德 迭 代 的 初始 向 量 , 如 此 重复 ， 
直到 收敛 .有 如 下 算法 . 

算法 8. 8.5 ARERR 

(1) 选 初始 向 量 v, € R" H. || o ||, —=1. AEE V, fü Hn 的 
维 数 m. 

(2) 迭代 : 执行 算法 8. 8. 1 的 迭代 步骤 (2)， 

(3) 重新 开始 : 计算 H, 的 最 大 特征 值 A1” 和 相应 的 特征 向 
E yi ,计算 ui =V nyi”. 

(4) 如 果 其 余 量 范 数 足够 小 , 则 停止 ,否则 w =u 且 转 到 (2). 

算法 求 得 的 4” 和 wi” 分 别 是 原 和 矩阵 4 的 最 大 近似 特征 值 
和 相应 的 近似 特征 向 量 . 

该 算法 是 求解 大 型 稀 朴 矩阵 极端 (最 大 和 最 小 ) 特 征 值 的 很 有 
效 的 算法 ,其 收敛 速度 比 守 法 或 带 位 移 的 寡 法 快 得 多 ,而 且 可 选用 
比较 小 的 m 二 n, 仅 需 用 很 有 限 的 存储 量 .，. 


8.9 ” 兰 乔 斯 方法 


Ut nX n EREA EKAR RRR EC AER”, A 是 
对 称 阵 ) , 则 阿 诺 尔 德 方法 就 简化 为 兰 乔 斯 (Lanczos) 方 法 . 它 是 求 
解 4 的 少数 几 个 最 大 或 最 小 特征 值 的 有 效 方法 . 
B A Èn 阶 实 对 称 阵 , 则 存在 n 阶 的 正 交 阵 V,= (o, ,mm,…， 
v) HP ER"(i 二 1,2,…,n) ,使 得 
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B =< P 
VAV, = T, = “s. Ya. Co ， (8.9.1) 
Bez Qama Bei 
8- a, 
显然 AV.=V,T, , BD 
w ñ 
Ba ` 
ACUI sUn) = (010165 0, sR 
Br a 
对 于 j 二 1,2,…,n 一 1, 有 
Av, = Bi Vi Hajv; 十 Bpirl， (8. 9. 2) 


其 中 Bw 二 0. 
兰 乔 斯 过 程 是 确定 三 对 角 阵 T, 的 元 素 {ai,B } 及 正 交 阵 W, 的 
各 列 {v;} 的 算法 . I 
Wu ER H || o l:=1, HRC. 9.2) 且 利用 {vw} 的 正 交 性 ,得 
a = (Ao; ,o;). 
(8.9.3) 
令 w;= Av; — ajv; — Bi Vis 
车 w 天 0, 则 
Va = w; / Bn ， Pm = l w; l2. 
# w =0,WH W BF Ik. 最 后 
an = (Ao, Vn). 
算法 8.9.1 兰 乔 斯 过 程 
给 定 对 称 阵 A € RX" 
d) 选 初始 向 量 wER* 且 1 x |,=1,# pA = 0, = 0. H 
#EEm(—n). 
(2) 迭代 : 对 于 j= 二 1,2,*…,m 
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w; := Ao, — B;9—, 
aj := (wj, +0,) 

: W; := w; — a;U; 

如 果 wj 二 8, 则 停止 ,否则 

Bn := || w; ll 
Vai := Ww;/Bin 

该 算法 有 如 下 性 质 : 

定理 8.9.2 BAER | HPE, v: ERE || = 用 一 1, 则 
兰 乔 斯 过 程 8. 9. 1 进行 到 第 jm 步 终止 ,其 中 m WR f = la] kn 的 
EBD m =rankK,,K, = spaní( 0; Un}. 此 外 ,对 所 有 的 了 一 
1,2,…,m 有 下 式 成 立 ， 

AV; = VT; + wej, (8.9.4) 
Hp V= lns , 9 J) H 
a 有 
ñ = ` 
> s . Ba 
Pi- a; 
定理 8.9.3 ÇAM JE T, 的 特征 值 ,其 相应 的 特征 向 量 为 
yi” Bu 一 Yoyf 为 里 蒋 近 似 特征 向 量 , 则 有 
| CA =A Du™ |x = B, enyf” |. 
此 定理 给 出 了 了, 与 4 的 特征 值 的 一 个 可 计算 的 误差 界 : 
min | X; —4:” |S] Ba || ey?” |s i= 1,2,%-,m, 
其 中 ,i 二 1,2,…,m AA 的 特征 值 . 

关于 兰 乔 斯 过 程 的 收敛 性 有 如 下 结论 : 

设 A 为 n 阶 对 称 阵 ,其 特征 值 at: 三 Mi* 三 … 二 ju, 相应 的 特征 向 
量 册 ,wu ，,… =u, T, 为 兰 乔 斯 过 程 第 m 步 得 到 的 三 对 角 阵 ,其 特征 
[EH A DA DS DAR , WI 
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T, = 


J 


(Ai — àn) tan? ($, ) 
k > >, — 4 sn `D. 
S SY ” (C,,(1+2m) 


(À, —A,.)tan° ($, ) 


n KAP < X, — i 
k SAT Sh Ha 


其 中 cos($) = | Cosan ) |» cos ($) = | (ua) |s p = GAE, 


Àn-1 


Oo" 一人， = ,C,-i(z)33 m 一 1 次 切 比 雪夫 (Chebyshev) 多 项 式 . 


当 m 增 加 , 即 C.-:(z) 的 次 数 增加 , 切 比 雪夫 多 项 式 在 1 十 
2o:>1 及 1 十 2o.>1 处 的 值 迅 速 增 大 ,所 以 4 的 极端 里 蒋 值 Xi” 
和 Aw” 能 分 别 给 出 A 的 极端 特征 值 Mh; 和 A, 的 很 好 的 近似 值 ,由 
此 ,得 到 如 下 的 切 比 雪夫 算法 的 基本 步骤 . 

算法 8.9.4 切 比 雪夫 算法 

给 定 对 称 阵 AER" ,计算 A 的 最 大 和 最 小 近似 特征 值 . 

(1) 选 定 man. 

(2) 执行 兰 乔 斯 过 程 (算法 8. 9. 1) ,得 三 对 角 阵 Tu. 

(3) 用 对 称 QR 算法 8. 5. 3 的 步骤 (2), 计 算 T, 的 特征 值 
AP AP Sea. 

(4) 选 定 s 4E msn. 

(5) 执行 兰 乔 斯 过 程 (算法 8. 9. 1) ,得 三 对 角 阵 工 . 

(6) 用 对 称 QR 算法 8. 5. 3 的 步骤 (2) ,计算 T, 的 特征 值 Ai > 
AP Se DAP. 

(7) WR LAm AP AA aP 1 充分 小 , 则 停止 ,否则 
m :一 5, 返 回 (2). 

切 比 雪夫 算法 是 计算 对 称 和 矩阵 极端 (最 大 和 最 小 ) 特 征 值 的 有 
效 方法 . 而且 A” SA AS 22); AKR SAna Aner sz 但 效果 不 
如 极端 情况 . 
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8.10 对 称 广义 特征 值 问题 


广义 特征 值 问 题 (generalized, eigenvalue problem) 最 常见 的 
形式 为 
Ax = ABx. (8. 10. 1) 
如 果 存 在 非 零 向 量 x, 使 上 式 成 立 , 则 称 4 为 广义 特征 值 ,x 为 相应 
的 特征 向 量 . 
如 果 A € RE XT fg BE, B € R" "是 对 称 正 定 阵 , WJ # 
式 (8. 10. 1) 为 对 称 正定 广义 特征 值 问题 . 


8.10.1 楚 列 斯 基 - 对 称 QR 算法 


由 于 B 是 正定 的 , 故 存在 楚 列 斯 基因 子 分 解 
B = LL", 
其 中 工 为 实 的 非 奇 异 的 下 三 角 阵 . 于 是 式 (8. 10. 1) 等 价 于 
L'!A(L!)T!LTx = AL'™x, 
又 等 价 于 
Cy = ày (8. 10. 2) 
Hp CSLU AL)", y= L" x. 这 是 标准 对 称 特征 值 问 题 . 下 面 给 
出 一 种 算法 , 它 既 用 了 楚 列 斯 基因 子 分 解 又 用 对 称 QR 算法 . 
算法 8. 10.1 | 
(1) 计算 矩阵 B 的 楚 列 斯 基因 子 分 解 B — LLT 
(2) 计算 C=L ALY 
(3) 用 对 称 QR 算法 ,计算 C 的 舒 尔 分 解 QT00= 二 diag (a au) 
(4) + X=L TQ 
算法 中 矩阵 C 可 覆盖 矩阵 4. 矩阵 C 的 近似 特征 值 a, ，… ,a。 
为 广义 特征 值 的 近似 值 ,X 的 各 列 为 相应 的 特征 向 量 . 
该 算法 的 不 足 是 : 实际 上 许多 对 称 正定 矩阵 特征 值 问题 中 ,4 
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和 B APIE K R Rü Bü HE PE , Im C Jë W PF , Z + fi Tt FE E BF BO 88 DA TE ; 
另外 当 和 矩阵 B ERS, i=l, n 值 严 重 损失 有 效 位 . 


123 0.001 0 0 
例 8.10.2 若 4=|2 4 5|,L=| 1 0001 0 | 及 
3 5 6 2 1 0.001 


8 二 LL", 则 4 一 4B 的 两 个 小 特征 值 为 
aı =— 0. 619402940600584, 
az= 1. 627440079051887. 
车 用 算法 8.10. 1 ,对 该 例 作 双 精 度 运算 ,得 
3, =— 0. 619373517376444, 
az = 1. 627516601905228. 
只 准确 到 4 位 有 效 数 字 , 其 原因 在 于 矩阵 B 严重 病态 ,其 条 件数 
cond; (B)=s=10!5. 


8.10.2 兰 乔 斯 算法 


兰 乔 斯 方法 是 求解 高 阶 对 称 正定 广义 特征 值 问题 的 部 分 大 的 
(或 小 的 ) 特 征 值 和 相应 的 特征 向 量 的 有 效 方法 . 

对 于 标准 对 称 特征 值 问 题 (8. 10. 2) , 兰 乔 斯 方法 可 保持 矩阵 
A 和 如 的 稀 朴 性 , 且 不 必 先 将 C= L TAL ' 乘 出 ,而 用 其 因子 形 
式 .例如 ,算法 中 要 计算 z= 二 Cv =L !14L To ,可 作 如 下 计算 

u=L"v, w= Au, z=L'w, 

包含 两 个 三 角形 方程 组 的 求解 和 一 个 矩阵 向 量 乘 法 . 因此 , 兰 乔 斯 
方法 能 求解 高 阶 .带宽 较 大 的 对 称 正定 广义 特征 值 问题 . 

下 面 考虑 与 广义 特征 值 问题 (8. 10. 1) 等 价 的 另 一 种 标准 特征 
值 问题 

B Ax = Xx. ` (8.10.3) 
令 C=B-:4, 因 为 4 对 称 , 史 对 称 正 定 ,B 显然 是 正定 的 , 故 C 的 
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由 于 舍 人 误差 ,(v ,w) 有 可 能 出 现 负 值 . 一 种 改进 的 办 法 是 : 
引进 向 量 z, = Boj. 在 兰 乔 斯 过 程 中 对 z, 保持 三 项 递 推 关系 , 即 用 
B 左 乘 式 (8. 10.4) 两 边 , 得 

Bw = Av; — ajz; — Bizi1. 
这 样 , 构 成 求解 广义 特征 值 问题 的 第 二 种 兰 乔 斯 过 程 . 

算法 8. 10.4 第 二 种 兰 乔 斯 过 程 

d) 选 初始 向 量 w H | o 上 二 1, 置 8 =0, 

Zo = ú = 0,z, = Bo, 


(2) 和 迭代: 对 于 j=1,2,…,m 


Ov :=Av;—Bizj_i 
@ a; := 一 (ou) 

@ v :=v —a;jz; 

@ mw: 一 Brim 

© pir :=(w,v)? 


© vn=w/Bt 和 zr =V /Bt 
因为 中 对 称 正 定 , 故 本 算法 第 (2) 步 @ 中 的 (wp)= 王 (Bu， 
v ) 的 计算 不 会 出 现 负 值 . 
将 第 一 种 兰 乔 斯 过 程 或 第 二 种 兰 乔 斯 过 程 代替 切 比 雪 夫 算 
法 8. 9. 4 中 的 兰 乔 斯 过 程 , 可 求 得 广义 对 称 正定 特征 值 问 题 的 极 
端 特征 值 . 
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特征 值 是 实 的 且 其 规范 化 特征 向 量 关 于 B AR 
(x,y)s = (Bx,y) 
是 正 交 的 . 相应 的 B 范 数 为 
I x |= (Bx, x)Ż. 
重要 的 是 和 矩阵 C 关 于 欧 几 里 得 内 积 是 非 对 称 的 ,而 关于 B 内 积 是 
自 共 轿 的 , 即 
(Cr;y)s = (x,Cy)s, V x,y. 
因此 ,可 以 对 标准 特征 值 问题 (8. 10. 3) 采 用 标准 兰 乔 斯 方法 ( 见 
8.9 节 ). 在 兰 乔 斯 过 程 ( 算 法 8. 9. 1) 中 ,用 如 内 积 代 替 欧 几 里 得 
内 积 ,以 及 利用 特征 向 量 关 于 B 内 积 正 交 的 性 质 ,对 算法 的 主 循 
环 修改 如 下 : 
a; = (Cvj,v;)s = (Av;,v;), 
w= Co, — avj; — Boi + - (8. 10. 4) 
Ba = | wla= (Bw,w)? = (Avj, w)?. 
因为 
(Bw,w) = (Ao;,w) — a; (Bo; ,w) — p; (Bv; w) = (Ao;,w), 
EF (Bo; w) =0, (Bo; w) = 0. 故 有 如 下 的 求解 广义 特征 值 问 
题 的 第 一 种 兰 乔 斯 过 程 . 
算法 8. 10.3 第 一 种 兰 乔 斯 过 程 
(1) 选 初始 向 量 w Hilo ls=1, 置 8 一 0,mw 王 0, 确定 m<n. 
(2) 迭代 : 对 于 j=1,2,*…,m 
O v :=Av; 
@ aj += (v ,v;) 
@ w:=B ''o.-—aj0;—B;o;-, 
@ Br += (o w)? 
@ Vti: = w/B;+, 
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9 非 线 性 方程 组 数值 解 与 最 优化 方法 


91 引言 


9.1.1 非 线性 方程 组 求解 问题 


用 计算 机 求解 非 线 性 方程 组 的 有 效 算 法 ,对 求解 各 种 非 线性 
力学 问题 .电路 问题 .经济 平衡 问题 、 非 线性 规划 以 及 各 种 非 线性 
偏 微分 方程 离散 化 得 到 的 方程 组 ,都 有 重要 的 实际 意义 . 

非 线 性 方程 组 的 一 般 表 达 式 为 

Ji Ga ° ,z,) = 0, 
| : (9.1.1) 
万 (zzn) = 0, 
其 中 nn 二 1, 为 正 整数 ,f;(i 二 1,…,n) 是 定义 在 实 n 维 空间 R" 中 开 
RD 上 的 实 函 数 ,车 采用 向 量 记号 


fix) z, 0 
F(x) = ， x= |: |, 0= | : |， 
fet) Ea 0 
则 方程 (9. 1.1) 可 写成 
F(x) = 0. (9.1.2) 


这 里 下 表示 定义 在 D EIER TERS mapping), iA F: DC 

R"—R", 车 存在 x" ED 使 F(x* ) 一 0, 则 称 x" 为 方程 (9. 1.2) 的 

R. 当 n=1 时 ,就 是 方程 求 根 问题 ( 见 第 5 章 ). 当 方 程 (9. 1. 1) 中 

所 有 f, 都 是 线性 函数 时 , 即 为 线性 方程 组 ; 如 果 f; 中 至 少 有 一 个 

是 非 线性 函数 , 则 称 为 非 线性 方程 组 . 当 n2>1, 为 非 线性 时 , 方 
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程 (9. 1. 1) 的 求解 问题 无 论 在 理论 上 或 实际 求解 方法 上 , 均 比 上 述 

两 种 情形 困难 得 多 ,因为 非 线性 方程 组 解 的 情况 复杂 , 它 可 能 无 
解 ,也 可 能 有 任意 多 个 解 
例 9.11 i = zi — zx +a = 0, 
(ziyza) =—= Hri +a = 0. 

这 是 n=2 的 例题 ,其 中 实数 a 在 一 1 与 1 之 间 变 化 ,在 R 中 

每 个 方程 代表 平面 上 一 条 曲线 , 求 方程 组 的 解 就 是 求 两 条 曲线 交 


点 ,车 取 a=1, 开 ,0, 一 1, 则 四 种 情况 的 解 见 图 9. 1. 
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(a) a 二 1, 无 解 ， 
(b) a 一 士 ,有 惟一 解 ,x 一 zs 一 去 ; 


(c) a 一 0, 有 两 个 解 , zl: 一 zz 一 0; xı ™z:™ l; 
(d) a=—1,# 4 +f#$8B8,z,= —1,z, = 0; z, =0,z, =—1; 


mn=xn=+0+/5). 
例 9.1.2 方程 组 
人 sz) = T" [sin( 5x2: )F t: = 0, 


filzi,72) = zz — xz + 1 = 0, 
有 多 个 解 , 见 图 9. 2. 


为 求解 非 线性 方程 组 (9. 1. 2) ,首先 要 知道 解 的 情况 , 即 有 无 
解 ,有 多 少 解 ; 只 要 方程 确实 有 解 , 就 要 研究 描述 分析 和 逼近 方 
程 解 的 方法 ,主要 是 在 计算 机 上 使 用 较 多 的 各 种 迭代 算法 和 近 十 
几 年 新 发 展 的 各 种 数值 解法 . 


9.1.2 无 约束 最 优化 与 非 线性 最 小 二 逆 


求解 非 线 性 方程 组 (9. 1. 1) 可 等 价 于 无 约束 最 优化 问题 , 即 求 
x° ED, 使 
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pa) = mingla), (9.1.3) 
其 中 p: DC R" —R! 3 tA sE BJ 3: PE Š , 8 A PF2 REN x 称 为 
问题 (9. 1. 3) 的 最 优 解 ( 或 极 小 点 ). 问题 (9. 1. 3) 的 含意 是 在 函数 
的 定义 域 DCR" 上 求 目标 函数 g(x) 的 极 小 值 x" ,一 个 重要 的 特 
殊 情形 是 在 问题 (9.1.3) 中 取 

çG 一 到 rrTAr 一 brx 十 c， (9.1.4) 


Hp AER” HIIR EEE, x bE R c 为 常数 ,此 时 称 为 正定 
二 次 函数 的 极 小 问题 , 它 在 最 优化 问题 中 起 着 重要 作用 . 

如 果 目 标 函数 o 可 导 , 由 多 元 函数 必要 条 件 , 对 p 求 偏 导数 ， 
则 x" 是 方程 组 


fi(x) = 


的 解 , 它 表明 求 问题 (9. 1. 3) 的 极 小 点 可 通过 求解 非 线性 方程 组 
(9.1. 5) 得 到 . 反之 ,对 方程 组 (9. 1.2), 若 取 


gœ) = TFF) = Dfix), (9. 1.6) 
i=l 


则 可 将 求解 非 线性 方程 组 (3. 1. 2) 转 化 为 求 最 优化 问题 (9. 1. 3). 
在 处 理 大 量 实 验 数据 的 曲线 拟 合 问题 时 若 数学 模型 关于 参量 
不 是 线性 的 ,假定 拟 合 曲线 方程 为 
. y= f(t; x), (9.1.7) 
其 中 1 为 自 变量 ,x 二 (x,，… ,zx,)" 为 待定 参量 , 若 给 出 一 组 数据 
(tyi) (i 二 1 ym; m>>n) ,要 求 x 使 


9 . . 
PP -0 G= 1,22, n (9.1.5) 
DX 


px) = D Lf x) — y, J (9.1.8) 
i=l 


最 小 ,这 里 xE DCR" ,pgCDCR" 一 R' ,这 就 是 非 线性 最 小 二 乘 问 
B. 它 也 是 一 个 求 最 优 解 问题 . 求 式 (9. 1. 8) 的 极 小 值 ,由 多 元 函数 
极 值 必 要 条 件 得 
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99 _ , Š M a A S0 GaLz 
ga, ?2 ft ys; ta) = 0 G= L2, n). 


(9.1.9) 

式 (9.1. 9) 是 关于 x 的 非 线性 方程 组 , 求 此 方程 组 的 解 与 求 
式 (9. 1. 8) 的 极 小 值 是 等 价 的 . 
此 外 ,对 非 线 性 超 定 方程 组 

fi(zi s z,) = 0, 

| H (m > n) (9.1.10) 


fs (an s. z,) = 0, 
的 求解 问题 , 当 = n 时 , 即 为 非 线 性 方程 组 (9. 1. 1) 求 解 ,对 于 
m>n 的 超 定 方程 组 (9. 1. 10) 的 求解 也 可 转化 为 求 目 标 函 数 
g(x) = FO) FG) = 13 fe pest) (m> m 

(9.1.11) 

的 极 小 值 . 因此 , 超 定 方程 组 (9. 1. 10) 求 解 可 通过 求 式 (9. 1.11) 05 

最 小 二 乘 解 得 到 . 

9.1.3 非 线性 英 射 的 导数 与 中 值 定 理 


非 线性 方程 组 (9. 1. 2) 的 求解 涉及 到 映射 F: DC R"— R” W 
导数 概念 及 相关 性 质 . 

定义 9.1.3 EF: DCR"'—R”,#l 3 XE pe R", 
x 十 h€ED, 都 存在 矩阵 AE R"*”> ,使 


lim + |FCx+ih) — FG) — 1Ah j- 0, (9.1.12) 
或 等 价 地 
lim LEF + th) — FG) J= Ah, (9.1.13) 


则 称 映射 下 在 x 处 G- 可 导 (Gateaux 可 导 ) ,并 称 A 38 F 在 x 处 的 
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G- 导 数 . 记 为 F'(x). 
根据 定义 , 当 F 在 x 处 G- 可 导 时 , 则 在 x 处 下 的 各 分 量 万 ,…， 


f 的 偏 导数 5 天 (一 1， ,ms j= 二 1,…,) 均 存在 , 记 F (x) =A= 


(aj), 取 hh==@; 二 (0,…,0,1,0,…,0)T 为 第 j 个 单位 向 量 ,从 式 
(9. 1.13) 得 出 


lim Hift tel) — f,G)] = aç. 


由 此 得 
_ 9fi(x) 
q; = Jz; » 
gp 
2 n 2A 
gxi CE 
F (x)= | : t li (9.1.14) 
CESI IEn 


和 矩阵 (9. 1. 14) 称 为 F(x) 的 雅 可 比 和 矩阵 . 

当 m= 二 1 时 F(x) 为 定义 于 R" 上 的 多 元 函数 ,F(x) 三 f(x), 此 
时 fw = (R, E) ms, for 称 为 f(x) 在 点 x 
的 梯度 , 记 gradf(x)= f Cx)". 

注意 ,G- 导 数 是 按 方向 定义 的 ,F(x) 在 x 处 G- 可 导 不 能 保证 
F 在 x 处 连续 .下 面 给 出 强 导数 的 定义 . 

定义 9: 1.4 假定 F: DCR"~>R" ,如 果 对 YhER", 存 在 AE 
R'*m ,使 


it “i = = 
lim Thi || F(x + h) — F(x) — Ah || 0, (9.1.15) 


则 称 下 在 x 处 下 -可 导 (Frechet 可 导 ). A 称 为 -导数 或 强 导 数 . 
*， 481 ° 


仍 记 为 A= F'(x). 

显然 ,下 在 x 处 上 -可 导 则 必然 G- 可 导 , 且 下 -导数 等 于 G- 导 
数 .正在 x 处 F- 可 导 则 下 连续 . 

有 关 导 数 最 常用 的 定理 是 各 种 形式 的 中 值 定理 . 

定理 9.1.5 # F: DORRERA DCD 上 G- 可 导 ， 
对 VYx,y,zED, 则 有 以 下 结论 : 

(1) 存在 OSK sesta <1 使 
fixt t x)) 


F(y) — F(x) = | 《9. 1. 16) 
faH tay — x)) 
(2) || F(y)—F(x) || 
< sup, | F (x+¿4(y—x))| y 一 zx 站 (9.1.17) 
G) IFO) — Fa) —F'(x)(y— z) | 
< sop | F(zt+ity—z))—F x) l By—z]. (9.1.18) 


(4) 车 再 假定 F(x) 在 D, 上 半 连 续 , 则 
FCy) — F(x) = [Pato ds 


(9.1, 19) 
定理 9. 1.6 # F: DCR >R" EFD DCD + G- 可 导 ， 

且 对 所 有 x,y€ Do ,车 存在 c>0 及 p€ (0,1) ,使 得 
| Fœ) F (y) Selxr—yl? (9. 1. 20) 


成 立 ,此 时 称 FOE D, 上 为 赫 尔 德 连续 , 则 
|| F(y) — F(x) — F (x) (y — x) || <l =l PH, 
(9.1.21) 
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9.2 和 迭代 法 与 不 动 点 定理 


9.2.1 迭代 法 基本 概念 


为 了 研究 迭代 法 ,可 把 方程 (9. 1.2) 改 写成 
x = G(x), (9.2.1) 
这 里 G: DCR" 一 R". 例 如 G(x)= 二 x 十 BF(x), 其 中 B 为 n 阶 非 奇 
RER, BER”. 方程 (9. 1.2) 的 解 x` ,也 是 方程 (9. 2. 1) 的 
解 , 即 x = 二 G(x" ),x' 称 为 G 的 不 动 点 (fixed point: 因此 , 求 方 
程 (9. 2. 1) 的 不 动 点 等 价 于 求 方程 (9. 1. 2) 的 解 . 求 方程 解 的 迭代 
法 的 过 程 ,就 是 从 p> 个 初始 向 量 x ,x ，…,x*”! 出 发 ,通过 某 一 
迭代 程序 生成 一 个 序列 {x*} 的 过 程 . 例如 ,可 构造 迭代 程序 
H = Gt) (一 0,1,…)， (9.2.2) 
它 由 x? 出 发 生成 一 个 序列 {x*} ,此 时 p= l, ARER O. 2. 2) 
为 单 步 法 (one-step methods). 4 p2>1 时 ,和 迭代 程序 为 
H = Grt, a e,t) (k= pl, ps), (9.2.3) 
称 为 多 步 法 (muitistep methods). 应 用 迭代 法 有 三 个 基本 问题 : 
第 一 ,是 适 定性 问题 . 迭代 法 生成 的 序列 {x*} 均 在 求解 域 D 
内 , 即 {x*}CD. 例如 ,对 迭代 法 (9. 2. 2) 就 要 求 每 步 x 均 能 计算 
出 结果 ,有 上 且 所 有 x* € D. 
第 二 ,是 收敛 性 问题 . 就 是 要 求 序 列 {x*} 收 全 到 方程 (9. 1. 2) ` 
的 解 , 即 jimx* 二 x*. 由 于 对 初始 近似 x° 的 不 同 限制 ,迭代 法 收敛 
性 有 三 种 不 同 的 概念 . 
(1) 局 部 收敛 性 . : 
定义 9.2.1 BEF: DCR'—R",x" ED 是 方程 (9. 1.2) 的 
一 个 解 .车 存在 x* 的 一 个 邻 域 SCD, 使 Y 姑 ES, 和 迭代 序列 { 世 CC 
S, 且 收敛 于 x`, MERERI x) RA FS 88 & @& tE ( local 
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convergence), A x" PR 282 3⁄8 AR PF J (xt) BS WR 5] #& (point of 
attraction). 

(2) 半 局 部 收敛 性 . 它 不 假定 方程 (9. 1.2) 解 x" 存在 ,只 在 初 
始 近 似 x" 满足 一 定 条 件 下 证 明和 迭 代 序 列 {x*} 收 化 于 解 x" ,这 种 
收敛 性 定理 本 身 包含 了 证 明 解 的 存在 惟一 性 . 实际 上 这 时 x° 仍 在 
x" 附近 , 即 | x° —x* | 较 小 ,因此 , 半 局 部 收敛 性 定理 对 x° 的 限 
” 制 仍然 较 大 . 

(3) 大 范围 收敛 性 . 它 对 求解 域 D 中 任意 的 初始 近似 x° , 均 
能 使 序列 {x*} 收 敛 到 解 x" ,是 最 完善 的 ,也 是 最 好 的 结果 ,但 很 多 
迭代 法 往往 只 具有 局 部 或 半 局 部 收敛 性 . 

第 三 ,是 效率 问题 . 在 用 计算 机 求 方程 解 的 全 过 程 中 ,机 时 是 
否 节 省 ,这 是 一 个 时 间 计 算 复杂 性 问题 ,对 非 线性 方程 组 和 迭代 法 可 
用 迭代 序列 {x*} 的 收敛 速度 与 每 步 迭 代 计 算 量 大 小 来 衡量 

定义 9.2.2 假定 迭代 序列 {x*} 收 伊 于 x" , 若 存在 实数 pl, 
使 当 kko Xx" 时 
l xt — x° l 
lx — x" I? 
成 立 , 就 说 序列 {zxz} 是 p MBR (order p convergence) sa, 称 为 收 
KAF (convergence factors). 特别 地 ,p= 二 1 时 , 称 为 线性 收敛 
(linear convergence), p> 1 时 , 称 为 超 线性 收敛 (superlinear 
convergence) , p=2 时 , 称 为 平方 收 剑 (quadratic convergence). 

根据 定义 ,一 个 选 代 序列 {x} 的 收敛 阶 越 高 说 明 它 收敛 越 快 ， 
但 效率 高 低 还 与 每 步 迭 代 的 计算 量 有 关 . 

定义 9.2.3 假定 近代 序列 {x*} 的 收敛 阶 为 p 宇 1, 每 步 迭代 
的 计算 量 为 w, 则 迭代 序列 的 效率 (efficiency)e 定义 为 


e= me. (9.2. 4) 


0 < a, = lim < 十 co 


对 线性 收敛 ( 记 一 1) 的 和 迭代 序列 ,效率 。 可 定义 为 一 一 .ae: ,这 里 
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<a <1 为 收敛 因子 . 
9.2.2 压缩 映射 原理 与 不 动 点 定理 


对 于 方程 (9. 2. 1) 的 解 ,其 存在 惟一 性 及 和 迭代 序列 收敛 性 有 以 
下 定义 与 定理 . 
定义 9.2.4 BEG: DCR" 一 R" ,车 存在 常数 0 二 a 二 1, 使 
Vx,y€ D.C D,# 
| G(x)—G(y) || <al x — y il (9.2.5) 
成 立 , 则 称 G 在 D, 上 为 压缩 映射 (contraction mapping) ,a 称 为 
压缩 系数 . 
若 对 Yx,yE D, 有 
|GO)—GO)| < ly—xl, (9.2.6) 
则 称 G 在 D。 上 为 非 膨 胀 (nonexpansive) 了 映射 ,如 果 式 (9. 2. 6) rh 
当 x= y 时 严格 不 等 式 成 立 , 则 称 G 在 D。 上 为 严格 非 膨胀 映射 . 
定理 9. 2. 5 (压缩 映射 原理 ) G: DC R"— R"2⁄ Hl # 
DCD 上 的 压缩 映射 , 且 GD, C D, , M G 在 D。 中 存在 惟一 的 不 
动 点 x" . 而且, 从 任何 x*E D, 出 发 ,由 和 迭代 法 (9. 2.2) 生 成 的 序列 
{ 好 } 均 收敛 于 x*" .并 有 误差 估计 
le- i < yel l. 
定理 9. 2.5 给 出 了 方程 (9. 2. 1) 解 存在 惟一 性 的 条 件 , 只 有 在 
这 个 条 件 下 ,迭代 法 (9. 2.2) 是 大 范围 收敛 的 . 但 在 实际 计算 时 , 构 
造 的 迭代 法 往往 不 能 满足 定理 9. 2. 5 的 条 件 , 而 只 在 解 x` 附近 满 
足 定理 条 件 , 即 条 件 较 弱 的 局 部 收敛 定理 . 
定理 9.2.6 Bx 是 方程 (9.2.1) 的 解 ,G: DOR >R", EF 
在 开 球 S={x| || x 一 x | <8,g>0) =S" ,6)CD 和 常数 0<a<=1， 
使 VxES, 有 
l Gœ) 一 CCz ll Sallx— x" ll, (9.2.7) 
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可 得 
0 = Fx) = F) +F (r(x — zt) Rr — xb), 
其 中 


IR(Ax) 1 _ 
m asi “0: 


因此 , 当 兰 靠近 x" 时 ,可 略 去 余 项 RC — xt), JA m F # t Jy 
程 组 
F(x:)Ax =— F(x:) i (9.3.1) 
的 解 Ax 近似 差 x*  — xt j Ar 一 局 ”一 从 .于 是 可 得 I 
xt! = xt + Ax = x 一 F(x) F(x:). 
作为 x" 的 新 近似 ,可 得 到 迭代 程序 ， 
xti = xt — F (xt) Fx) (k=0,1,.), (9.3.2) 
此 即 为 解 非 线性 方程 组 的 牛顿 法 ,这 里 F (x) 是 下 的 雅 可 比 和 矩阵 
(9.1.14). 公式 (9. 3.2) 只 是 一 种 形式 记号 ,实际 计算 时 求 道 就 是 
解 方程 (9. 3. 1) , 故 可 将 式 (9. 3.2) 改 为 下 列 形式 : 
xt = y + Ax', 
F'Oxyt)Axt =— F(x) (k= 0,1,%:)., 
牛顿 法 由 x' 计算 x :的 步骤 是 : 
(1) 计算 FK F (xt); 
(2) 解 线性 方程 组 F(x*)Ax* 二 一 F(x*), 求 得 Ax; 
(3) 令 xtt!=x' +A. 
例 9.3.1 考虑 方程 组 
万 (ziyzz) 一 4z 十 码 一 4 一 0， 
f. (mi z+) = z, + z; — sin(x, — x+) = 0, 
在 (zy,z?) 一 (1,0) 附 近 的 解 ， 
E R Fn HER 


(9.3.3) 


af ah sz 27 
3 3 
PoO=| “|= ， 
Ifa Bfe 
32 Əx; 1 一 cos(zi 一 zz) 1 十 cos(Czl — zz) 
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M Y x ES, 由 迭代 法 (9. 2. 2) ERFA AE S P, B k @% 
T £”. 

定理 9.2. 6 给 出 的 条 件 (9. 2. 7) ,实际 上 是 x" 点 的 压缩 条 件 ， 
它 不 易 检 验 , 如 果 G 在 x*" 处 可 导 , 则 可 得 到 下 面 的 定理 ， 

定理 9.2.7 BREH G: DCR"-~>R"* 有 不 动 点 Y"Eint(D)， 
且 G 在 x' 处 F- 可 导 ,G'(x" ) 的 谱 半径 

Gx) = 一 1， (9.2.8) 

则 存在 开 球 S=S(x* 8) = (x€ R'| | x—x* | <ó) CD, HEE 
初始 近似 x ES, x" 是 迭代 序列 (9. 2. 2) 的 吸引 点 ， 

这 个 定理 给 出 的 条 件 可 作为 判断 具体 迭代 序列 收敛 的 依据 . 

局 部 收敛 性 是 在 G 的 不 动 点 x" 存在 的 前 提 下 得 到 的 , 当 G 不 满 
足 压缩 条 件 (9. 2. 5) ,而 只 是 严格 非 膨 胀 映射 时 ,有 下 列 不 动 点 定理 . 

定理 9.2.8 设 G: DCR"-~R" 为 有 界 闭 集 DuCD 上 的 严格 
非 膨胀 映射 , 且 G(D.)C D. WJ G # D, 上 存在 惟一 不 动 点 . 

定理 9.2.9 i& G: DCR"-~~R" 在 凸 闭 集 DuCD 上 是 非 膨胀 
映射 , 且 G(D.)C D. W| G # D, 中 存在 不 动 点 的 充分 必要 条 件 是 
至 少 有 一 个 x€ Du ,使 序列 x1 二 G(x*) (二 0,1,…) 有 界 . 

关于 不 动 点 存在 性 ,最 著名 的 是 下 列 定理 . 

定理 9.2.10 (Brouwer 不 动 点 定理 ) 设 G: DC R"—R"#E 
有 界 凸 闭 集 D.C D 上 连续 , 且 G(D。)CD,, 则 G 在 D。 上 至 少 存 
在 一 个 不 动 点 . 


9.3 牛顿 型 方法 


9.3.1 .牛顿 法 与 牛顿 型 方法 


求解 方程 (9. 1. 1) 的 牛顿 法 是 n=1 的 牛顿 法 (5.4. 3) 的 推广 ， 
假定 x° 是 方程 的 解 , 它 的 次 近似 x*€ED, 利 用 多 元 泰勒 展开 ， 
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R"'fg x` 处 F- 可 导 ,n MER AOE x 的 邻 域 5, 内 有 定义 , 且 在 
x" 处 连续 ,[A(x* )] ' 存 在 , 则 存在 闭 球 S= S(x: ,8)C S, ,使 对 
任何 IE 5S, 映射 


G(x) = x— [A(x)] F(x) (9.3.8) 
有 定义 , 且 在 x" 处 有 下 -导数 : 
G(x')=I—[A(x)] F (x°). (9.3.9) 


车 还 有 
pd- [Ax] Fl, 

则 x°" 是 牛顿 型 迭代 序列 (9. 3. 5) 的 吸引 点 . 

根据 此 定理 , 若 取 A(x) = 二 F(x), 则 得 牛顿 法 的 局 部 收敛 性 
定理 . 

定理 9.3.3 ji x` € SC D 是 方程 (9.1.2) 的 解 ,F: DC 
R" 一 R" 在 x" 的 开 邻 域 S, E F- 可 导 , 且 F(x" ) 非 奇异 , 则 存在 
S=5(x" ,8)CS,(6>0) ,使 映射 G(x) 二 x 一 F(x)-'F(x) 对 所 有 
xES 有 定义 , 且 牛 顿 法 (9. 3. 2) 的 迭代 序列 {x*} 超 线性 收敛 到 
x" ,车 再 假定 

|F (x) —F'(x`)| Sall- l VYxEs， 

其 中 a>0 为 常数 , 则 牛顿 法 (9. 3. 2) 至 少 二 阶 收敛， 

如 果 在 定理 中 还 假定 FODH x" 处 二 阶 F- 可 导 且 对 任何 
h€ R'£F”(x* )jih 关 0, 则 牛顿 法 是 二 阶 收敛 的 . 


9.3.2 牛顿 法 的 收敛 性 与 误差 估计 


上 节 讨 论 的 局 部 收敛 性 是 在 方程 组 (9. 1. 2) 的 解 存在 的 前 提 
下 给 出 的 ,但 通常 情况 并 不 知道 方程 组 的 解 是 否 存在 ,本 节 给 出 的 
半 局 部 收敛 定理 既 给 出 了 方程 解 在 x° 的 邻 域内 存在 惟一 ,也 给 出 
牛顿 法 迭代 序列 {x*} 收 敛 于 解 x` 及 其 误差 估计 ,在 这 些 定理 中 以 
康 托 洛 维 奇 定理 最 为 重要 . 
定理 9. 3. 4( 康 托 洛 维 奇 定理 ) BEF: DORREEN 
+ 489 。 


JAG0.z2)=(1,0)H £ A 

I ? )' FC) = ( ): 
0.4597 1.5403 0.159 
由 公式 (9. 3. 3) 算 出 z1=1.0,z1=—0.10292,EHH(z1,z) H £, 
由 公式 (9. 3. 3) 逐 步 迭 代 , 表 9. 1 给 出 了 计算 结果 . 


#9 1 牛顿 法 计算 例题 


Fx) = [ 


filh va) 


1.0 0.0 1.59E—1 
1.0 — 0. 1029207 4.55E—3 
0. 998609 一 0. 1055307 6. 63E—7 


w N — O| x 


0. 998607 一 0. 1055305 —1.03E—11 


上 述 构造 牛顿 法 的 方法 实际 上 是 用 线性 方程 组 (9. 3. 1) 近 似 
代替 方程 组 (9. 1. 2) 得 到 近似 解 ,更 一 般 地 可 用 线性 方程 组 
AGE) (x— xt) =- Fat) (9. 3. 4) 


的 解 
xti = xt — [Axt] Fet) (一 0,1) (9.3.5) 
作为 方程 组 (9. 1.2) 的 近似 解 . 这 种 方法 实际 上 就 是 线性 化 方法 ， 
这 里 xt 近似 x* ,有 目 应 要 求 A(x*) ER EMF F x), EFRA 
考虑 ,适当 选取 A(x) 就 可 得 到 牛顿 法 的 各 种 变型 , 称 式 (9. 3. 5 ) 为 
牛顿 型 迭代 法 . 显然 , 取 A(x) = 二 F(x) ,就 是 牛顿 法 ; 而 取 A(x) 三 
aen mena 维 平行 弦 方 法 : 
l=x—A FO) (k= 0,1,.). (9. 3.6) 
i 4.5) 的 推广 , 当 A() 三 F(x*) 时 ,就 得 到 
简化 牛顿 法 : 
= x F(x F(X) (k=0,1,.…). (9.3.7) 
对 牛顿 型 迭代 法 (9. 3. 5) ,有 下 面 的 局 部 收敛 性 定理 . 
定理 9.3.2 É x` ED 为 方程 组 (9. 1.2) 的 解 ,F:; DCR"— 
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DoCD 上 连续 可 微 , 且 满 足 条 件 : 

a) I Fœ F Cy) <y |l xy |l ,Vxr,yE D. 

(2) | EEFC.) || gx € Do. 

(3) MF Ge)" | <8. 

(4) $ h=py<+ =L U-V] = T [1 + 

12]. 
Slx stt) = (x€ R'| | x—x*° | <£“) C D. 

则 牛顿 法 (9. 3. 2) 生 成 序列 {x*}CS5Cw,t" ), 且 收敛 到 方程 F(x)=0 
的 一 个 解 x` ,在 域 SC(x*,t"* OND AR x 是 惟一 的 ,其 误差 
估计 


le -e cI UATE G Uo. 
(9.3.10) 
注意 , 当 有 < 过 时 可 得 到 牛顿 法 二 阶 收敛 的 结论 ;而 当 h 一 去 
时 ,由 (9. 3. 10) 得 到 
Ix = <i 


此 时 只 有 线性 收敛 ,关于 牛顿 法 的 半 局 部 收敛 性 较 重 要 的 还 有 如 
下 的 梅 索 夫 斯 基 定 理 ， 
定理 9.3.5 假定 DCR*-~Rr" 在 凸 集 D,CD 上 下 -可 导 ， 
且 对 任何 x€ D, # lI F(x) Ii 三 B, 对 Vx,yE Do, 
IFO- FI < yl x—yl, 


# x°€ D, 使 l F(x) Fx) l 么 小 且 a= 广 B79 二 1, 记 yo == 


927 , 若 闭 球 S=5 ,yo)CDo, 则 牛顿 法 (9. 3. 2) 生 成 的 序 
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列 {x*}CS 并 收敛 于 方程 (9.1.2) 的 一 个 解 x` € S. 此 外 
lxt =x Solr oe: G= 12, 
(9.3.11) 
wha = £ Dye < tra — 7". 
FARRA KARN RA EHRE AER SN 
有 关 , 误 差 不 传 播 ,是 自 校正 的 ,因此 ,在 理论 和 实际 应 用 上 都 是 一 
种 重要 方法 . 但 是 牛顿 法 对 初始 近似 xz 限制 较 大 ,只 有 x* SW 
x" 靠近 才能 保证 收敛. 另外 ,每 步 要 算 w 个 分 量 偏 导数 值 和 ， 个 


分 量 函 数值 ,还 要 解 一 个 线性 方程 组 , 故 工作 量 较 大 ,针对 这 些 缺 
点 牛顿 法 有 不 少 改进 的 算法 . 


9.3.3 离散 牛顿 法 与 修正 牛顿 法 


在 实际 使 用 牛顿 法 时 ,为 了 避免 计算 F(x) ,通常 可 用 差 商 代 
替 偏 导数 , 即 用 和 矩阵 J(x,h) 代 替 F (x). 


KIA G+he) -AW … LLA he) — fi] 
J(x,h) = i : als 
Hahei) fa] = Haat hen) — faa] 
(9. 3. 12) 
这 里 h= (hi ,* vha) së; 为 第 i 个 坐标 向 量 . 如 果 Jx FE, 
用 JO, hO RRO. 3.2) 的 F O) BB 8 EA E : 
HH = xt Th IFO) (k= 0,1,.), 
(9.3.13) 
其 中 {hr*) 为 预先 给 定 的 向 量 序列 , 若 取 
h = Cf x), f, (xt), s fa OT = Fat), 
这 时 J(x 有) 二 J(xt ,F(x*)), 将 它 代入 式 (9. 3. 13) 则 得 
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tY = y Jat, FOFO) (k= 0,1,.)., 
(9.3.14) 


此 即 牛 顿 - 斯 蒂 芬 森 方 法 . 这 个 算法 同样 具有 平方 敛 速 ,每 步 计算 
(n+ 1) F(x) 函 数值 ,如 果 计算 工作 量 W 以 每 步 计算 函数 值 的 
个 数 衡量 , 则 W=—n+ KA p=, FERRO. 2.4) 可 知 此 
算法 效率 


_ ln2 
ev = +i (9.3.15) 


在 牛顿 法 中 ,如 果 把 计算 F(x*) 与 计算 nn 个 F(x*:) 等 同 , 则 其 
效率 也 为 es. 程序 (9. 3. 14) 仅 把 计算 偏 导数 变 成 计算 函数 值 ,以 
便于 在 计算 机 上 使 用 ,其 余 的 效果 与 牛顿 法 相同 . 

为 了 减少 牛顿 法 的 计算 量 ,通常 可 用 简化 牛顿 法 , 即 

xi! = xt F(X) Fx) (一 0,1,…). (9.3.16) 
这 种 方法 除开 始 计算 F(x*)”!' 外 ,以 后 每 步 只 计算 一 个 函数 值 ， 
减少 计算 量 , 但 这 个 程序 只 有 线性 敛 速 ,收敛 慢 , 故 算法 (9. 3. 16) 
效率 仍 很 低 . 沙 曼 斯 基 (IUawackai) 把 m 步 简 化 牛顿 法 组 成 一 步 
牛顿 法 ,得 到 下 列 程序 : 


(9. 3. 17) 


k+l 


xt = x°, 
fe =H FDT FO), 
xt = tr, 
i=1l,--,m, k=0,1,--- 

称 为 修正 牛顿 法 . 这 个 程序 由 x* 计算 到 x**' 只 计算 一 次 F (xt), 
相当 于 计算 个 下 值 , 求 一 次 F(x)"!', 和 mm 个 下 的 函数 值 ,总 共 
计算 函数 值 的 次 数 为 n 十 m, 即 u= n+ m. 程序 (9. 3. 17) 生 成 的 序 
IRA m+ 1 Bt Ska , Bl p= m+ 1. 这 个 算法 的 效率 


e = !In(m + D 
Na ntm ` 


当 m=1 时 ,此 方法 即 是 牛顿 法 . ew =en, HELA 
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en n+m In2 


e 
— = n+tl In(m +] ¿¿<n+1, (9.3.18) 


当 m2>2 时 显然 有 = > 1, 这 说 明 算法 (9 3. 17) 的 效率 高 于 牛顿 


法 . 对 给 出 的 n, 如 果 可 以 选 最 优 的 m, 使 式 (9. 3. 18) 取 最 大 值 , 则 
有 相应 的 结果 , 见 表 9.2. 


39.2 修正 牛顿 法 与 牛顿 法 的 效率 比 


AREO. 3. 17) 比 牛顿 法 效率 高 ,又 包含 了 牛顿 法 ,因此 , 它 比 牛 
顿 法 更 有 效 ,是 一 个 可 供 实际 使 用 的 算法 . 计算 时 ,F(x*) 也 可 用 
J, FARRE. 


9.3.4 牛顿 下 山 法 


为 了 扩大 牛顿 法 的 收敛 范围 ,通常 可 构造 牛顿 下 山 程序 
X= xt — (x) Fox) (k=0,1,.), 
(9.3.19) 
其 中 称 为 下 山 参 数 ,0 一 和 1, 可 选择 o, 使 
| Ft || < I Fo) || (9. 3. 20) 
成 立 . 由 于 牛顿 法 (9. 3. 2) 没 有 保证 下 山 条 件 (9. 3.20) 成 立 , 所 以 
引入 参数 w 以 后 ,就 可 使 (9. 3. 20) 的 条 件 成 立 , 从 而 使 先 代 序列 
收敛 . 
定理 9.3.6 i F; DOR R ERT M, || F) || <? E 
域 D, = (x| || x—x° || Sop ED F F'(x)n|š% , H. 
IF OD | < Bp, 
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此 外 
IED F < yllx—yl, Vx,y€ D, 


成 立 . 令 a= y p B| 5 p >> 时 方程 (9. 1. DE De PAR x 


存在 , 且 在 0<o,<1 K 0<e 夺 wia 夺 2 一 e 时 ,由 式 (9. 3. 19) 生 成 
的 序列 {x*} 至 少 线性 收敛 于 x. 

由 定理 可 知 , 当 给 定 x° € D 后 ,每 步 迭 代 总 可 找到 满足 定理 
要 求 的 参数 m< 挟 1, 使 迭代 法 (9. 3. 19) 收 剑 ,在 这 个 意义 下 牛顿 下 
山 法 是 大 范围 收敛 的 . 但 在 实际 计算 时 ,要 选择 满足 定理 条 件 的 
wx 仍 较 困难 ,因此 ,可 以 先 令 内 =1, 用 逐次 减 半 方 法 确定 wi ,只 要 
检验 条 件 (9. 3. 20) 成 立即 可 . 这 样 做 当然 增加 了 计算 量 ,但 却 减少 
了 对 初始 近似 x 的 限制 , 实际 计算 时 还 可 用 J(x* F 一 代替 
F(x*)-!, 从 而 使 式 (9.3.19) 改 为 

x = xt wx, Fr)) F(x) (k=0,1,.) 
(9. 3.21) 


9.4 布朗 方法 与 布 兰 特 方法 


9.4.1 布朗 方法 


在 牛顿 法 (9. 3. 2) 中 ,把 非 线性 映射 作为 一 个 整体 逐次 线 
性 化 ,然后 求解 牛顿 方程 组 (9. 3. 1) 得 到 Ar. 这 种 方法 便于 进行 
理论 分 析 , 又 能 简化 迭代 格式 表示 ,但 未 充分 利用 函数 的 具体 
结构 . 当 各 分 量 函 数 f;(i=1,2,…,n) 非 线性 程度 分 布 不 均 时 ,把 
所 有 分 量 作 为 一 个 整体 考虑 显然 对 计算 效率 的 提高 是 不 利 的 ,为 
此 ,有 必要 按 分 量 方程 f;(x)= 二 0(i 二 1,2,…,n) 逐 个 加 以 考虑 . 布 
朗 (Brown) 正 是 基于 这 种 考虑 ,于 1966 年 首先 提出 了 对 牛顿 法 的 
改进 ,布朗 算法 的 基本 思想 是 对 FF 各 个 分 量 f, 逐个 线性 化 ,并 用 
其 中 每 一 个 线性 方程 消去 余下 那些 非 线 性 方程 的 一 个 变量 ,得 到 
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一 个 上 三 角形 的 线性 方程 组 ,再 逐个 回 代 求 得 新 近似 xt 1 09 8 #y 
E. 这 样 做 减少 了 计算 下 函数 值 的 个 数 ,又 具有 平方 剑 速 ,从 而 提 
高 了 效率 . 布朗 方法 很 大 程度 依赖 于 F 和 x 的 分 量 顺 序 , 为 了 方 
便 ,叙述 是 以 原 分 量 次 序 硕 序 进行 ,但 使 用 时 则 应 按 一 定 原则 排列 
次 序 . 设 方程 (9. 1. 2DAY k KEMAH x= ah haek), A xt 
计算 x*1! 的 步骤 如 下 : 

第 1 步 : 对 方程 F(x) 二 0 的 第 一 个 方程 f, (z=)=0 用 线性 
方程 


fi G) + at, C, -zi)=0 (9.4.1) 
近似 代替 ,其 中 人 
At = plf: Gt + hte) — fi Ge] 
~ h G= 32952 ays 
这 里 实际 上 是 用 f, OEA 的 一 阶 秦 甚 近似 逼近 fi(x) ,但 为 
了 如 免 计算 偏 导数 ?有 5 而 用 差 商 代替 . 假定 Al 20, H 
At G=1,2，… ,由 中 绝对 值 最 大 ， 则 由 方程 (9. 4. 1) 可 求 得 
n == Ah) fC) + 
Da 一 动 ] = LC zest) (9.4,2) 


在 实际 计算 时 ,应 选 A1; 中 绝对 值 最 大 者 , 求 出 zx , 即 选 主 元 . 
第 2 步 : 将 式 (9. 4. 2) 的 z 代入 方程 (9. 1. 1) 其 余 各 方程 ， 
并 记 
Bol Lrs Tzr Ta) = f. (Li (zm: zs, t Z.) Za Za st tEn)» 
gi = f, (Ltr zk), Li = Lilha stt ,zh), 
用 与 第 1 步 同 样 的 方法 ,对 g+ (ze za et z,)JB xt 处 一 阶 泰勒 近 
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似 ,并 解 出 zx; ,得 到 
Xs = = = (a$) [s + SA, (z, — =b ]= L; (z; Ts Ta 
其 中 
A5 = [e (d. Tessa] G= 2,3， sm). 
第 i 步 ; 将 r =L ltrs 2sty Tr) s tii > L,- i (Zi Liti "°° 
xs) 代 人 其 余 n 一 i 十 1 个 方程 , 记 
Bil Eis TH Ta) = fi La ott Li is Zi" Za); 
其 中 工 ; 是 由 i 一 1 列 三 角 线 性 方程 组 回 代 得 到 ,所 有 L, 都 要 用 
Zito, 表示 ,用 与 前 面 步骤 相同 的 过 程 可 求 得 
x= zt — (44) [z + Da — =) ] 
= L.,(miu +°" + Z,) + (9.4.3) 
其 中 
A; = 二 [gz 二 
hiej sri rt) — gt] (j=i,,n). (9.4.4) 
这 样 每 步 消去 一 个 变量 . 
Anh: 由 公式 (9.4.3), 当 i 从 1 到 nn 时 有 
Eala) = fa (Li L, i Z,) o 
其 中 L:G=1, =, n- DRE Tn 的 函数 ,由 此 求 出 
z, = z — (AL y ge = L.. 
把 它 作 为 x° 的 第 nn 个 分 量 x; 的 第 & 十 1 次 近似 , 记 作 tt, BU 
t 一 太一 (4 y 1244 
其 中 A%, 是 g,(zx,) 在 点 z: 处 的 导数 近似 , 将 它 代 人 式 (9.4.3), 这 


就 是 “ 回 代 过 程 ”, 可 逐步 得 到 
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zt = Lilih zt) Gi=n—l,,2,1). (9.4.5) 
按 以 上 步骤 从 x° 开始 反复 迭代 ,直到 x” 满足 精度 要 求 为 止 . 


考虑 到 步 长 与 函数 值 .变量 值 及 机 器 字 长 等 的 关系 ,对 第 i 个 分 量 
函数 ghi 按 如 下 规定 选取 : 


ht = max{ay ,5 X 10922 (j= 1,2,-*,n), 
而 
ak 一 min(max(| f° |, | gt [ses | gt 1),0.01x | z} |}, 
其 中 8 为 机 器 的 有 效 数位 (十 进 制 ). 


根据 以 上 算法 可 知 ,布朗 算法 每 迭代 一 步 所 需 计 算 函 数值 个 
数 是 : i=1 时 要 算 f, 的 n 十 1 个 值 ,i=2 时 要 算 f, B) n +Ë , 1 
此 类 推 ,由 六 到 x 导 :和 迭代 一 步 需要 计算 


SY: = 于 二 3 


个 分 量 函 数值 ,相当 于 2 于 3 个 玉 值 , 比 牛 顿 法 减少 将 近 一 半 计 算 
E. 布朗 算法 生成 的 序列 (x) 是 平方 收敛 的 , 它 的 效率 


_ 2ln2 
es = — 


1 8 十 3 
因为 布朗 方法 每 次 只 对 一 个 分 量 方程 fi = 进行 运算 ,所 以 
就 存在 一 个 最 优 次 序 问题 ,使 用 时 应 先 把 线性 方程 排 在 前 面 , 然 后 
按 非 线性 程度 由 低 次 到 高 次 排列 ,这 也 是 布朗 算法 的 一 个 优点 . 
例 9.4.1 设 非 线性 方程 组 为 
TZ? 十 Zz 一 Xz; 一 2 = 0, 
| +5xz, +1 = 0, 
zz; — 2z, +1 = 0. 
用 布朗 方法 求 x 二 (一 2,0,2) 附 近 的 根 . 
解 ” 先 将 给 定 方程 组 按 线性 情况 排列 , 令 
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fa (z) = rx — 2r, + 1 = 0, 
fi (z) = zt + z; — z; — 2 = 0. 
因 f, 已 是 线性 , 按 主 元 消去 x, , 则 得 
z, 一 一 HE +1) = Li lzi sz), 
代入 fos f, 3t f; 用 线性 函数 近似 , 即 用 
L (x) = f; + (zi — 2) Cr — zl) + atlara — zi) = 0 
近似 fa(z)==0, 解 出 l 
z, = z: 一 二 [Cz —2=i 1] = Lii). 
1 
HERA 户 ,得 
naed +s p= 


[ionat 


(= -Hia =at 0 六 2， 
1 
对 gs:(zli) 一 0 用 一 步 牛 顿 法 ,得 . 
:1 | We NR Ts n 
a +a +D [2 glo Da +1J) 2 
appin? I 
2525 3 
k= 0,1,-  (9.4.6) 
将 得 到 的 cit 进行 回 代 ,得 到 


zt! 一 一 Fam +1), 


k=0,1s (9.4.7) 


g = z — 去 [Cz 一 2)ztt! +1], 
用 式 (9. 4.6) 和 式 (9.4.7) 的 迭代 过 程 ,从 x° 出 发 可 得 到 下 列 计算 
结果 : 
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—2. 000000 0.000000 


2.000000 


一 2. 112747 0. 222549 2. 500000 
一 2. 103978 0. 220796 2.475393 
一 2. 103937 0. 220787 2.475299 


a wv t — C| w 


一 2. 103937 0. 220787 2. 475299 


在 例 9. 4. 1 中 ,av 39 88 9 837: , R AERE DL, EE 
算 机 上 为 避免 计算 偏 导数 ,通常 采用 差 商 近似 A;. 
9.4.2 布 兰 特 方法 


布 兰 特 (Brent) 于 1973 年 在 布朗 方法 基础 上 使 用 沙 曼 斯 基 技 
巧 , 即 在 由 内 计算 x**! 时 ,用 了 m 步 布朗 方法 , 且 每 步 用 的 A 不 
变 . 这 时 ,计算 回 代 过 程 的 公式 可 表示 为 


zt = zb — (At) Eg: (a*t) + Daah - —2')] 


et = rh! — (Ah) (9.4.8) 


I eo ‘1, 1=0,1,,m—1, 
其 中 x 二 对 ,x*" 二 11 ,A 由 式 (9.4.4) 表 示 . 这 就 是 布 兰 特 方 
法 的 基本 思想 . 这 时 由 x* 计算 x*" 的 工作 量 比 一 步 布朗 法 大 ,多 


算 了 (mm 一 1) 个 函数 值 , 故 总 工作 量 为 w= +m—1= 


?二 2 十 1 次 函数 值 


然而 ， 布 兰 特 方法 在 具体 实现 时 并 不 采用 布朗 方法 的 消去 与 
回 代 算法 ,而 使 用 一 种 基于 正 交 变换 的 方法 , 即 假定 上 次 迭代 后 ， 
BA x Wk KEM 及 一 个 正 交 和 矩阵 2 和 一 个 步 长 各 之 0( 初 
始 如 加 二 0, 给 定 Q. = D , 则 布 兰 特 方法 生成 Xt hit 及 Qt 
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的 计算 步骤 如 下 : 
1. $ Qa Ey =E; 
2. 对 j=1l,2, sn WER 3—5; 
3. 计算 
0 


1 0 


@% h | O 十 和 Quei) 一 大 Co) 


f, (yt + hQwes) — f, (yt) 
4. 令 s = + l Ay l , 找 一 个 正 交 和 矩阵 Uy ; 形 如 


使 Ula; =; ; ,这 里 Du 取 为 初等 反射 阵 , 于 是 Uy 可 表示 为 
U; = #— 2w;w » 


其 中 w € R" ,具有 形式 


w) = (0, O, Wj Wa)» 
H wiw,=1. 
5. 计算 
Qij = QU, 
及 
ji 
JEHO 一 yho 一 r ej. 


6. 对 lSl e,m, E yi Sy 3 j=l, n r 


| ( kejdy 
eS (22 s Qrant. 


7. & t = yrtin H FOti),3% | Ft) || Se 或 
"一 下 < ltt 上 (其 中 se: 为 给 定 精度 要 求 ), 则 置 x* 一 
LH FTR x 后 结束 ; 否则 k-1—k,ztti—= xt Q, =Q... Q, 
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此 即 为 牛顿 方程 组 .对 有 的 问题 (如 大 型 , 稀 朴 方程 ) 用 迭代 法 求解 
方程 组 (9. 5. 1) 比 直接 法 更 方便 . 如 用 和 迭代 法 解 , 则 在 牛顿 法 每 步 
中 又 生成 一 个 解 线性 方程 组 的 迭代 序列 {xtv ,j 一 0,1,…}, 这 就 形 
成 一 个 双 层 迭代 ,其 中 = 二 0,1,… 表 示 牛 顿 迭代 ,对 每 个 k 又 有 
j 一 0,1,… 表 示 的 线性 方程 组 迭代 做 辅助 迭代 . 从 理论 上 说 ,一 切 
求解 线性 方程 组 的 迭代 法 都 可 用 于 求 方程 (9. 5. 1) 的 解 ,其 中 ,用 
SOR 迭代 求解 牛顿 方程 组 被 称 为 牛顿 -SOR jË f, 简 记 
N-SOR 和 迭代. 

此 外 ,把 解 线性 方程 组 的 SOR 选 代 直 接 用 于 非 线性 方程 组 
(9. 1. 2) ,在 每 松弛 步 中 解 一 个 单 变量 非 线性 方程 ,如 用 牛顿 法 求 
此 方程 的 解 , 则 可 得 到 一 种 以 SOR 为 主 、 以 牛顿 法 为 辅助 迭代 的 
SOR- 牛 顿 迭代 法 . 


9.5.1 牛顿 -SOR 和 迭代 法 


车 记 A, =F Gt), b =F (xt)x* Ft), WAECO. 5. 1) 可 改 
写成 
Axt = b, (k= 0,1,.). (9.5.2) 
3⁄ A, 33838 A,=B, 一 Cx ,其 中 B, 非 奇 , 且 By` 容易 计算 . 例如 B, 
为 对 角 阵 、 下 三 角 阵 时 ,可 构造 迭代 法 : 
xii = By’C,x* +B,'b, (j = 0,1,---). 
E H, = B; 'C, WERNER 
x+ en Hx*’’ + B;'b, Cj = 0,1,--). 
若 limx… 存 在 ,在 迭代 产 次 后 ,如 果 
ls 
WA dath ,这 里 ARRARO. 5. 2) 的 精确 解 . 如 果 直接 取 
xH = yth = H,xth-1 + Br'b, 
= H,(H,x*#-: + B7'b,) + B; bx 
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hi = 


r Fitton M filt) E0, 
e || x |] ， Hfi) = 0, 
hih , 转 步 骤 1. 

定理 9.4.2 {E e>0,n>1l,S={xER"| || x—x* | <3e), 
F, S~>R" 是 F- 可 微 的 ,上 且 F(x* )=0. 车 F(x* ) 非 奇异 ,ho 二 e H 
x? 一 x 上 过 e, 当 充分 小 ;由 布 兰 特 方法 生成 的 序列 {x*} 收 敛 
+ x" , 且 收 敛 阶 至 少 为 m 十 1. 

根据 式 (9. 2. 4) , 布 兰 特 方法 的 效率 
2ln(m + 1) 


e(B,) = ml (9.4.9) 
当 m=1 时 ， p: 
e(B,) = eg, = at, 


在 式 (9.4.9) 中 当 给 定时 ,可 求 出 最 优 的 mm, 记 作 普 , 即 e( B; ) 一 
max e(B,,) ,m 值 见 表 9. 3. 


39.3 布朗 法 与 布 兰 特 法 的 效率 比 


[ss5|s|1aala 
| |2| 

CAN [sol cali so [1.03| i001.00 |1. 56|2.00 

AN EE EXO EN EC CE CI CE TD 


布 兰 特 方法 取 最 优 m 值 时 效率 最 高 ,因此 ,目前 不 少 计算 机 
的 数学 库 中 都 有 用 布 兰 特 方法 编制 的 软件 . 


9.5 牛顿 松弛 型 迭代 法 


在 牛顿 法 中 ,每 步 和 迭代 都 要 解 一 个 线性 方程 组 
F(x) Aaxt =— Fx) (k=0,1,), (9.5.1) 


° 501 ° 


(Newton-Seidel) 和 迭代 法 .在 N-SOR 迭代 式 (9. 5. 6) 中 ,松弛 因子 
ws KERK ja 如 何 取 , 对 收敛 速度 及 计算 效率 均 有 较 大 影响 ， 
从 计算 效率 考虑 要 求 选 最 佳 松弛 因子 o, ,使 N-SOR 和 迭代 式 (9. 5.6) 生 
成 的 迭代 序列 {x*} 收 敛 最 快 . 它 与 每 个 迭代 步 矩 阵 F(x*) 的 特征 
值 有 关 , 计 算 很 困难 ,所 以 通常 取 w= 二 w, 解 法 与 解 线性 方程 组 
SOR 法 相同 . 当 0 二 w<2 时 ,和 迭代 收敛, 和 迭代 次 数 ji TAH j, = 
mj, =k+1 或 j= 二 2* 等 ,也 可 根据 || xt —xth l] <£ 来 控制 . 
ER 六 =1, 则 式 (9. 5.6) 可 改写 成 

Xt = x — lD > L) FC) (k = 0,1,--), (9.5.7) 


称 为 一 步 N-SOR 和 迭代 , 它 具 有 计算 简单 `. 计 算 量 小 的 特点 ,但 它 
只 有 线性 敛 速 . 总 的 说 ,N-SOR 28409. 5. 6)# 4 o, =o H j, =m 
时 ,都 只 有 线性 敛 速 ,只 有 当 产 依赖 序列 {x*} 时 才 可 能 具有 超 
REGE. 


9.5.2 非 线 性 松弛 和 迭代 法 


把 解 线 性 方程 组 的 高 斯 - 塞 德 尔 (Gauss-Seidel) 迭 代 法 的 思想 
直接 用 于 解 非 线性 方程 组 (9. 1. 1) ,就 可 得 到 非 线性 松弛 迭代 法 . 
设 灶 = 二 (zt,… ,zt)T 是 方程 (9.1.1) 的 大 次 近似 解 , 则 求 e+: 的 第 
i 个 分 量 zit' ,可 由 下 一 0 的 第 i 个 分 量 方程 

fits, zF z ha a 0 C m lyen) 
(9.5.8) 
的 解 z, 得 到 . 由 x* 计算 x 导 :的 具体 过 程 如 下 ， 

3 i=1 时 ,由 fi (zi, zi, z) =0 解 出 z, 记 作 tt. 当 
i=2 BË, H f, Crit prerast ,x)= 二 0 解 出 z, E zt. 一 般 情 
况 下 ,由 方程 (9. 5. 8) 解 出 z, 记 作 zt. 由 于 每 个 分 量 方程 为 单 
变量 非 线性 方程 ,所 以 , 若 用 牛顿 法 求解 ,就 得 到 高 斯 - 塞 德尔 - 
牛顿 迭代 . 在 求 出 方程 (9. 5.8) 的 解 x; 后 ,引信 松弛 参数 ww 二 0， 
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= Hx’? + (H +- +H, + DB;'b,, (9.5.3) 
注意 到 
B'A, = B; (B, — C,) = I — H,, 
(Hh! +e +H +D(I—H,) = I—Hb, 
JR atl =t, ARCO. 5.3) 可 得 
xt = x — (I Hh) + 
(HÈ + -e + H, + DB (A,xt — F(x*)) 
= x' — (H +e H, HDB FO) (一 0,1,…)， 
(9.5.4) 
这 就 是 非 线性 一 一 线性 迭代 法 的 一 般 格 式 . 若 将 A 分裂 为 
A, = D, — L, —U, 
其 中 D,, —L,, — U, 分 别 为 A 的 对 角 阵 、 严 格 下 三 角 阵 与 严格 上 
三 角 阵 ,并 取 B,= D, ,C, =L: +U. 当 D, 非 奇 异 时 , 则 
H, = Di (L, +U,). 
代入 式 (9. 5.4) ,得 牛顿 - 雅 可 比 (Newton-Jacobi) 选 代 : 
xt 一 xt — (Hi ee DD FO) (一 0,1,…). 
. (9.5.5) 
如 果 引 入 松弛 因子 o, Z0,3fF JR 


B, = 4D, — asla) C = EO ~ wd) Di HoU], 
Wk K Wk 


H, = Hi(wm) = B;'C, = (D, —aeL,) EA 一 oo)D + oU], 
代入 式 (9. 5.4), 则 得 
x = xt — a, [Hài Cn) 十 … 十 
j H; Co) + I](D, — wL) Ft) 
(k = 0,1,--). (9.5.6) 
这 种 方法 称 为 牛顿 -SOR 迭代 法 . 当 o, =l 时 就 是 牛顿 - 塞 德尔 
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并 令 
z = zi (mi at) (i=1,,n) (9.5.9) 
则 称 此 和 迭代 过 程 为 非 线性 SOR 迭代 . 若 求 非 线 性 方程 (9. 5. 8) 使 
用 牛顿 法 , 则 称 此 迭代 为 SOR- 牛 顿 法 . E EDER, ERRA 
SOR 法 ,内 层 迭 代用 牛顿 法 求 n 个 单 变量 的 非 线 性 方程 . 车 用 m 
步 牛 顿 法 , 则 得 m 步 SOR- 牛 顿 迭 代 . 当 m=1 时 ,可 得 一 步 SOR- 
牛顿 迭代 
fa Cal... tE xt se 24) 
Ifi CAT peri TE, Te) 
i=1,2,n; k=0,1,. (9.5.10) 
为 了 不 计算 偏 导数 , 求 单 变量 非 线 性 方程 解 可 用 式 (5. 5. 3) 或 
式 (5. 5.2) 的 方法 ,从 而 得 到 SOR- 斯 蒂 芬 森 算法 : 


kH — yk 
Ti = Ti — wk 


xit = rf — an SO 
i i Silai rE zi + fi zi) — fi 
G = 1, ,n, b = 0,1,.), (9.5.11) 
其 中 l 
fi = filat pet ateei) GS lesn) 
(9.5.12) 
以 及 SOR- 割 线 法 : 
m = = (zt — z '2 f: 
š i f: Silai serii Tt l paip ott Tn) 
G = 1,2, n;k = 1,2, ), (9.5.13) 
H f: 仍 由 式 (9. 5. 12) 表 示 . 


这 些 算 法 和 迭代 一 次 只 需 计 算 2n 个 分 量 函 数值 ,相当 于 计算 两 
个 王 值 ,并 且 不 用 解 线性 方程 组 ,计算 量 小 ,适合 于 求解 大 型 稀 政 
的 非 线 性 方程 组 , 且 便 于 做 并 行 计算 . 缺点 是 此 方法 只 是 线性 收 
敛 ,效率 较 低 . 
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9.6 RŽ. 


不 用 计算 导数 的 离散 牛顿 法 实际 上 是 一 种 割 线 法 . 对 单个 方 
程 , 割 线 法 优 于 牛顿 法 ,但 对 方程 组 , 割 线 法 每 步 计算 量 与 牛顿 法 
相当 ,因此 效率 并 不 比 牛顿 法 优 . 单个 方程 的 割 线 法 是 通过 对 函数 
y 三 A(z) 的 线性 插值 导出 的 , 即 用 曲线 y= 二 f(z) 上 两 点 连 线 的 割 
线 近 似 曲 线 求 割 线 与 > 轴 交 点 得 到 . 对 于 n 维 情 形 , 就 是 对 空间 
R""! 中 的 nn 个 “分 量 超 有 曲面 ”y= 二 f;(x)(i==1,…,n), FH xt 附近 的 
?2 十 1 个 点 ?Cj 二 0,1,…,n) 形 成 的 n 个“ 超 割 平 面 "* 近 似 代替 ,也 
就 是 用 这 ”十 1 个 点 作为 揪 值 节点 构造 一 个 仿 射 映射 

L,(x) = Ax +b, ; ' (9.6. 1) 
HP L,(x) = (l (z), 1 (z))T A € R>" 和 ER 使 

LOAI) = fO) G= 1 nj = 0,1,-,n). 

. (9.6.2) 
然后 用 线性 方程 组 L, O) =0 的 解 六 + 近似 非 线性 方程 组 F(x)= 
0 的 解 x ,显然 ,必须 选取 这 n--1 个 点 xti G 一 0,1,…，,m) 以 保证 
矩阵 A, 非 奇 异 . 从 几何 观点 来 说 ,就 是 要 求 这 n+ 1 个 点 能 张 成 空 
间 民 ", 即 nn 个 向 量 x*’ 一 x*"(j= 二 1,…,n) 必 须 线性 无 关 , 这 时 , 称 
这 ntl 个 点 处 于 一 般 位 置 . 

定理 9.6.1 设 给 定 x*’i€ER"(j==0,1.…,n) 及 F: DCR"— 
R", 则 当 且 仅 当 {x*"} 处 于 一 般 位 置 上 时 ,存在 惟一 的 仿 射 映射 
(9. 6. 1) 使 它 满足 条 件 (9. 6.2). 此 外 , 当 且 仅 当 {F(x*)} 处 于 一 
般 位 置 上 时 ,矩阵 4 才 非 奇 异 . 

根据 这 个 定理 ,可 以 构造 求 方 程 (9. 1. 1) 的 一 般 割 线 法 . 设 
Xi 及 F(x*1)(j 二 0,1,…,n) ,都 处 于 一 般 位 置 上 ,车 已 知 x: 为 方 
程 (9. 1.1) 的 有 次 近似 , 取 x = r h RO. 6.2) 有 

Axt + b, = Ft), 
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Axt +b, = Fx) (j= 1,2,**,n), 
两 式 相 减 ,得 
A, (xti — xt) = F(X) — Fx), 
mis J= 1, n (9.6.3) 
记 为 
H, = (xt — yt, Xt — xk... Xt — xi), 
[eres re (9. 6. 4) 
F(xt") — F(x*)). 
由 于 (xx 在 一 般 位 置 上 , 故 H, 非 奇 异 . 由 式 (9. 6. 3) 可 得 
AH, =T,, A4 一 了 HDL (9.6.5) 
由 于 {F(x*"’)} 在 一 般 位 置 上 , 故 T, 非 奇异 ,4 非 奇 异 , 且 
A;' = H,T;', 
于 是 方程 (9. 6.1) 有 解 . 
HH = xt — AP F Gat) R xti = y: — HF), 
; 一 0,1,… (9. 6. 6) 
这 就 是 求 非 线 性 方程 组 的 一 般 割 线 法 . 割 线 法 的 计算 量 在 很 大 程 
度 上 依赖 于 插值 点 的 选取 , 选 得 适当 可 减少 计算 有 量 并 保证 算法 有 
较 高 收敛 速度 . 
由 式 (9.6.4) 中 H, 的 定义 ,可 得 
xi = x + He; (j= 1,.,n), (9.6.7) 
其 中 ej 是 第 j 个 单位 坐标 向 量 . 若 反 过 来 考虑 , 任 给 一 个 非 奇 异 
HERE H, ER", 则 由 式 (9. 6. 7) 可 确定 nn 个 点 ,这 nn 个 点 连同 工 * 
组 成 一 组 插值 点 .显然 ,它们 处 于 一 般 位 置 上 ,因此 ,给 定 的 非 奇异 
和 矩阵 H, 等 价 于 给 定 一 组 处 于 一 般 位 置 上 的 插值 点 ,这 样 就 可 从 
构造 囊 阵 出 发 ,形成 各 种 割 线 法 . 
设 给 定 x MERRER HER", S 
` A(x, H) = TH”, 
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其 中 

T= (F(x + He) — F(x), , F(x + He,) — F(x)), 
则 得 割 线 法 一 般 形 式 为 

xt = xt — AX: H) F(x) (k=0,1,°). (9.6.8) 
如 取 I 

H, = diag(ht sh}, ht) (Z 0,j= 1, ,n), 
则 
T, = [Fx hte) — Ft), FO + hte) — F(x*)J, 


AG, H,) = H7’ = (LF + hte) — F(xt)],-, 
hi 


二 [FG + hte.) — F(x°)). (9.6.9) 


上 式 确 定 的 A(x ,H,) 正 是 F(x) 的 雅 可 比 阵 F(x) 的 离散 形式 ， 
由 此 得 到 的 割 线 法 就 是 离散 牛顿 法 (9. 3. 13). 3⁄4 hi = f, (xt Bf , Bh 
是 式 (9. 3.14) 的 牛顿 -斯 蒂 芬 森 程 序 . 

若 取 丰 二 zx! 一 z(j 二 1,2,…,n), 即 插值 点 只 与 H R x' 
有 关 , 则 此 时 


AG, H.) = 人 1 


2 一 对 


[FC + (zF '— zt)e) — Fx)),., 


rt + (zt — ze.) — FG). 
(9. 6.10) 
对 应 的 割 线 法 (9. 6. DRA PB pA WJ të k. 它 只 要 给 定 两 上 初 


始 近 似 x 及 x! , 即 可 按 式 (9. 6. 8) 及 式 (9. 6. 10) 的 格式 进行 迭 


” 代 . 若 取 
ht ht ee hi 
2 " h e k 
H, = (hie, , D hte; =, X hie:)= t .|， 
i=] i=l ë : 
h: 
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其 中 内 一 z 生 一世, 则 


D = [F + Me) — FO) ,es F[ = + Erte.) 一 PCe)] . 
车 引进 矩阵 | 


则 
H,P =diag(ht,** ,ht), 


2 
PP 一 | F hte) — FO, F(x + Dhte,) — 
i=} 


F(x 十 Me), ,F(x + Snte,) -F(x + Tne,)]. 
i=) i=l 
于 是 
A(x' H) = F,H;' = (T,P)(H,P)”' 


= [FPA Hha) 一 FO )) ,让 (F (w+ 


Xe) -= F[=' + Sate.) )]. .6 

这 样 得 到 的 割 线 法 (9. 6. 8) 与 式 (9. 6. 11) 是 另 一 种 形式 的 两 点 割 

线 法 , 它 每 步 也 要 算 n RRA x 个 分 量 函 数值 ). 对 一 点 割 

线 法 即 离散 牛顿 法 ,适当 选取 局 (j 二 1,…,n), 生 成 的 序列 {x*} 可 
达到 平方 敛 速 . 对 两 点 割 线 法 则 有 以 下 收敛 定理 . 

定理 9.6.2 BEF: DOR >R Ex’ HARR S =S, 

0 )C D 连续 可 导 , F(x' ) =0, H F'(x" ) 非 奇异 , 则 存在 球 S= 

S(x: ,6)CSu, 使 对 任何 xzES, 由 两 点 割 线 法 生成 的 迭代 序列 
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CS, B#8#kiE kk F x°. 如果 存在 y>0, f 
IFEF < yl x—yl, Vx,y€ S 
_1+V5 
成 立 , 则 此 序列 {z } 的 收敛 阶 加 之 m 一 一 ?一 1.618, 这 里 r, 是 
方程 一 :一 1==0 的 惟一 正 根 . 
由 此 可 知 ,两 点 割 线 法 的 效率 


e(S,) = Tin(! +=). 


当 n>3 时 ， 
ln2 
n+1’ 


这 里 e( N, ) 是 牛顿 法 效率 . 为 提高 两 点 割 线 法 效率 ,可 对 它 使 用 沙 
和 曼 斯 基 技 巧 ,这 就 是 布 兰 特 方法 的 另 一 种 算法 . 只 要 由 R x 
确定 一 个 非 奇 阵 H, ,就 可 得 到 两 点 割 线 法 . 现 要 求 H 为 正 交 阵 ， 
E H,=h,Q, tii Q, 是 由 向 量 六 -一 六 找到 的 一 个 镜像 变换 阵 ,使 
太一 入 二 ADOiei， 

其 中 及 二 || x ' — x ll 这 是 容易 做 到 的 ,事实 上 ,对 任意 向 量 
xER". 记 o= 士 上 xj|;, 设 x 关 一 oe1, 则 必 存 在 一 个 镜像 变换 阵 UU， 
使 Ux 二 一 oe1. 可 以 证 明 


e(S,) < e(N,) = 


uu” 
"=E TT 
其 中 u=xto. 
根据 这 一 性 质 , 由 x ! 一 x 可 求 得 
Q, =I—2 uu 


Wai’ 
其 中 u= xt" — x + he), 34 zi = 时 到“ 十 ”号 . 否则 取 
“一 ” 导 ,于 是 可 得 下 列 算法 . 
算法 9.6.3 AEF: DCR" 一 R" 及 两 个 不 同 初始 近似 x， 
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ED, 以 及 如 之 1, 然 后 按 下 列 步骤 求解 : 
(1) 确定 正 交 矩阵 Q, ,使 
x = xt + h,Q.e, (h, = l 如 一 和 l 2). 
(2) 计算 矩阵 


T, = UFG 十 AQue) 一 
k 


FO), FOF + h,Q,e,) — F(x:)]. 
(注意 : 这 里 F (xt) = F(x* +hQ,e, ) 已 知 , 故 可 节省 计算 F 值 
一 次 . ) 
(3) 以 AA, =T,Q, 进行 ee 次 迭代 计算 , 即 令 y" = x 并 计算 
y"! =a ye 1 — APF (yt) G= l, ko). 

(4) E zt 一 只 oz 一 go 车 天: 满足 精度 要 求 , 则 置 
x` =t ,并 停止 迭代 ,否则 执行 步骤 (5). 

(5) 置 上 = 十 1, 转 步骤 (1). 

以 上 算法 称 为 布 兰 特 的 S, 算法 . 当 k, = 1 即 为 两 点 割 线 法 
(9.6.8) 与 (9.6. 10). Su 算法 每 迭代 一 步 需 计算 n+ k —1 I PŠ 
数值 . 

在 定理 9. 6. 2 的 条 件 下 ,Su 算法 生成 的 序列 { 忆 } 收 敛 于 x" ， 
其 收敛 阶 至 少 为 


plko) = ko 十 Vko 十 4 
7 z 


由 以 上 结果 可 知 ,S 算法 的 效率 为 


Er lnp(ko) 
e(S,) = n+ k —1' 
对 固定 的 n, TRER GYR ,使 
lInp(ko) 
e(S, ) = max TEATE 


(Si,) 
下 表 列 出 某 些 固定 "时 ,及 效率 比 “3 的 人 
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5 20 50 100 1000 


10 


e(S, )/e(N,.) |1.29 1.39 1.58 1.96 2.44 3.21 3.87 6.39 


9.7 拟 牛 顿 法 


9.7.1 拟 牛 顿 法 的 基本 思想 


牛顿 法 ,离散 牛顿 法 及 割 线 法 都 可 表示 为 
xt = xt APF) (=0,1,.), (9.7.1) 
它们 的 计算 量 较 大 ,这 使 得 如 何 减 少 计算 量 并 保持 较 高 的 收敛 速 
度 成 为 求解 非 线性 方程 组 一 个 十 分 重要 的 问题 . 拟 牛 顿 法 就 是 针 
对 这 一 问题 提出 的 新 方法 , 它 用 A, 近似 F' (x), ii A,+ 可 在 A, 
的 基础 上 用 一 个 低 秩 的 矩阵 AA, 来 校正 ,这 样 既 减少 了 计算 函数 
值 次 数 , 又 使 求 Ar 运算 量 降 为 Oln’) 次 算术 运算 . 
i F; DOR >R EZTI F, n Stt 一 x* 关 0,x:,x**! € D, 
给 定 220, 3620, || s, | <8 Bf, 
|| FG) — FX) — F Geta — xt) || < ells, l 
成 立 . 因此 有 
Ft) az FOH) + F (xt ) (xt 一 Xttl)， 
其 近似 程度 随 | x'— xt! | W& b W M K. 车 以 Ar 近似 代替 
F Ott), WER Ai+1 满 足 方程 


A, (x — xt) = FX) — F(x). (9.7.2) 
当 n=1 时 ,方程 (9.7. 2) 为 
a = FEG- FO) 
A Eu x 


它 是 F(x) 关 于 点 x't' 5 xt 的 差 商 . 34 n2>1 BFaR BR 3EEEF An 2 T 
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JA xt 5r RA AR FEP  #RSC(9.7.2)38 U 3 22 88 #c w. 因为 
Ai+1 可 以 看 作 F O O REMER , 故 式 (9. 7. 2) 又 称 为 拟 牛 顿 方 
. 程 . H + A, 有关 个 元 素 ,而 方程 (9. 7. 2) 只 给 出 n 个 条件 ,所 以 
34 n> 1 时 ,Ac 不 能 完全 确定 , 它 还 有 很 大 的 选择 余地 . 如 果 
A ERRA A, + AA, ( AA, 为 低 秩 矩阵 ), 则 可 得 到 一 类 迭代 
算法 : 
xt = xt —A Ft), 
Apm GP — t) = F(X) FO), k=0,1, (9.7.3) 
Amı = A, + AA, ,rankAA, = m > 1, 
称 为 拟 牛 顿 法 ,或 称 为 秩 m 校正 方法 ,如 果 对 所 有 k.A; ' = H, ff 
在 , 则 和 迭代 (9. 7. 3) 是 完全 确定 的 . 利用 Sherman-Morrison- 
Woodbury 公式 (9.7.4) ,可 得 到 AH, 的 一 个 显 式 表达 式 . 
ShermanrMorrison-Woodbury AR W F: 设 AER"" 非 奇 
异 ,U,VER"”",m<<n; 则 当 且 仅 当 I 十 VTAT™'U 非 奇 异 时 ,4 十 UV- 
也 非 奇 异 , 且 
(4 二 UVT)- = A` — A 1IU(I+ VTA-1U) YTA”. 
(9.7.4) 
因为 rank( AA.) = m, Tü ff fs] # m 的 n 阶 矩 阵 都 可 分 解 为 
AA, =UV} „U, V, € R>” ,rankU, = rankV, =m, B VA , n R (I+ 
VIA; U, )3E á 5 , WI) 
Han = (A, + AA.) 
= Ar' — AP U, U +VAT U D VIA 
= H, + AH, , 
其 中 
AH, = Y,W:, 
Y, =— AP U, +VIAŅ' U)”, W, = (A;')TV,. 
BRY W ER””, R Z41698 m, 故 AH, 仍 为 一 个 秩 m E 
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BF. 这 样 , 式 (9. 7. 3) 又 可 写成 
XH = x — HF (at), 
[intre — F(x:)]= x —x, k=0,1, (9.7.5) 
Hu = H, + AH,, rankAH, = m, 
AREE m 校正 公式 . 
不 同 的 计算 方案 对 应 不 同 算法 ,常用 的 算法 只 是 m= 1 及 
m=2 的 公式 ,即使 用 秩 1 及 秩 2 校正 公式 . 


9.7.2 布 罗 依 登 方 法 


布 罗 依 登 (Broyden) 于 1965 年 首先 提出 了 一 种 秩 1 的 校正 公 
式 : 由 zx# 计 算 xt+: 只 计算 一 次 正 朴 数值 及 做 O( ) 次 算术 运算 . 
为 书写 方便 ,把 上 下 标 去 掉 , 用 x 表示 由 x 出 发 得 到 的 新 近似 , 相 
应 地 ,由 A 得 到 A,H 得 到 吾 , 和 办 代 过 程 (9.7.1) 可 写成 
x = x—A-!F(x). 
拟 牛 顿 方 程 (9.7. 2) 可 写成 ; 
As = y, (9.7.6) 
其 中 s=x—x,y=F(x)—F(x). 布 罗 依 登 方法 要 求生 与 4 在 向 量 
s 的 正 交 补 s+ 上 两 者 无 任何 差别 , 即 对 YzEs+ ,4z 一 4z, 也 就 是 
(4 一 4)z 一 0 
对 VY(z,s) 一 sTz 一 0 成 立 , 故 4 一 4 为 秩 1 的 矩阵 .可 设 
4 一 4 一 MsT， 
这 里 w€ R" 为 待定 向 量 . 代入 上 式 则 得 
us'z = 0. 
由 方程 (9. 7.6) 可 得 
(A—A)s=y—As, 
于 是 
us's= y—As, 
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u = ?一 42 ， 
s's 


从 而 推 得 
A= a+ OTAD G#0.. (9.7.7) 


当 s=0 BÍ,x= x,8 40 B£ IF, A: (9. 7.7) 就 是 秩 1 的 校正 公 
式 , 这 个 公式 具有 一 个 重要 性 质 , 即 在 所 有 满足 拟 牛顿 方程 的 矩阵 
中 ,A 是 在 弗 罗 比 尼 乌 斯 (Frobenius) 范 数 意义 下 最 接近 4 的 
ER. 
定理 9.7.1 BAE AC R"“" ,y€ R" 和 非 零 向 量 s € R", 则 由 
式 (9.7.7) 确 定 的 矩阵 4 是 以 下 问题 的 惟一 解 : 
min{ || A—Als| As = y). 
由 公式 (9.7.7) 与 拟 牛顿 法 (9. 7.1) 得 
xti = xt AP Fat), 
| (只 一 As)sT k=O le (9.7.8) 
SiS: “ 
Mh s, = tt — xt, yt = F(xtt1)— F(xt). 公式 (9.7.8) 称 为 
Broyden 方法 . 
满足 拟 牛 顿 方程 (9.7. 6) 的 秩 1 算法 有 很 多 不 同 选 法 ,如果 要 
RASA 在 向 量 c 的 正 交 补 e+ 上 两 者 无 任何 差别 , 则 可 得 AA = 
Ā—A=uc". h 


Am =A + 


(A —A)s = y— As = F(x); 
F(x) 
可 得 uc 's=F(x), B) u 二 一 一 ,于 是 


c's 


A 


EOE, (9.7.9) 
Ts 


在 公式 (9.7.9) 中 取 不 同 的 -O WAWA 1 校正 公式 . 若 
c 一 5$, 则 可 得 式 (9.7.1); 车 取 c= 二 F(x) = 二 F(x1'), 则 可 得 另 一 秩 
1 拟 牛 顿 法 : 
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FOH) F(x yT (9.7.10) 
An = A t Fr rT 

这 种 方法 称 为 布 罗 依 登 第 二 方法 . 其 特点 是 AA, AIh E R, A 
此 , 它 适 合 于 对 五 的 雅 可 比 和 矩阵 为 对 称 的 方程 组 求解 ,这 时 初始 
矩阵 Ao 也 应 取 为 对 称 和 矩阵 . 

由 此 得 到 的 布 罗 依 登 方法 (9. 7. 8) 及 (9. 7. 10) ,计算 都 较 简 
单 , 对 给 定 的 x 及 A ,每 步 只 需 算 一 个 新 的 下 函数 值 ,然后 求解 
As =S FODOR xt! ,再 计算 F(x:*!), 从 而 求 得 A411 ,表面 上 
看 , 解 方程 要 用 O(n: ) 的 算术 运算 ,但 如 通过 QR 分 解 ,可 使 运算 
量 降 为 OC). 通常 可 设 A, 一 CR ,其 中 Q, 为 正 交 阵 ,R 为 上 三 
角 阵 , 由 此 形成 44 的 QR 分 解 ,只 需 OC(m ) 算 术 运 算 . 

对 校正 公式 (9. 7.7) ,利用 Sherman-Morrison 公式 ,有 

(Atun 一 A 一 十 

其 中 A4ER"*" 非 奇异 ,u,v € R',a=1+% A lus0. 

令 H=A-',H=A™!',v =s u= 号 笃 , 则 得 


| = x AnF(x), 


(A uv" A~), 


IFs Hu 
其 中 HBHy 天 0, 这 是 百 非 奇异 的 充 要 条 件 . 由 式 (9. 7. 11) 可 得 到 
逆 布 罗 依 登 秩 1 公式 
Xx! = x — H,F(x°), 


(s, — Hay’) si H, x 二 (9.7.12) 
nm (k = 0,1,.…). 


对 应 于 式 (9. 7. 10) 的 逆 布 罗 依 登 秩 1 第 二 公式 为 
A = x — H,F (x), 


— T T 
H = p — -Hus_H = H+ (9.7.11) 


He = H, + 


(s, — H,y*)" k= 0,1l, 


Hi = H ~ Hy') 一 一 一 一 一 一 ， 
k |, + (s, ayt) l Hy y 


(9.7.13) 
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在 一 定 条 件 下 ,可 以 证 明 布 罗 依 登 秩 1 方法 生成 的 序列 {x*} 
是 局 部 超 线性 收敛 的 . 

例 9.7.2 用 布 罗 依 登 方法 (9.7. 12) 求 解 方程 组 

fiGaa z Í) = ri — x —1= 0, 
PS ,7T2) = (m, — 2)? + (zx — 0.5) —1 = 0. 

初始 近似 取 为 x° = (0,0). 

解 ” 先 计算 F(x?)==( 一 1,3.25)", 因为 
2zi 一 1 | 


F'(x) = | 
2r —4 2r: —1 


, 0 —1 
Fa = [ i )， 
| 


H, = FG" 一 r masu: a 
一 1 0 
由 公式 (9.7.12) 可 算得 
s = (1.0625, — 1)", x' = (1.0625, — 7, 
F(x') = (1.12890625,2. 12890625)1, 
2. 12890625 
一 1. eh 
0.3557441 一 0. 2721932 
Aa (_ 0. 5224991 一 0. kaspa E 
由 此 再 算得 
x? = (1. 240372062, — 0. 196797467)". 
按 上 述 算法 ,经 11 次 迭代 可 得 到 具有 12 位 有 效 数字 的 近 
似 解 


y! = Fx) — F(x°) = ( 


x" = (1. 54634288332 ,1. 39117631279)". 
如 用 牛顿 法 , 则 只 要 7 次 迭代 即 可 达到 同样 精度 的 近似 解 . 布 罗 依 
登 方 法 虽然 比 牛 顿 法 迭代 多 4 次 ,但 它 每 步 计算 量 比 牛 顿 法 少 得 
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多 ,所 以 , 单 从 理论 上 还 不 能 断定 这 两 种 方法 效率 的 高 低 . 
9.7.3 秩 2 校正 公式 


在 式 (9.7.3) 与 式 (9.7.5) 中 , 若 取 m==2, 则 可 得 到 一 系列 公式 ， 
这 就 是 秩 2 校正 公式 . 在 计算 中 ,通常 以 逆 拟 牛顿 公式 (9. 7. 5) 使 用 
较 多 ,为 了 具体 得 到 AH, 表达 式 , 设 Y ,WE R” ,并 分 别 表 示 为 
Y, = [yi ,yy KW, = [wm]. 
其 中 下 ,wiiER"(G 一 1,2). 将 它 代 人 逆 拟 牛顿 公式 


Hai yt = Sis (9.7.14) 
由 于 AH, =Y, W , 则 式 (9.7.14) 可 写成 
(H, + yi Cwi) + y; (wi) yy = s,. (9.7.15) 


若 记 闫 一 (w)T%(i 一 1,2), 则 式 (9.7.15) 可 写成 
六 四 十 天 只 一 sk 一 于 
当 r, 关 0(i1= 二 1,2) 时 ,可 取 
yi me (二 )s， yi wass (L)m:, 
显然 这 时 式 (9. 7. 14) 满 足 ,于 是 得 


= H, 4 SDT Hy (DT 
Hn = H, + ory (wi) y 


(k= 0,1,.). 


(9.7.16) 
通过 计算 表明 , 当 且 仅 当 

WTF) Z 0 (k=0,1,.) 
时 , 非 奇异 条 件 (I 十 wiA4y:) 成立 . 因此 ,只 要 w, 满足 

wD A0 (i=1,2), 

(W)TFC*) 20 (k=0,1,.), 
则 算法 (9. 7. 16) 生 成 一 个 非 奇 异 和 矩阵 序列 {H,), 它 满足 方程 
(Hin ~H.) y =—H,F (x**'), 因 此 ,只 要 选择 不 同 的 w 及 wi 就 
可 产生 不 同 的 校正 公式 . 当 w 及 wi 线性 相关 时 , 则 得 秩 1 校正 公 
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式 ; 34 w, 及 wi 线性 无 关 时 , 则 可 得 秩 2 校正 公式 . 通常 , 较 好 的 
秩 2 算法 有 如 下 几 种 ， 
1. DFP(Davidon-Fletcher-Powell) 秩 2 算法 . 在 式 (9.7. 16) 中 取 
w = siwi = Hiy: (k= 0,1,.…), 
可 得 DFP 算法 计算 公式 
x = xt — H,F(x'), 
| ssi Hy OOH, 大 一 0 1 


Hn = H, + (s) y TOD Hay . 


(9.7.17) 
2. BFS(Broyden-Fletcher-Shanno) 秩 2 算法 . 在 式 (9. 7. 16) 
中 , 取 


Cwi)" ee d S (y')TH, wi =. 
(wD y, siy sy ° ý 


kT k 
其 中 m=1+ LER , 则 得 BFS 算法 公式 ， 


ps f 
å Sasi — s (yt) H, — H, ysi (9.7.18) 
Hi = H, yh r 和 
此 公式 比 式 (9. 7. 17) 有 更 好 的 稳定 性 ,实际 计算 表明 它 是 拟 牛 屯 
法 中 较为 成 功 的 算法 . 
在 一 定 条 件 下 同样 可 以 证 明 DFP 算法 (9.7.17) 与 BFS 算法 


(9.7.18) 都 是 超 线性 收敛 的 . 


9.8 延 拓 法 


9.8.1 延 拓 法 基本 思想 


在 前 述 的 求解 方程 组 (9. 1. 2) 的 各 种 迭代 法 ,基本 上 都 是 局 部 
收敛 的 方法 , 它 要 求 初始 近似 x° 在 方程 组 的 解 x° 邻 域 时 收敛 , 否 
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则 不 能 保证 迭代 序列 收敛 ,实际 计算 中 要 选 合适 的 初始 近似 x° E 
往 很 困难 . 延 拓 法 (continuation) 在 映射 下 满足 一 定 条 件 下 可 从 任 
— x 出 发 求 得 解 x* . 因此, 延 拓 法 可 看 作 扩 大 收敛 域 的 一 种 有 
效 方法 ,也 是 寻找 与 x* 的 近似 x° 的 方法 ,其 基本 思想 就 是 在 所 求 
解 的 方程 组 (9. 1. 2) 中 引信 参数 :, 通 常 取 上 E [0,1], 并 构造 一 艇 
映射 H: DX[0,1]CR"XRI-~~R" 代 替 映 射 王 ,使 H W E # TF 
H(x,0) = Fo(x), H(x,1) = F(x), Vx €D, (9.8.1) 
其 中 H(x,0)=0 的 解 x° 是 已 知 的 ,方程 H(x,1)=0 是 要 求解 的 
问题 . 如 果 方 程 
H{x,t) =0, ¿t€ [0,1] (9. 8. 2) 
有 解 x 二 x(t) ,x: [0,1] 一 R" 连 续 依赖 于 1, 当 t=1 时 ,x(1)==x* 
即 为 方程 (9. 1. 2) 的 解 , 亦 即 若 有 连续 映射 x: [0,1] 一 DCR" 使 得 
H(x(t),t) =0, Yte€e [0,1], 
则 x 三 x() 表 示 KR" 内 一 条 空间 曲线 , 它 的 一 端 表示 某 个 给 定 的 点 x, 
另 一 端 是 F(x)=0 的 解 x` =x). 那么 ,映射 H. DX[0,1]C 
R"*! 一 R" 称 为 同 伦 (homotopy) 映射. 延 拓 法 就 是 把 求解 方程 
(9. 1. 2) 的 问题 转化 为 求 同 伦 方程 (9. 8. 2) 的 解 , 故 又 称 为 同 伦 算 
法 . 因为 延 拓 法 是 对 原 方程 诺 人 参数 t 而 得 到 的 , 故 又 称 为 典 入 法 
(embedding method). 1 
关于 同 伦 (9. 8. 2) , 解 曲线 x 一 x(z) 的 存在 性 可 针对 特殊 情形 
给 出 以 下 定理 . 
定理 9.8.1 Hfj F: DCR">R" 在 D 上 连续 可 导 , 并 假定 
存在 一 个 开 球 5S 二 S(x",r)CD, 使 对 VxES, | FO || < Ë 
立 , 其 中 7 三 8 上 F(x") || , 则 方程 
F(x) = (1 —DF(x°), t€ [0,1], x€ S (9.8.3) 
存在 惟一 解 x: [0,1] 一 SCR", 且 x(1) 连 续 可 导 并 满足 微分 方程 
柯 西 (Cauchy) 问 题 : 
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x) =—[F (xG0))] Fx), V: € [0,1] 
x(0) = x° 
此 定理 表明 同 伦 方程 
H(x,t) 一 下 (x) 十 (一 1)FCx) = 0 (9. 8. 5) 
存在 惟一 解 x= x(t) , 它 也 是 柯 西 问题 (9. 8. 5) 的 解 . 除 式 (9. 8. 5) 给 
出 的 同 伦 ,满足 条 件 (9. 8. 1) 的 同 伦 还 可 构造 其 他 形式 ,常用 的 有 
H(x,t) = tF(x)+ (1—t)F, (x), x€ D, te [0.1], 
(9.8.6) 
其 中 F, 是 已 知 映射 , 且 F.,(x)=0 的 解 x 是 给 定 的 . 若 取 F.,(x)= 
A(x 一 x"),AER"*" 非 奇异 , 则 得 
H(x,t) = tF(x)+ (1—D)A(x—x), x€D, 1E€[0,1]. 
(9.8.7) 


(9.8. 4) 


x H WARES. 8.5) 时 , 即 

H(x,t) = F(x)— (1—)F(x), x€ D, ¿t€ [0.1], 

(9.8.8) 

若 令 :=1—e" ,可 得 

H(x,s) = F(x)—e F(x), x€ D, s€ ([0,co). 

34 s=0,H(x,0)=F(x)—F(x°)=0 HAR x", 当 s—oco, 
HCx, s) FORERO. 8. 1), 故 limx(s) =x" 是 方程 F(x) 二 0 
的 解 . 


9.8.2 数值 延 拓 法 


BEH: DX[0,1]JC R"t1— R" EW ER (9. 8. 1) 的 已 知 同 
x` 一 x(1), 可 将 区 间 [0,1] 分 划 为 


0 = t, < h < ** < tN = 1. (9.8.9) 
用 某 种 迭代 法 求 方程 
H(x,t) =0 (G= 1,2,-- N) (9.8.10) 
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的 解 x 时 ,用 第 i 一 1 个 方程 的 解 x 作 初 始 近似 ,如 果 ti — ti- FE 
分 小 , 则 可 以 期 望 x"'! 是 x' 的 一 个 足够 好 的 近似 ,从 而 使 迭代 法 
收敛 . 由 此 逐步 求 得 H(x,1) ==0 的 解 xy , 即 为 方程 (9. 1. 2) 的 近 
似 解 ,对 式 (9. 8. 10) 的 第 i 个 方程 求解 时 ,只 要 用 有 限 步 迭 代 即 
可 , 故 可 取 mm 过 1 步 迭 代 . 如 用 牛顿 迭代 求解 方程 (9. 8. 10), 则 得 
数值 延 拓 法 序列 

x = yi —[H,(xbi,t)] HC sti)» 


xl = x, rio — ym, 


XY = xt — H, (x: ,1) HOt ,1), 

xz" = AUR 

了 一 0,1, ,70 一 151 一 1,2, 入 一 1; 
k= N,N 十 1，… 

在 一 定 条 件 下 ,存在 [0,1] 的 一 个 分 划 (9. 8. 9) 和 整数 序列 
(m,)(j=1,--, N—1) f(x; (i 二 1,…,N; j= 二 0,1,… ,mj) 有 定 
义 , 且 lim x* 一 x(1). FW m; =1, H =H 取 为 式 (9. 8. 8) 时 ， 
可 得 一 个 大 范围 收敛 的 牛顿 程序 : 


m FC [FG - -ro 


(9.8.11) 


(k= 0,1, N— 1), (9. 8. 12) 


vH = t FOFO) G= N, NH1, e). ' 

定理 9.8.2 #F: DCR"->R" 有 连续 导数 F(x), 目 F(x) 
非 奇异 并 满足 

IFoo <8<+ee, Vxe€D, 
再 假定 在 x° 的 邻 域 S=S(x| | x—x° || Sp |l F) || }CintD, 存 
在 y>0, 8 
IF xz) 一 下 <ylx—yl, Vx,y€sS, 
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则 以 x° 为 初始 值 ,存在 正 整数 N.2>20°y || F(x°) || ,使 当 N 宇 NN。 
时 ,数值 延 拓 过 程 (9. 8. 12) 收 敛 到 方程 F(x)=0 在 S 中 的 惟一 解 
x’ =x), BRA FISE. 

数值 延 拓 法 (9. 8. 12) 实 际 上 就 是 大 范围 收敛 的 牛顿 法 ,公式 
第 一 式 是 利用 数值 延 拓 法 求 出 x(1) 的 一 个 足够 好 的 近似 x" ,使 
它 进 入 牛顿 收 全 域 ,从 而 保证 牛顿 法 收 但. 


9.8.3 参数 微分 法 


参数 微分 法 是 求 同 伦 方程 (9. 8. 2) 的 另 一 种 数值 方法 . 若 满足 
同 伦 方程 (9. 8. 2) 的 映射 x: [0,1]— D 可 微 , 且 HH 对 x K t 有 连 
续 偏 导数 百 : 及 百 ,, 定 义 
$a) = H(x(t),t), VtE€ [0,1], 

则 $$ 在 [0,1] 上 连续 可 微 , 且 
# G) = H,(x(0 Dx + H,(xG(0O 0), Yee [0,1]. 

因 x 二 x(z) 满 足 式 (9. 8. 2) , 故 有 岁 ( 门 一 0, 于 是 x( 38 E fk py F 
H, (x(t) ,bx' (t) =— H(x(i),t), VitE[0,1]， (9.8.13) 
K2Z,# x: [0,1] >D 是 微分 方程 (9. 8. 13) 的 解 ,并 满足 

再 (x(0),0) 王 0, 则 由 中 值 定 理 
I Hœ 1 三 下 8 一 Oo) 1 < sup, Ipo =o, 


有 
H(x(t),t) = 0, 
即 微分 方程 (9. 8. 13) 及 初始 条 件 H(x(0),0)=0 的 解 x 一 x(t) 给 
出 同 伦 方程 (9. 8. 2) 的 一 个 解 . # H, ERR, H ,0) 一 0, 则 求 同 
伦 方程 (9. 8.2) 的 解 x* 一 x(b 等 价 于 求 微分 方程 初 值 问题 
x'G) =—[H,(x,t)J "H, (x,t), 
| 十 = x° ` 
的 解 .于 是 ,可 用 常 微分 方程 初 值 问 题 的 各 种 数值 方法 , 求 问 题 
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(9.8.14) 


(9. 8. 14) Æts =1 的 数值 解 x. 作为 x==x(1) 的 近似 解 , 它 也 就 是 
方程 (9. 1. 2) 的 解 x` 的 近似 值 . 若 同 伦 方程 取 为 (9. 8. 8) ,对 应 于 


初 值 问题 (9. 8. 14) 可 得 
x(t) =—F' (x) F(x), Vte [0,1] 
x(0) = x°, 
HAKR Eule) ERE SK A= A 
xH = xt — hF' (xt FC) (k= 0,1,--,N— 1). 
(9.8.16) 

实际 上 , 当 同 伦 方程 有 解 时 就 是 由 式 (9. 8. 15) 确 定 的 一 条 解 
MR x= x(t). 当 充分 小 时 ,由 式 (9. 8. 16) 确 定 的 x(k=0， 
1,…,NN) 应 当 近 似 这 条 曲线 ,x* 可 望 i 
与 x 一 x(1) 充 分 靠近 , 且 由 x" 出 发 ， 
用 牛顿 法 迭代 将 收敛 于 x' .图 9.3 表 
示 连 接 x* Ej x" 的 解 曲线 x 二 x(t) 及 相 
应 数值 解 x*. 

34 F: R"—R"#z R" _E — k £ # nf 
WAH. | F (x) 一 外 入 8 时 ,对 任何 
xER", 存 在 一 个 No 三 1, 使 得 N> 
Jo, 则 由 式 (9. 8. 16) 求 得 的 xy 为 初始 近似 ,牛顿 迭代 rtt = 
F (T XXF(x)(k 二 0,1,…) 生 成 的 序列 收敛 于 F(x)==0 的 惟一 解 . 

实际 使 用 参数 微分 法 时 ,还 可 用 精度 较 高 的 数值 方法 求 初 值 
问题 (9. 8. 15) 的 解 . 例如 下 列 中 点 求 积 公式 : 

x = NF G) F(x°), 


” (9.8.15) 


图 9.3 


rtt = n ++On— x), k=1,--,N—1 


m" =p NEF Gi] FO), 
(9.8.17) 
` 524 。 


具有 二 阶 精 度 , 其 计算 工作 量 与 欧 拉 法 相当 ,可 用 于 实际 计算 ， 
例 9.8.3 用 参数 微分 法 求 下 列 方程 


f. zi — x, +1 


z 


F(x) = | 


的 近似 解 ,给 定 初始 近似 x* = 1 ,0)7. f 
8 ”此 方程 由 给 定 z 出 发 ,直接 用 牛顿 法 (9. 3.2) 和 迭代 不 收 
A: 若 用 牛顿 下 山 法 (9. 3. 19) ,要 和 迭代 107 KIKAR x° = (0, 
1)7; 车 用 公式 (9. 8. 17), 取 N= 8 n s 48 x" = (0. 095552027, 
0. 97843313)T, 从 xy 出 发 用 牛顿 迭代 (9. 3. 1) 做 三 次 迭代 ,得 
x* =~ (0. 000000049 ,0. 999999963)". 


9.9 单纯 形 算法 


单纯 形 算 法 (simplicial algorithm) 是 20 世纪 60 年 代 后 期 出 
现 的 计算 不 动 点 和 求 非 线性 方程 组 零点 的 新 算法 ,是 拓扑 学 与 计 
算数 学 结合 的 产物 . 算法 的 理论 基础 是 Sperner 引 理 . 1967 年 ， 
H. Scarf 首先 提出 了 映射 不 动 点 的 构造 性 通 近 方法 ,体现 了 单纯 
形 算法 的 思想 , Cohen 给 出 了 Sperner 引 理 的 构造 性 证 明 , 随 后 
Kuhn, Eaves 等 人 又 提出 了 几 种 新 算法 ; 这 些 方法 不 但 在 理论 上 
有 重要 意义 ,而 且 提供 了 一 类 具有 大 范围 收敛 的 可 行 算法 . I 


9.9.1 三 角 剂 分 与 算法 基本 思想 
定义 9.9.1 wu ,amER" 在 一 般 位 置 上 ,所 有 满足 
x= Daw, Sy =l, 20 一 onD (9.9.1) 


j= 


的 点 集合 o;, 称 为 一 个 m 维 单 纯 形 (msimplex), 记 作 o= (u°, 
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Ww ul, u" 称 为 5 的 项 点, 记 作 
Vert(c) = {u° ,ul ea }. 

根据 定义 , 当 mn 时 ,o 是 一 个 m 维 凸 多 面体 . 当 m= 1 时 ， 
是 直线 段 , 当 m=2 时 ,是 平面 上 三 角形 , 当 m = 3 时 ,是 空间 中 的 
四 面体 . 如 果 另 有 一 个 上 维 单纯 形 z ,满足 

Vert(r) < Vert(o), 

则 r 称 为 c 的 一 个 大 维 面 . 由 于 km, 所 以 ,o 的 零 维 面 即 o 的 
m 十 1 个 顶点 ,o 的 一 维 面 即 多 面体 的 棱 ,mm 维 面 是 c £ Fr. o 的 


` m—1 维 面 称 为 o 的 真 面 . 如 果 z 的 顶点 中 只 比 o 的 顶点 缺少 zx 


记 作 r=opp(o,w), 称 这 个 真 面 r+ 为 o 中 wi 的 对 面 . 所 有 m 个 真 
面 的 并 集 称 为 o 的 边界 , 记 作 


9(o) = Ü opp(o,u'). 

定义 9.9.2 R" 中 两 个 m 维 单纯 形 a, 和 o, 称 为 规则 相 联 
HMR a, B a (lo; 是 两 者 的 一 个 m— 1 维 公共 面 ,如 果 有 
N 个 mm 维 单纯 形 o，,… ,on 两 两 之 间 规则 相 联 , 则 其 并 集 ` 

D =Ü Gi 
称 为 R" 中 的 一 个 m 维 复 形 .c; 的 集合 
G= {01i= 1,.,N) 
称 为 D 的 一 个 单纯 形 害 分 或 三 角 剂 分 . 
单纯 形 剖 分 G 的 格 长 记 为 mesh(G)， 
mesh(G) = max{ diam(o) } ， 
其 中 diam(a) =max i zx 一 y | 为 单纯 形 c 的 直径 . 

G 中 所 有 单纯 形 的 & 维 面 集合 称 为 G 的 & 维 骨 架 , 记 作 G, 
FE G"=G,G° 为 G 的 顶点 集合 . 关于 D 的 单纯 形 剖 分 G, 有 以 
下 的 直观 性 质 : 

(1) 若 on :02: € G Ho, (l @ (25 B), WJ 
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t=0 No € G"'. 

(2) 若 rEG" ,那么 ,rCaD,r 只 是 G 的 一 个 单纯 形 界面 ,或 
者 r 民 aD,r 恰 好 是 G 中 两 个 单纯 形 的 公共 界面 . 

(3) 存在 G 的 格 长 mesh(G) 任 意 小 的 剖 分 . 

设 F: DCR"—R",G 为 D 上 一 个 n 维 单纯 形 剖 分 , 记 No = 
{0,1,…,n) , 则 任何 1:G? 一 N。 都 可 称 为 一 个 整数 标号 . 例如 ,可 
由 下 定义 1 对 任何 w€EG? ,定义 

i # fi) >00, HHW, Vj<i, 
i= l # fia) <0, j=1,2,-",m 
这 里 f, 是 下 的 第 j 个 分 量 , 即 F= fifa)". 

G 中 一 个 具有 {0,1,…,n} 标 号 的 单纯 形 o, 称 为 全 标号 单 
纯 形 .G 中 具有 {0,1,…,n 一 1} 标 号 ,而 无 n 标 号 的 n 维 单纯 形 
称 为 几乎 全 标号 单纯 形 . 按 式 (9. 9.2) 的 标号 定义 ,有 以 下 的 
定理 . 

定理 9.9.3 F: DCR'—R',D 为 有 界 闭 凸 集 , 若 下 在 D 上 
连续 ( 即 对 任 给 的 220, 36>>0, 对 任何 x, yE D, RÆ || x—y || <ò» 
就 用 F(x) 一 F(y) 上 过 e), 车 中 的 单纯 形 剖 分 G 的 格 长 
mesh(G) 志 6, 且 oc 为 G 中 一 个 全 标号 单纯 形 , 则 对 任何 x€ oc, 有 
|| F(x) || Se. 

根据 定理 ,在 有 界 闭 集 D 上 求 方程 (9. 1.2) 的 解 ,只 要 在 D 上 
建立 一 串 mesh(G,)->0 的 单纯 形 剖 分 Gi 《k= 二 0,1,…), 在 每 个 G 
上 又 有 一 个 按 式 (9.9.2) 定 义 的 全 标号 单纯 形 o, , 则 {o ) kookt 
有 极限 点 x" ,由 定理 9.9. 3 可 知 这 个 极限 点 x" 就 是 方程 F(x) 二 0 
的 解 ,这 就 是 单纯 形 算法 的 基本 思想 ,算法 包括 三 步 : 

(1) 对 DAFINA G= (a, |i=1,2,-. N): 

(2) 对 G 的 顶点 集合 G" 进行 标号 ; 

G) 用 一 种 有 规则 的 搜索 方法 求 G 的 全 标号 单纯 形 o. 
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(9.9.2) 


例 9.9.4 用 单纯 形 算法 求 方程 
z+ y—1.5 )=° 
x? — y — 0.15 
.在 (0,0),(1,0),(1,1) 围 成 的 区 域 D 上 的 解 . 
解 ”第 一 步 , 先 对 域 D 进行 三 角 剖 分 G, 如 图 9.4 所 示 , 这 里 
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第 二 步 ,对 各 顶点 标号 ,这 里 f. 三 x 十 y 一 1. 5, f. = x° — y? <i 
0.15; 按 公式 (9. 9. 2) 计 算得 到 G 的 各 顶点 标号 , 均 标 在 图 9. 4 上 . 


F(z,y) = [ 


图 9.4 


第 三 步 ,搜索 全 标号 单纯 形 , 这 里 用 的 方法 是 从 D 的 边界 一 
维 全 标号 单 形 工 开 始 进入 二 维 几 乎 全 标号 单 形 卫 ,再 进入 全 标号 
单 形 夺 , 即 为 所 求 . 若 取 焉 的 重心 坐标 zr=0.875,y=0.625 作为 
方程 的 近似 解 , 此 时 fi = 0, 了 ==0. 225, 此 题 的 精确 解 为 xz" = 
0.8,y" =0. 7. 为 提高 精度 可 把 剖 分 再 缩小 1/2, 找 到 格 长 更 小 的 
全 标号 单纯 形 ,其 重心 坐标 为 zx=0. 8125,y 二 0.6875, 更 接近 精确 
解 . 若 精度 不 够 ,还 可 缩小 剖 分 格 长 mesh(G) ,直到 满足 精度 要 求 
为 止 . 
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9.9.2 同 伦 算法 


尽管 单纯 形 算法 具有 只 要 求 下 连续 , 且 收 剑 是 大 范围 的 优 
点 ,但 是 ,有 两 个 严重 弱点 ,一 是 当 步 长 选 定 后 ,整个 计算 都 要 按 此 
步 长 进行 .二 是 搜索 全 标号 单纯 形 必须 从 边 上 开始 ,这 样 步 长 取 大 
了 ,精度 很 差 ; 步 长 取 小 了 ,路 径 上 节点 很 多 ,计算 量 太 大 ,使 得 实 
际 计 算 几 乎 不 可 能 . 因此 ,单纯 形 算法 只 能 作为 求 初始 近似 的 方 
法 .针对 单纯 形 算法 的 弱点 , Merrill 于 1972 年 提出 了 重启 动 
(restart) 法 ,Eaves 提出 了 同 伦 (homotopy) 算 法 ,又 称 连续 变形 算 
法 (continuous deformation algorithm). 这 两 种 方法 从 理论 分 析 和 
计算 实践 都 表明 是 可 行 的 ,此 后 出 现 的 新 算法 均 以 此 为 基础 . 
定义 同 伦 H: DX [0,1]JC R**!— R" H 
UF) + (1—20)F, (x), 0 < :<1⁄2, 
H(x,t) = 
F(x), 1/2 <Łt<1, 

(9. 9. 3) 
满足 条 件 (9. 8. 1). 对 DXf[o, 菇 进行 三 角 剖 分 G, 它 具有 以 下 性 质 : 
对 DX[C1 一 2 一 ,1 一 2- 生 ] 的 三 角 剖 分 Gk 二 0,1,…) 为 G 的 子 集 ， 
且 当 有 A->coy,mesh(G ) 一 0,m 一 1 时 ,这 种 剖 分 如 图 9. 5 所 示 . 

定义 9.9.5 设 FDER" 一 R", 对 凸 集 DD 有 三 角 剖 分 G, = 


(on)EG, 对 任何 xEu, 若 zx 一 Daw 0 且 Xy = 1, 
i=0 i=0 
则 定义 P: DCR" 一 RR" 为 


P(x) = JAF) 


称 为 基于 G 的 一 个 分 片 线 性 下 近 (piecewise iinear 
approximation). P(x) 可 作为 的 一 个 向 量 标号 函数 . 
若 P(x"`)=0,x* ED, 则 称 x" 为 在 三 角 剖 分 G 下 的 一 个 
近似 解 .车 x` € Ü € G JJ z 称 为 一 个 n 维 完全 (complete) 单 纯 形 . 
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定理 9.9.6 iF: DORR" n, B F OEE D 
上 利 普 希 茨 连续, 即 3 y>0, ft 


IEO FO < yllx—yl, Vx,y€ D, 
#; x` E. F fE= fi in|2y G 下 的 近似 解 ,mesh(G)<6, 则 有 
Eœ | < 6°, 


这 里 上 ， A 1. 06 38. 
根据 定理 只 要 找到 完全 单纯 形 c, 也 就 找到 了 F(x)=0 的 近 
似 解 , 它 比 全 标号 单纯 形 具 有 更 高 的 精度 ,问题 是 如 何 找到 完全 单 
纯 形 . 4 F: DOR" >R" =l, o") EG RtH DREE 
I 1 ... Y 


FO) Fw) … FC) 
为 o 的 标号 矩阵 (label matrix). 
o Jn 维 完全 单纯 形 的 充分 必要 条 件 是 
L,w = e',w > 0,w € R"™,e = (1,0,.%,0)T € RY 


A. | 
设 同 伦 H: DX[0,1]CR" ">R" ,对 DXx[l 一 2 一 ,1 一 2- 生 :] 
的 三 角 训 分 G, (k=0,1,---) , 若 
r= (0, Vt € G, C G, 
同样 称 (n 十 1) X (n+ 2) 3 Ë£ 
L ( š 1 ... 1 ) 
2 Hv) Hw) … 百 (or) 
为 z 的 标号 矩阵 . 当 
Lw = ew 0,wE R”? ,e = (1,0,.",0)T € R™ (9.9.4) 
有 解 时 , 称 rt 为 一 个 (n 十 1) 维 几乎 完全 单纯 形 . 根据 线性 规划 基本 
定理 , 当 和 矩阵 L, 的 秩 为 n 十 1 时 ,车 式 (9. 9.4) 有 解 , 则 它 恰好 有 两 
个 基本 可 行 解 . 这 就 说 明 ,G 中 一 个 n 十 1 维 几乎 完全 单纯 形 r, 4 
L, 的 秩 为 n 十 1 时 恰 有 两 个 n 维 面 是 完全 单纯 形 ,定义 这 样 的 两 
个 n 维 单纯 形 是 相 邻 的 . 另 一 方面 ,对 不 在 DX {1 一 2-*}(k==0， 
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1,…) 上 的 n 维 完全 单纯 形 , 它 一 定 正好 属于 两 个 G 中 的 n 十 1 H 
几乎 完全 单纯 形 . 于 是 , 当 x? 为 DX1{0} 上 的 一 个 n 维 完全 单纯 形 
.内 点 时 ,由 此 开始 形成 一 个 惟一 的 完全 单纯 形 轮 回路 径 ,实际 上 就 
是 同 伦 方程 H(x,t) ==0, 对 1:€E [0,1] 的 解 的 轨迹 , 当 1->1( 即 & 一 
co), 解 x(t) 就 趋向 F(x)=0 的 解 . 

Who = (9 se um EER G, 包含 (六 ,0)7 的 一 个 nn 维 面 ,oo 
是 n 维 完全 单纯 形 , 于 是 同 伦 算法 由 此 开始 ,其 算法 步骤 如 下 : 

(1) H o R r= sesu" tl € G, ,0— p. 

(2) i o, Ær, 的 完全 单纯 形 n 维 面 ,由 rs 求 另 一 个 完全 单 
纯 形 n M op. 

(3) # op EDX (1—2), B 2-1 CREE) , 则 转 第 (4) 步 ; 
否则 ,由 oR to Ær (rot1 与 ts 规则 相 联 ),p 十 i->p 并 转 第 (2) 步 . 

(4) op = 一 2 1 一 2 ) 是 一 个 


nn 维 完全 单纯 形 ,存在 权 ww, Bu = ww' 是 HCx,1 一 2-*) 
的 一 个 零点 ,而 x” = Dx 是 f(x) 的 一 个 零点 . 


例 9.9.7 令 n=1,F(z) 生 xz? 十 2,Fo(z)=x 一 1/2,DX[0， 
1] 的 三 角 剖 分 G 及 下 -1(0) 的 轨迹 如 图 9. 5 所 示 . i 
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9.10 区 间 和 迭代 法 


求解 非 线 性 方程 组 
fO) 一 0 (f.D C RR’) (9.10.1) 
的 区 间 和 迭代 法 ,首先 是 由 Moore + 1966 年 提出 的 , 它 以 区 间 为 变 
量 , 将 区 间 映 到 区 间 . Moore 给 出 的 区 间 牛 顿 算 子 是 
N(X) =x—F' (X) f(x), Vx€ X, (9.10.2) 
这 里 CDCR" 为 有 "中 的 区 间 向 量 , 必 一 (Xi e XD) 是 一 个 7 
维 长 方 体 ,Xi(i 二 1,2,…,n) 都 是 区 间 . F' (X): 广 (rz) 的 包含 区 间 
扩展 , 即 对 任何 xEXX, 有 f(x) EF (X). F (X) ' g E — 4 É ls] 
和 矩阵 的 道 . 因此 , 式 (9. 10.2) 给 出 的 算 子 N(X) 仍 然 是 一 个 n EX ` 
间 向 量 , 并 有 以 下 性 质 : 

(1) # x" EX 是 方程 组 (9. 10. 1) 的 解 , 则 x* € N(X); 

(2) 车 六 介 N(X) 二 名 ( 空 集 ), 则 方程 组 (9. 10; 1) TE X rh 
无 解 ; 

(3) # N(X)C X 则 方程 组 (9. 10. DEX PAR, Hx E 
N(x); 若 WCNCKX)) 二 W(X) (W(X) 表 示 区 间 X 的 宽度 , 当 久 = 
Xise X) T AE WOX) = (W(X), e WCX, D WRA 
(9.10. DÆ X FAI x "是 惟一 的 . 

根据 NC(X) 的 性 质 ,可 构造 区 间 牛 顿 迭 代 

I X: = X: (| NX) (k=0,1,.). — (9.10.3) 
EIRA kA N(Xt' C Xt, R. W(N(X'))<W(X'), lJlimXt = x° 
为 方程 (9. 10. 1) 的 解 ; # X: (| N(X:)= @ , WJ 3y #L#i (9. 10. DE 
X° 中 无 解 . 这 表明 区 间 和 牛顿 法 每 步 迭 代 都 可 检验 方程 (9. 10. 1) 解 
的 存在 惟一 性 ,这 是 点 迭代 法 所 不 能 解决 的 ,也 是 区 间 和 闪 代 法 的 主 
要 优点 .但 是 , 求 N(X) 要 计算 区 间 和 矩阵 F(X) 的 逆 , 要 按 区 间 运 
算 规划 求 1(x) 的 区 间 扩 展 F(X) ,再 求 逆 ,因此 , 解 区 间 线 性 方 
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程 组 的 工作 量 很 大 , 故 很 不 实用 . 为 减少 计算 工作 量 , 避 人 免 求 逆 ， 
Krawczyk 在 算 子 N(X) 基 础 上 引进 新 的 区 间 算 子 
K(y,X) = y—Yf (y) +[I—YF'(X)](X— y), 
(9.10.4) 
其 中 yEX EX 中 任 一 点 , 为 非 奇 的 n 阶 矩 阵 , 即 YE R"”", 了 为 
n 阶 单位 矩阵 . F OOA 六 (x) 的 区 间 扩 展 , 称 K(y, 久 ) 为 
Krawczyk 算 子 . 区 间 向 量 X—[x,x]= (x€ R"|x 过 x 二 x} 是 R" 中 
的 紧 凸 集 ,由 不 动 点 定理 可 知 , 若 N(x)= 二 x 一 Yf(x) 映 区 间 X + Ë 
身 , 即 玉 (X)CX, 则 存在 x EX 为 N(x) 的 不 动 点 ,于 是 f(x" ) 一 0， 
而 对 任何 x y€ X, A 
Nœ) — Ny) =N E(x- y), Vë € XN (x) = I—Yf'(x), 
故 
N(x) € K(y,X) = N) +N (XX — y). 
根据 Krawczyk 算 子 的 这 一 性 质 ,可 以 得 到 检验 方程 (9. 10. 1) 
解 存在 惟一 性 的 定理 . 
定理 9.10.1 设 f:X=[x,x]CR">R" 在 X 中 连续 可 微 , 且 
f, 了 包含 区 间 扩 展 下 及 F',K(y,XX) 是 由 (9. 10. 4) 定 义 的 
Krawczyk 算 子 , 则 
(1) 方程 (9. 10. 1) 在 关中 的 解 都 在 KC(y,X) 中 ; 
(2) # XNK X) = 名 , 则 方程 (9. 10. DE X PER, Ë 
Ky XCX, WHR. 10.1) 在 天 中 至 少 有 一 个 解 ; 
(3) # K(y, X) CX, E W(K(y, X)) <W (X), WFE 
(9. 10.1) 在 X 中 有 惟一 解 x' HA x° € X 为 初始 近似 的 迭代 
序列 
xt = xt —Yf(x®) (k = 0,1,.…) 
收敛 到 x" ,和 且 
| X° — x° |< AWC), 
其 中 
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p= max (W(K(y,X.))/W(X.,))—< 1. 
此 定理 也 称 为 Moore 检验 , 它 可 通过 下 列 区 间 和 迭代 法 验 检 解 


- 的 存在 惟一 性 . 
算法 9. 10. 2 


p 
取 X=X=[z,z],y 一 m(X) (mO = SE X 的 


中 点 ). 对 4&= 0,1，……， 计 算 


KO, Xt) = yt — Y f OH +[I YF XONA — y), 
其 中 yy=m X), Y= [mF X]. E XNK O Xð, 
则 停止 计算 ,方程 在 X 中 无 解 ; 否则 令 

Xet = X N KX), 
PIWCH) SeA ERME) , WEHR ,并 取 m TOER z" 
近似 ; @ W| k+l1— 重新 计算 . 

只 要 存在 某 个 1, 使 KO, X U C X:, 且 W(K(y, X:)) < 
WXORW 
limX* = x°, 
算法 9. 10. 2 以 及 Moore 检验 定理 9. 10.1 体现 了 区 间 和 迭代 
法 的 特点 ,计算 量 也 比 区 间 牛 顿 法 (9. 10. 3) 大 为 减少 , 它 可 直接 用 
来 判断 方程 组 (9. 10. 1) 在 区 间 X=[z,z] 中 是 否 有 解 以 及 解 是 否 
一 ,如 解 存在 惟一 还 可 得 到 近似 解 的 误差 估计 . 
1980 年 , Nickel 给 出 一 种 球形 牛顿 法 , 它 是 区 间 和 迭代 法 的 另 
一 个 杰出 成 就 . ER HH n ERASER] || x—a || <>) n] ë 
示 为 A 二 (qa,r),aE€ 民 "为 中 心 , 记 作 midA =a; r 为 半径 , 记 作 
radA =r, 对 x€ R" ,定义 正则 球 算 子 
Lx = (Ax À || Ax || > 
其 中 4 为” 阶 非 奇异 矩阵 ,ME (0,1), E L= <A,12. ik 1:DC 
R" 一 R" ,对 每 个 形 如 
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# X: n x° = @ WARRE EXN, H X = 
midX': +. 则 当 xh € x° 定义 xn =X, 否则 定义 yir = 
(x° IEE). IX PERE X 09 ERIE b SL bÉ E — FR k 9 00. IRIE A WA 
代 同样 具有 区 间 挝 代 的 特点 ,但 计算 交 球 仍然 较 复杂 . 


9.11 并 行 多 分 裂 方法 


多 分 裂 方法 是 为 多 处 理 机 设计 的 适合 并 行 计算 的 有 效 算法 ， 
这 类 方法 自 20 世纪 80 年 代 提 出 后 获得 很 大 发 展 ,在 求解 大 型 线 
性 问题 与 非 线性 问题 中 已 被 广泛 应 用 . 特别 是 多 处 理 机 在 科学 计 
算 中 已 较 普 遍 使 用 的 今天 ,此 类 算法 更 显 出 它 的 重要 性 ,而 且 它 不 
是 把 已 有 的 串 行 算法 并 行 化 ,而 是 将 大 规模 问题 “分 而 治之 ”转化 
为 若干 小 规模 问题 ,使 计算 效率 大 为 提高 ,算法 基础 是 线性 多 
分 裂 . 


9.11.1 线性 多 分 裂 方 法 


给 定 线 性 方程 组 
Ax = b, (9.11.1) 
ACR" x, bE R" ,A 可 分 裂 为 
A=M-N, (9.11.2) 
其 中 M,NE R"*",M 非 奇 且 容 易 求 道 , 和 迭代 法 
xX” = M'Nxt+M'b (一 0,1,…) (9.11.3) 


取决 于 不 同 的 分 裂 , 而 线性 多 分 裂 就 是 上 述 思 想 的 推广 ,对 4 fE 
多 种 形 如 式 (9. 11. 2) 的 分 裂 , 并 分 别 确定 形 如 式 (9. 11. 3) 的 相应 
选 代 , 总 体 选 代 定义 为 各 种 迭代 进程 的 线性 组 合 . 具体 地 给 出 下 面 
HEX. 
定义 9. 11.1 HER ACR”", # FEER M,N, E, € 
R*"(1=1,2, , L) ,满足 
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(1) 4 一 MI 一 N (G¿=1,2,-=-,L); 
(2) Mi (一 1,2,…, 工 ) 非 奇异 ; 
(3) E,(1 二 1,2,… ,LL) 为 对 角 元 素 非 负 的 对 角 甜 阵 , 且 


L 
SIE =I (Cn 阶 单位 矩阵 )， 
1=1 
则 称 三 重 集 合 {(M ,NE)|1: 王 1,2,…,L} 是 4 的 一 个 多 分 裂 . 对 
应 的 迭代 法 
L 
xt = DJEMT (Nxt +b) (k=0,1,) (9.11.4) 


im} 


称 为 解 线性 方程 组 (9. 11. 1) 的 线性 多 分 裂 方法 ， 
显然 式 (9. 11.4) 可 写成 
xH 一 Gt +f (k=0,1,.), (9.11.5) 
其 中 


工 上 
G= > EMIIN, ,1 一 >) EMTD. (9.11.6) 
1 一 1 iml 


迭代 法 (9. 11. ORA AE H ITHE, A 29 Xt Bp 4" > F) L, 
EM7'!'(Nix* 十 b) 的 计算 是 独立 的 可 以 并 行 执行 , 当 EE, 的 第 i 个 对 
角 元 素 为 零 时 ,M (Nix* 十 b) 的 第 i 个 分 量 无 需 计算 ,因此 ,只 要 
多 分 裂 M,— N, 取得 适当 ,就 可 利用 无 需 计 算 的 若干 分 量 节 省 计 
算 时 间 . 对 迭代 法 (9.11.5) 收 义 的 充分 必要 条 件 是 p(G) 二 1, 为 给 
出 迭代 收敛 的 充分 条 件 , 需 用 以 下 定义 ， 

定义 9.11.2 HER ACR" HRA A=M-N. # Mr 三 0， 
NE 三 0, 则 称 (M,N) 是 一 个 正则 分 裂 (regular splitting). # N 宇 0 
换 成 MIN 三 0, 则 称 (M,N) 为 弱 正 则 分 发 

如 果 M 4E# E M +N 的 对 称 部 分 是 正定 的 , 则 称 (M,N) 是 4 


的 一 个 已 正则 分 裂 .这 里 À 的 对 称 部 分 是 指 去 (4 十 47). 


定义 9.11.3 设 A=(as)E€R"”" 的 所 有 非 对 角 元 素 a; 志 0 
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Gi,j=1,2,-: n, ij), B A n], A >20, W A 为 M- $E BE. E 
WA) = (a, ), 其 中 


ar 一 


| a; l> 1 天 J， 

| a | i=j 
如 果 (4) 为 ME 和 矩阵, 则 称 A A H-E. 

由 定义 知 , 若 4 为 M- 矩 阵 , 则 4 一 定 是 五 -矩阵 ,反之 不 
成 立 . 

定理 9.11.4 ”车 下 列 三 条 件 之 一 成立, 则 线性 多 分 裂 方法 
(9. 11. 4) 收 敛 于 方程 (9. 11. DR x. ' 

d) A 20, R(M,,N,)((=1,:-- , L) A 的 弱 正则 分 裂 . 

(2) A 对 称 正定 , (M,,N,) (= 1,2,---, L): A 的 P- 正 则 分 
W, H E,=ad(a, 为 常数 ,1 二 1,2,… ,LL). 

(3) || MT'N, | <1G=1,2,---, L). 

定理 9.11.5 Ü A= (a,;) € R" 38 M- 和 矩阵 .了 D=diag(ai， 
ans sam) A=D-C, HA 的 一 个 多 分 裂 {(M, N, E,) | i= 1, 
2,… 沁 } 满 足 AS M,<D(I=1,2,-- ,L), WA 


L 
p(G) = p(X EMIN)Sp DO < 1. (9.11.7) 
t=) 


定理 9. 11. 5 表明 在 所 设 条 件 下 ,和 迭代 法 (9. 11.4) 收 敛 , 注 意 
式 (9. 11. DIJERE E, 的 所 有 可 能 选取 均 成 立 . 

在 迭代 法 (9. 11. 4) 的 基础 上 , 若 引 入 松弛 因子 o> 0, n] 8 ## 
松弛 多 分 裂 方 法 


š È 
xH = w) EMP (Nax +b) + Ow), k= 0,11," 
t=1 


(9.11.8) 
X w=1 时, 式 (9.11.8) 即 为 式 (9. 11. 4) , 它 也 可 写成 
xz = Gx’ + fus 
和 迭代 矩阵 G. 为 
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B= (asr) ND, a € D 
的 集合 ,如 果 存 在 非 奇 异 矩 阵 A 二 AC(B) 和 正 实数 XE (0,1), 有 
<- le~ y Aao 一 CO)) | < AW'A(f(x)— f(y)) |， 
Vx,yEB 成 立 , 则 所 有 满足 这 些 要 求 的 函数 了 统称 为 函数 类 下. 
# fE 下 ,可 定义 球形 牛顿 算 子 
Nx = x—Lf(x) = (x—Af(xw),A | Af(x) ||) x € B. 
(9. 10.5) 
显然 ,Nx 是 一 个 球 , 且 
mid(Nx) = x—Af(x), rad(Nx) =A | Af% |l. 
对 球形 牛顿 算 子 N, 也 有 类 似 于 区 间 牛 顿 算 子 的 性 质 , 即 
(1) 若 xzEB, 则 xz") 一 0 的 充分 必要 条 件 是 x" = Nx° , 
求 方程 (9. 10. 1) 的 解 等 价 于 求 N EB 上 的 不 动 点 ; 
(2) # x€ B B BYNx = 2 ,WNI| Jy 8 (9. 10.1) 在 B 中 无 解 ; 
(3) 若 对 VYxEB 有 NxE€E8B, 则 方程 (9. 10. DEB PA x ` 
存在 ; 
(4) #x" €B,f(x")=0,WIJ x* € Nx. 
利用 球形 牛顿 算 子 N 可 构造 球形 牛顿 法 . 
算法 9. 10.3 (球形 牛顿 法 ) 
初始 步 : 取 X° = D= x° ,rn ) 计 算 Nx°. 
1. # X° | Nx° = 名 , 则 算法 停止 . 
2. # X° (| Nx° h> 则 定义 交 球 ( 交 球 是 指 包含 两 球 交 的 最 
小 球 ) 
X” = (X N Nxr'). 
计算 步 : 假定 X(k 宇 1) 已 定义 , 且 x 一 midX EX, BHA H 
了 球 Nx*. 
1. 车 了 车门 Nr: 一 好, 则 算法 停止 . 
2. # x* Y Nx: Z @ , WJ š ÉS pR E X 29 
X: = (Xt 门 NX4》 
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L 
G.= w) EM N, + (1— wl 


t=1 


L 
= EMT[( 一 o)M, + aN,]. (9.11.9) 
i=l 


定理 9.11.6 设 4ER"" 是 一 个 H- ẸF. D= diagA, iÉ J= 
ID|:C,((M,,N,,E,)|I=1,2,:-- L} Æ A 的 一 个 多 分 3. 且 
diag(M,) =D, (A)=(M) — |N | (1 二 1,…,L), 则 松弛 多 分 裂 方 


0 n 2 
法 (9. 11.8) 对 任意 初 值 *E R" 及 w€ (0,T 二 50J7 PERK. 


由 于 4 为 正 矩 阵 , 故 也 非 奇 异 且 p( 四 过 1, 可 知 1<IF < 


故 w=1 时 迭代 法 收敛 . 这 就 证 明了 多 分 裂 迁 代 (9. 11. 4) 收 敛 ， 
此 定理 9. 11.6 包含 了 定理 9. 11. 5 的 结论 ,但 条 件 减弱 为 4 是 HH- 
矩阵 . 

对 不 同 的 多 分 裂 {(M,, Ni,E) 1! 二 1,2,…,L} 可 构造 出 各 种 
不 同 的 多 分 裂 迭代 法 .… 


9.11.2 非 线 性 多 分 裂 方 法 


考虑 非 线 性 方程 组 
F(x) =0， (9. 11. 10) 
其 中 FF: DCRr"-=Rr,FCr) 一 (万 C(xz)，… 太 (xz)) 
定义 9.11.7 ğ F: DCR">R", 令 Fl: DXDCR'XR 一 
R" ,使 I 
F(xsx) = F(x) (Vx€ D I=1,2,--,L), (9.11.11) 
B E,€ R”*"(1=1,2,--- , L) 9 3E ffi WF ERE, Wi E 


DE: asi I, 
B#R— GR ES (F, ,E,) 1! 二 1,2,… , L) 38 F(x) 的 一 个 非 线 性 多 
分 裂 , 对 应 的 迭代 法 
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F(x:;y:) = 0, 
L GI = 1,2,°,L) (9.11.12) 

人 = DEyt, 
称 为 解 方程 (9. 11. 10) 的 非 线性 多 分 裂 方 法 ,简称 NM 方法 . 

定义 9. 11.7 是 定义 9. 11. 1 的 推广 ,因为 当 F(x)=Ax—b 
时 ,车 取 F,(x;y)=M,y—N,x—b(I=1,2,--, L), 284028 (9. 11. 12) 
便 是 和 迭代 法 (9. 11. 4). 

在 形式 上 ,与 线性 情形 一 样 ,NM 方法 具有 内 在 并 行 性 ,因为 
对 每 个 不 同 的 /, yt 的 计算 是 彼此 独立 的 ,也 适合 于 并 行 计算 ,而 
H E, 的 第 i 个 对 角 元 率 为 零 时 yt 的 第 i 个 分 量 也 无 需 计 算 . 问题 
在 于 应 用 NM 法 时 如 何 选取 F... F, 对 F(x) 进行 分 裂 及 求 方 
BFO; 六 ) 二 0 的 解 y'. 

对 F(x) 的 非 线性 分 裂 有 各 种 不 同方 法 ,这 里 只 介绍 其 中 一 种 
较 常用 的 . 令 整 数 集 N = {1,2,…,n} 的 非 空子 集 SCN (¿= 


1,2,… L.H Ü S, = N ,其 中 各 S, 可 以 相交 ,对 /二 1,2,…,L 


EXE, =diaglen ，… sem) J dE fi XT ffl E EE , H er 一 0. 4 í € S, 时 ， 
XF=1,2,-- L 定义 映射 P, : R"—R"',P,=(P;, rets Pan)" K F,: 
R" XR"—>R" F, (x;y) = (fn (x;y) ts fi, (x; y))' ,其 中 


Tis i€ Si» 
P, (x) = 
24 É. i € So 
f.((I—P,)x+P,y), i€ S, 
Jux; y) = P 
J (Gy st Z: i Zi ° Z2,) o 1 € S,. 


(9.11.13) 
显然 这 样 定 义 的 (x;y) 满足 Fixx) =F), FA (CF,,E,) |= 
1,2,-. LÆ F(x) 的 一 个 多 分 裂 , 称 为 基于 块 S, 的 非 线性 块 多 分 
D, ERI iE S, 的 fi; 的 选取 对 相应 NM 法 的 结果 无 关 紧 要 , 具 
体 说 ,计算 yt 时 注意 的 只 是 i€ S, 的 那些 分 量 y$ ,因此 ,实际 上 和 需 
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要 求解 的 是 关于 yt (iE€ S,) 的 子 方程 组 f, (xt yi=0G S). R 
《9. 11.13) 中 关于 i€ S, 的 f(x;y) 的 选取 只 是 使 得 Fi(x;y) 与 定 
义 9.11.7 一 致 的 方案 之 一 . 

任何 一 种 NM 法 (9. 11. 12) 都 要 求 5, 上 的 子 方程 组 

F(xtsy:)=0 (1=1,2,.…,L) (9.11.14) 

的 解 y), 这 些 子 方程 仍 需要 用 和 迭代 法 求 其 数值 解 ,但 子 方程 
(9.11. 14) 只 是 m 维 的 方程 组 ,m ETE S, 的 元 素 个 数 ,通常 
n&n. PE n =. =n, =m,kFE L 4- m 维 子 方程 可 分 别 在 L 台 
处 理 机 上 并 行 求解 ,由 于 m 较 小 ,因此 计算 量 及 计算 时 间 均 可 大 
大 节省 . 至 于 求解 子 方程 (9. 11. 14) 的 方法 ,原则 上 可 用 前 面 已 介 
绍 的 求解 非 线 性 方程 组 的 任 一 种 方法 . 这 里 只 给 出 牛顿 法 , 非 线性 
SOR 法 ,SOR-Newton 法 ,Newton-SOR 等 四 种 方法 解 (9. 11. 14) 
得 到 的 NM 法 公式 . 

用 F(x;y) 表 示 F O y) fE (x, y) hh En] HE B£ 


Əfa(x;y) RA 3 fn(x;y) 
Iyı Iyn 
F' (x;y) = : ， (9.11.15) 
9fn(x;3y) ... fa Cp | 
Iyı Iyn 


并 用 DI ,—Li ,一 Ut 分 别 表示 矩阵 Fi (xt; 六) 的 对 角 , 严 格 下 三 
角 ,严格 上 三 角 部 分 ,由 于 F(xt;x) 二 F(x ), 因 此 ,如 果 从 x 出 
发 用 一 步 牛顿 法 求解 方程 组 (9. 11. 14) 产 生 的 向 量 为 yi WA 
yi = x Fr) F(x) QU=1,.…,L), 
a SIE! Ck s 0,1,，…)， (3. n; a 
称 为 一 步 NM- 牛 顿 法 . 类 似 地 ,用 一 步 的 牛顿 -SOR 迭代 法 (9.5.7) 
解 方程 组 (9. 11. 14) , 则 得 
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| = xt — LD: — a Li] F(x:) GQ = lse L), 


x = SIE! (k = 0,1,.), 
i=] 
(9. 11.17) 
称 为 一 步 NM- 牛 顿 -SOR 法 . 若 用 非 线性 SOR 选 代 法 求解 方程 组 
《9.11.14), 则 得 ， 
由 fa(ztyyh st yia Yi zha 622) = 0 =1, Li€ES, 
解 出 yú yh = zl u yú — 21), o> 0 


(9.11.18) 
称 为 NM-SOR 法 . 若 用 一 步 SOR- 牛 顿 法 (9. 5. 10) 解 方程 组 
(9.11.14), 则 得 一 步 NM-SOR- 牛 顿 法 : 
对 /= 1,2,°…,L 计算 
h. jÉ, TOET k ess k 
yi = at a AE o >oi€S, 
Er uC ;yh see y Yk |z qes 9) 


L 
Wt = DEy! ,天 一 0 1 
1=1 


(9.11.19) 
关于 NM AHBAR A F B) 0 BE GE E. 
定理 9.11.8 B F: DC R"— R"'ÉJ £#2y 39 ((F,, E,) | ¿= 
1, L),x' 89 F(x)=0 的 零点 ,假定 映射 F(x;y) Sl, L) 
在 点 (x* , x" ) 的 邻 域 是 连续 可 导 的 , 记 M, = Fy (x; y), N, = 
—Fa (x;y) A M, 非 奇 异 , 则 { (Mi ,Ni,E)|1 二 1,…,L}) 是 F(x*) 
的 一 个 线性 多 分 裂 , 如 果 


工 
m = of > EM?TN,)< 1, 
i=l . 
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则 x` 是 NM 法 (9.11.12) 和 一 步 NM- 牛 顿 法 (9. 11. 16) 的 一 个 吸 
引 点 , 且 在 x" 的 一 个 邻 域 中 取 初 始 近似 如 .上 述 两 种 迭代 法 均 收 
AA x`. i 
定理 9.11.9 在 定理 9.11.8 的 条 件 下 , 若 令 F, (x` x` )= 
 M,=D,--L,—U,, Jt h D,, —L,, —U, 分 别 记 矩阵 M, 的 对 角 , 严 
格 下 三 角 ,严格 上 三 角 部 分 , 且 D. (! 王 1,2,…, 工 ) 非 奇异 , 记 
B, = ED, — eL), C, = Ha- ep, FaU 


(o, > 0 = 1,.*% L); 
WJ { (B,C, + Ni,,E) |151, L) Æ F (x° ) 的 线性 多 分 裂 . 如 果 p: 


L 
p( > EBT (CHN) ) 一 1, 则 x° 是 迭代 法 (9. 11. 17), (9. 11. 18), 
iml 


(9. 11. 19) 的 吸引 点 , 且 只 要 初始 近似 在 x° 一 个 足够 好 邻 域 中 , 则 
上 述 三 个 NM 迭代 法 均 收 剑 到 xx” ， 


9.12 无 约束 最 优化 方法 


无 约束 最 优化 问题 是 一 类 很 重要 的 实际 应 用 问题 ,同时 非 线 
性 方程 组 (9. 1. 2) 的 求解 ,也 可 转化 为 无 约束 最 优化 问题 ,本 节 只 
介绍 有 关 的 基本 概念 和 常用 算法 . 


9.12.1 基本 概念 


设 f:DCR" 一 Ri ,在 域 忆 中 求 目标 函数 /的 极 小 点 问题 , 称 
为 无 约束 最 优化 问题 , 记 为 l 
minf (x), x = (x 7) € R". (9.12.1) 
定义 9.12.1 ËI x EDCR ,存在 3>>0, 使 当 |‖ x—x" || <ë 
时 有 
f(x) 2 fa), (9. 12. 2) 
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则 称 x* 是 f 的 局 部 极 小 点 ,车 x= x" 时 式 (9. 12. 2) 为 严格 不 等 
式 , 则 称 x' 为 的 严格 局 部 极 小 点 . 

定义 9.12.2 设 x" EDCR", 若 对 一 切 xED, 式 (9.12.2) 都 
成 立 , 则 称 x* 是 f 的 全 局 极 小 点 , 当 rAr 时 式 (9. 12. 2) 严 格 不 
等 式 成 立 , 则 称 x° 为 f 的 严格 全 局 极 小 点 . 

例 9.12.3 设 f:R: 一 R! 为 

f(x) = 4 + 4.5z, 一 4z + z! + 2zi —2riz2 十 Xt — 2zÍx,, 

R minf(x) (通过 作 图 得 到 ). 

解 ”目标 函数 了 的 等 高 线 如 图 9.6 所 示 . 


HT x` 二 (一 1.05,1.03)7 时 f(x) 宇 f(x* )=0.51,x Æx" 
WRI” 二 (1.91,3. 84)” 时 f(x) 之 f(x ) 二 0. 99,x Æ z 邻 域 ， 
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这 表明 x" É r` 均 为 局 部 极 小 点 .通过 计算 还 知道 在 R:z 中 f(x)> 
fa) h x 是 Re? 中 的 全 局 极 小 点 . 
直接 用 定义 检验 x" 是 否 为 局 部 极 小 点 是 很 困难 的 ,需要 得 到 
局 部 极 小 点 的 必要 条 件 和 充分 条 件 才 能 建立 计算 方法 . 根据 多 元 
函数 的 极 值 必 要 条 件 可 得 下 面 定 理 ， 
定理 9. 12. 4( 必 要 条 件 ) 假定 f:DCRR*—R',x* €int(D), 
SEx 的 邻 域内 连续 可 导 , 且 x" 为 f 的 局 部 极 小 点 , 则 
Glx’) = Vf(x* ) = 0, (9. 12. 3) 


”其 中 G(x)=Vf(x) = (E2 2, DN 称 为 f eE 


3x 

向 量 ， 

条 件 (9. 12. 3) 是 极 小 点 的 必要 条 件 ,满足 条 件 (9. 12. 3) 的 点 
称 为 稳定 点 , 它 是 否 为 极 小 点 还 要 用 到 充分 条 件 . 

定理 9. 12. 5( 充 分 条 件 ) 设 f:DCR"~~R': 二 阶 连续 可 导 ， 
x" Eint(D) 满 足 条 件 (9. 12. 3) 且 矩阵 Hlx" )= V? f(x" )1EjE , WI 
x° 是 f 的 严格 局 部 极 小 点 . 

这 里 五 是 f HRE Hesse) E p. 

nw = (89). 


9Xi9X} 
HCx ) 是 对 称 的 ,如 果 对 Y y€ R",y 取 0 都 有 
(y,H(x*)y) = y'H(x*`)y> 0, (9.12.4) 
MH ) 是 正定 的 . 
Jl 


如 果 f 为 正定 二 次 函数 f(x) =>*'Ax—b'x+c,A€ R"x" 对 


称 正 定 ,x,bER'，c 为 常数 , 则 minf(x) 有 惟一 极 小 点 . 因为 G(x) = 
Vf(x) 二 Ax 一 b, 由 定理 9.12.4 知 , 极 小 点 x 满足 Ax* 一 b 二 0, 即 
x" 二 A-1b. 另 一 方面 有 (x* ) 二 A 对 称 正定 , 故 由 定理 9. 12. 5 知 
x" 为 f 的 惟一 极 小 点 . 
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9. 12.2 下 降 算法 与 一 维 搜索 


求 无 约束 最 优化 问题 (9. 12. 1) 的 一 类 重要 迭代 方法 就 是 每 一 
步 迭 代 都 使 函数 值 f(x*) 减 小 , 即 
fH) 一 Cr (k=0,1,.), (9.12.5) 
这 类 算法 称 为 下 降 算法 . 其 一 般 原 则 是 从 某 一 初始 近似 x? 出 发 ， 
沿 一 个 适当 方向 po, 令 x! = x° + upo n> 0,805 a= us, tE 
fOn)= fO +u p) < fO), —WWIWK t 出 发 , 沿 f(x) 下 
降 方向 p 用 一 维 搜索 方法 选择 步 长 4 二 pu, 得 到 x+ Bp 


xti = pp: (k== 0,1,.…), (9. 12. 6) 
使 式 (9. 12. 5) 成 立 , 另 一 种 选择 jy 的 方法 是 使 
fO + pupa) == min f(x* 十 pps)， (9.12.7) 


这 就 是 一 维 搜索 的 下 降 算法 . 从 算法 步骤 看 到 下 降 方向 p, 和 步 长 
因子 wx 构成 每 一 迭代 步 的 修正 量 ,是 决定 算法 好 坏 的 重要 因素 . 
关于 下 降 方向 p, 的 选择 ,以 指向 极 小 问题 的 最 优 解 或 使 下降 最 
快 的 方向 为 佳 . 以 二 维 情形 为 例 , 若 f 的 等 高 线 族 如 图 9. 7 所 示 ， 
x` 为 极 小 点 ,图 中 给 出 三 个 方向 五,, ,显然 ,最 理想 的 是 取 
Pi 一 ls, 因为 它 直 指 杨 小 点 方向 .但 是 ,一 般 是 难于 求 得 的 ,通常 可 
根据 函数 f 的 解析 性 质 确定 尽 可 能 好 的 下 降 方向 pa. 
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选择 步 长 因子 u 使 式 (9. 12. 7) 成 立 就 是 一 维 搜索 , 它 将 多 维 
目标 函数 转化 为 一 维 目 标 函 数 


po = Fu 二 pp (9.12. 8) 
的 极 小 问题 . 车 f 在 域 D 中 可 导 , 即 可 由 
wo = 0 (9.12.9) 


确定 稳定 点 ,从 而 求 得 pw. 解 方程 (9. 12. 9) 的 方法 很 多 都 可 作为 
一 维 搜索 算法 ,其 中 以 二 次 插值 法 ( 即 求 根 的 抛物 线 法 ) 收 敛 较 快 ， 
是 较 常 用 的 一 维 搜索 算法 . 设 plp) 在 Firpi-l pi~ 的 函数 值 为 Qi» 
@i— 1 @;—2 ;利用 二 次 插值 可 求 得 
min = Li 十 pi ED plui spim) i 
2 Pl pi spim spia) 

并 算出 QPi+ı = gl pis ) ,再 从 Hi» Hi- t Hi~2 中 去 掉 对 应 函数 值 最 大 
的 点 代 以 新 点 jyi+1 ,得 到 三 个 新 点 ,重复 上 述 过 程 直到 满足 精度 要 
求 为 止 . 


9.12.3 最 速 下 降 法 与 牛顿 下 降 法 


在 下 降 算法 中 最 古老 和 基本 的 数值 方法 是 最 速 下 降 法 ,假定 
f(z) 二 次 连续 可 导 , 设 x" 为 初始 近似 ,x+ 为 次 近似 ,将 f(x) 在 
zt 处 接 泰 勒 公式 展开 得 

fO + ppi) = fO) + VfO)p + ol lep, ll), 

(9. 12. 10) 

其 中 Vf(x*) 为 函数 f(x) 在 x 处 的 梯度 向 量 ,ol | ps ‖ ) 对 充分 

小 的 是 高 阶 无 穷 小 量 ,因此 ,要 使 不 等 式 

fO + pp) < fO) 
成 立 , 式 (9.11.10) 中 的 一 次 项 系数 起 决定 作用 , 即 忽 略 y 的 高 
阶 项 ,要 求 
Vf) p < 0. 
:如果 VfCx*) 关 0, 则 使 上 式 成 立 的 ps 可 以 有 无 穷 多 个 ,但 使 
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[V f(x*)Tps| 取 最 大 值 的 p, 却 只 有 一 个 ,因为 使 
| VfGxt)Tp, |< || Vf) || l| p. l| 
成 为 等 式 , 当 目 仅 当 ps 二 Vf(x*) 时 才 可 能 ,此 时 
Vf Cx TV = || Vf |, 
亦 即 当 p,= —Vf(x')BHÓ0EV f(x )p, 取 到 负 最 小 值 ,这 说 明 在 x° 
的 适当 小 范围 内 , 负 梯 度 方向 
pr =— Vf(x*) 
是 使 f(x) 下降 最 快 的 方向 . 此 时 ,有 
xH = xt — pu Vf) (一 0,1,…)， (9.12.11) 
其 中 p 满足 式 (9. 12.7) 的 要 求 ,这 样 得 到 的 算法 就 是 最 速 下 降 
法 ,也 称 梯度 法 . 这 个 方法 的 优点 是 程序 简单 ,每 步 和 迭代 计算 量 少 ， 
从 一 个 不 太 好 的 初始 近似 x* 出 发 也 能 收敛 到 局 部 极 小 点 ,但 是 这 
个 方法 收敛 惕 ,特别 是 f 的 黑 塞 矩 阵 H(x) 呈 病态 情形 时 ,收敛 更 
慢 , 甚 至 花 大 量 时 间 仍 算 不 出 要 求 的 结果 . 
EE 9.12.6 i$ f:DCR"-~RI 在 凸 集 Du.CD 上 二 次 连续 可 
微 ,其 黑 塞 矩阵 H(x) 在 D 上 满足 
m| yll? < Hœy <M] yl?, 
其 中 M2m>0,y€ R" 为 任意 非 零 向 量 , 对 任 给 的 初始 近似 x° € 
Du ,集合 S=(x| f(x)< f(x°)) C D, AR, Z. Pl ( x* ) Fi fk BE F Bë 
法 产生 , 则 
(1) f 在 D。 中 存在 惟一 的 全 局 极 小 点 x" ED; 
(2) (xt KAA x , 且 有 估计 式 
|x —x* | < cg, c, < co， 
FODE TE sx) — f(x" )), 
其 中 


m? 


qo = (1 -E 1, 
最 速 下 降 法 只 有 线性 敛 速 ,其 收银 因子 go 依赖 于 矩阵 Hx) 
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的 条 件数 = CM, m HIRR H GO 0 k X SRE). a, = 
1 一 pg, 要 使 g 尽量 小 则 要 求 ps1; BERAR p RKA po 
的 情形 , 则 go~1, 此 时 H(x) 的 最 大 与 最 小 特征 值 相差 很 大 , 短 阵 
H(x) 出 现 严 重病 态 .对 f 是 二 维 正定 二 次 函数 而 言 , 若 其 等 高 线 
族 是 一 族 很 扁 的 椭 贺 , 由 最 速 下 降 法 所 得 渤 代 序列 (xr) 绕道 前 进 ， 
每 次 搜索 方向 严重 偏离 椭圆 族 中 心 x` 的 方向 , 且 每 次 迭代 所 跨 的 
步 长 很 小 ,如 图 9.8, 这 时 使 用 最 速 下 降 法 效果 极 差 


CE gs, 
图 9.8 
为 了 改善 梯度 法 的 收敛 性 ,可 将 牛顿 法 用 于 解 方程 


G(x) = Vf(x) = 0. (9. 12. 12) 


若 H(x) = V ° f (x) EE , HJ 0] H 2ë e Pk (R: 4k, a E (9. 12. 1) 的 牛 
顿 法 


Xt = xt — Ht) VfGxt) (k= 0,12). (9.12.13) 
车 记 p= — H(xt) 1 V f (xt ) BRA $F SB Jy IB] + i 
H+) pi =— V f(xt) (9.12.14) 


称 为 牛顿 方程 . 由 牛顿 法 的 局 部 收敛 定理 9. 3. 3 可 知 ,序列 {x*} 二 
阶 收敛 到 x ,特别 是 当 f(x) 为 二 次 函数 , 且 H(z) 正 定时 ,由 于 
V/(x)= Vf) HV f(x) x — x°) 
= Vf) + H(x°)(x — x°) = 0 

的 解 x` =x'—H(x) V f(x) = x, BB F SER iF sE — K PB 

数 的 极 小 点 x' ,只 需 迭 代 一 步 就 得 到 精确 解 *” ,具有 这 种 有 限 选 

代步 求 得 正定 二 次 函数 极 小 的 算法 , 称 为 具有 二 次 终止 性 . 它 表明 
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计算 公式 为 
XH = x + mpi» 


Vf)" x ` 
m =— Hoo RSO = minfa +p), 


Dmi 三 一 Vf) + VPs 


Vx TH ) ps 或 到 二 VEH T Vf) 
pH Cx) p, k VAT VG ” 


(k = 0,1,.) . (9.12.16) 

由 式 (9. 12. 16) 48 H 09 3E RE EA HH(x*), 如 不 方 
便 可 改 用 公式 中 不 计算 H(**) 的 式 子 . 

定理 9.12.7 # fF(x) 满 足 定理 9. 11. 6 的 全 部 条 件 , 则 由 式 
(9. 12. 16) P= #E BJ FE JI ( x° ) 满足 

(1) 序列 {jF(e) } 为 严格 单调 下 降 有 下 界 序列 ; 

(2) 序列 {x } 的 极限 点 x* € D HVAC )=0; 

(3) x” € D 为 最 优化 问题 (9. 12. 1) 的 严格 全 局 极 小 点 . 


Ve 


9.12.5 变 尺度 法 


为 避免 牛顿 法 及 共 固 梯度 法 计算 二 阶 导数 矩阵 H (x) RRE 
的 逆 阵 ,可 将 求解 非 线 性 方程 组 的 拟 牛 顿 法 用 于 解 方程 (9. 12. 12)， 
从 而 得 到 解 最 优化 问题 (9. 12. 1) 的 拟 牛 顿 法 , 称 为 变 尺 度 法 ,这 类 
方法 内 容 很 多 ,以 秩 2 拟 牛 顿 法 较为 常用 ,下 面 只 给 出 两 个 常用 的 
算法 . 令 

s = Xt — xi ,y, = Vf COX) — Vf(x),xttl = x + pps 

` (k = 0,1,1), (9. 12.17) 

这 里 p= BVf Ot), pu 由 一 维 搜索 确定 . 即 
f(x + p.) = minf (x + gp). 
如 果 B, 的 递 推 公式 为 
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牛顿 法 具有 二 次 终止 性 , 当 H(x ) 正 定 对 称 时 由 于 (Vf(x),p?) = 

VEHTE- HOT Vf]. 故 选 p= pi 也 是 下 降 方 向 ,于 

是 可 构造 牛顿 下 降 算法 : 

xt = t — L H(xt) Vf Cx) (k=0,1,.), 

(9.12.15) 

p: 满足 条 件 (9. 12. 7) , 即 

fGt + pl) = minf (x 十 Ap). 

这 种 算法 可 用 于 改进 梯度 法 的 收敛 性 ,但 它 每 步 要 计算 f 的 黑 塞 

和 矩阵 HC(x) 并 求 逆 计算 量 较 大 ,有 生 当 H(x*) 的 首 不 存在 或 病态 时 

p, 仍 应 选 为 负 梯 度 方向 p, = — V f(x). 


9.12.4 HRE E 


共 思 梯度 法 是 求 最 优化 问题 最 有 效 的 方法 之 --, 它 较 最 速 下 
降 法 更 优越 ,对 二 次 函数 求 极 值 不 超过 n 步 迭 代 即 可 求 得 精确 解 ， 
故 它 是 二 次 终止 的 算法 .方法 是 基于 对 函数 f(x) 的 二 次 逼近 , 当 
了 满足 定理 9. 12. 6 的 条 件 时 , 取 初 始 近 似 E D, s po = Vf), 
将 fOe apo) T x 附近 按 索 勒 公式 展开 ,忽略 三 次 项 ,得 


l :7 


f + ppo) == f(x) + V f(x) p, + FH Po H(x°)po; 


近似 式 右 端 为 w 的 二 次 函数 , 因 HEE, B pH) p, >0 , ëk 
使 该 二 次 函数 取 极 小 的 y 为 
YAFCz) po 
~ = PAG p 
车 令 =x go po p = —Vf(x!)+v p. 要 求 满足 pH) p = 
0, 则 得 
E VAH) po 
Po HCx )p ` 
| 若 已 求 得 Y ,x ，,… ,x 及 Pos Pist ,pi, 则 一 般 的 共 固 梯度 法 
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B,y,y:B, Ssi = 
Bin = B, — HA +— (k=0,1,.), (9.12.18) 
k+l k PTRA tI 


则 称 此 公式 为 DFP(Davidon-Fletcher-Poweil) 算 法 . 
E B, 的 递 推 公 式 取 为 


fr sy: Sr) ,sisi = po 
Bu = (I azt )p, (1 m) HERE (k= 01 


(9. 12.19) 
则 称 为 BFGS(Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno) 算 法 . 

上 述 两 种 算法 的 搜索 方向 pi 二 一 BL.Vf(x*), 当 B, 为 对 称 正 
定时 Br p= Vf) RARE Br 度量 意义 下 的 最 速 下 降 方 
向 . 在 迭代 过 程 中 B;' 是 不 断 变化 的 , 故 两 种 算法 均 为 变 尺度 算 
法 ,方法 的 搜索 方向 是 下 降 方 向 , 且 方 法 具有 二 次 终止 性 . 计算 时 
初始 矩阵 B, 可 取 为 对 称 正 定 和 矩阵 HOP) abu R B= 二 I( 单 位 矩阵 ). 


9.13 ” 非 线 性 最 小 二 乘法 


在 9. 1.2 节 中 已 经 指出 用 最 小 二 乘法 处 理 实验 数据 的 曲线 拟 
合 问题 时 ,关于 参量 的 数学 模型 为 非 线 性 就 是 非 线 性 最 小 二 乘 问 
题 (9. 1. 8), 解 超 定 非 线 性 方程 组 (9. 1. 10) ,也 可 转化 为 非 线性 最 
小 二 乘 问题 , 设 1:DCR' 一 R" ,一 (太太 并, 定义 函数 


gr) = fT fO, (9.13.1) 
显然 g: DC R*—R' , 非 线 性 最 小 二 乘 问题 是 求 
A A mi T ， 
minp (x) = min + fO) fe), (9.13.2) 


即 求 目 标 函 数 ç 的 最 优化 问题 . 因此 它 可 用 9. 12 节 讨 论 的 所 有 最 
优化 方法 求解 .但 是 由 于 问题 (9. 13. 1) 目标 函数 的 特殊 形式 . 有 可 
能 得 到 便于 计算 的 特殊 算法 . 根据 极 值 必 要 条 件 , 若 在 D 上 可 
微 ,由 式 (9. 13.1) 对 g 求 导 , 得 
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Gx) = Vg(x) = Df (x)Tf(x) =0, (9.13.3) 
称 为 法 方程 ,其 中 


afi Ife Ifa 


9Dzl 3x ax 
Df(x)' = 1 L e 

Ifi dfe ... 9fn 

Ər, Ər, Ck 


为 构造 求解 方程 (9. 13. 3) 的 迭代 法 ,可 在 点 xt € D 附近 求 

f(x) 的 线性 近似 4.(x) ,车 对 f(x) 做 泰勒 展开 ,其 线性 部 分 为 
fx) az Df (t )(x — x') + f(xt) = (x). 
车 用 L(x) 代替 式 (9. 12. 3) 中 的 f(x) , 则 得 
Dl,(x) Tl (x) = 0, (9.13.4) 
由 此 可 得 线性 方程 
DfO)T[Df (xt) (x — xt) + fx)]= 0, 

此 方程 解 记 作 x**! ,于 是 
x = CDF)TDI CT DF Cx TF) (一 0,1，) 
称 为 高 斯 -牛顿 法 . 并 可 改写 为 

pe == +p. 

k = 0,1,--. 
[Df xt) Df (x')]p, =— Df (xt)! f(xt), 

(9.13.5) 

注意 此 方法 与 直接 用 牛顿 法 解 方程 (9. 13. 3) 不 同 ,因为 直接 
用 牛顿 法 解 要 计算 Vg 的 导数 , 即 的 二 阶 导 数 ,计算 较 复杂 ,而 式 
(9.13: 5) 只 计算 Df (x* ) ,较为 简单 . ERO. 13.5) 中 p, 是 下 降 方 
向 , 它 也 可 进行 一 维 搜索 . 只 要 引入 搜索 因子 a BP 

Xi+l = xt +P. ° 
a + yupi) = ming(x' + up). 
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在 使 用 时 为 了 改善 矩阵 [DF(x')IDF(z)] 的 条 件数 ,通常 可 
引进 一 个 参数 ms 之 0, 称 为 阻尼 因子 ， WAG. 13. 5) 改 为 

xti = t + plu), iD 

Pelè) =— [Df ATDS t) + a 1] Df Cx) Tf x), 

(9. 13. 6) 
称 为 阻尼 最 小 二 乘法 . 也 称 为 Levenberg-Marquardt 法 , 它 是 高 斯 - 牛 
顿 法 的 改进 . 也 是 求解 非 线 性 最 小 二 乘 问题 一 个 较 常 用 的 方法 . W 
法 中 引进 阻尼 因子 wu Jes BE BE[Df (xt )TDf (xt ) + 169 # tt 8⁄ 
得 以 改善 并 保证 其 正定 性 ,py 二 0 应 使 p(x) 二 g(x) 成 立 . 可 以 
证 明 当 yy 二 0,pi (py) 是 使 g(x) 在 x=x* 处 下 降 的 方向 ,因为 此 时 
pr COT Vo Cx) =— p, OT LD Cx TD (x,) + pI] G < 0, 

HRE >00, ATRE patpat), 4 p> 越 大 ,序列 
Caxt RRE, TE y 太 小 , 则 收敛 域 过 小 ,初始 近似 x° 受 限制 . 
因此 ,适当 选取 jy; 在 计算 中 是 很 重要 的 ,实际 计算 时 可 适当 调节 ， 
具体 方法 见 算法 9. 13. 1. 

算法 9.13.1 (阻尼 最 小 二 乘法 ) 

D 置 初始 近似 x* ,误差 限 ce 二 0, 阻 尼 因 子 jo (可 取 j= 
107°) ,缩放 常数 v( 可 取 v=2,5 或 10). 

(2) 计算 fat), Df), Df ODS) p(x:), Volat). 

(3) 解 线性 方程 组 求 得 Pil pa) = Pr» 

[Df (x')!Df Gx) + pl]ps =— Df (Cx:)T ft). 
(4) 天 ”一 全 十 pu) 计算 patt’), 


(5) # patola) E pa = EERE SE CREER A YR 


PAND FpD Sp O WRR O, GJ t S, 
pait =p RECT., 
(6) # pait Solat), B = v 转 第 (3) 步 . 
(7) # || p, | <e R | VEDI = | DETE || <<. W 
终止 ,xsx ,否则 以 HAR xt 转 第 (2) 步 . 
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10 常 微 分 方程 初 值 问 题 的 数值 方法 
10.1 引言 


10.1.1 常 微分 方程 的 初 值 问题 


一 般 m 阶 常 微分 方程 的 形式 是 
F(z,y,y y ses y™) = 0. Ca E o B D 
如 果 函 数 y(z) 定 义 在 区 间 I 上 ,在 1 上 具有 m 阶 导 数 , 且 满足 方 
程 (10. 1. 1) ,就 称 它 是 方程 (10. 1. 1) 的 解 . 
如 果 方程 (10. 1. 1) 能 写成 
y™ = f(T yy Vy ), (10.1.2) 
则 称 方程 写成 显 式 形 式 . 如 果 方 程 (10. 1. 1) 具 有 形式 
an(Z)y Famila) y "+ 二 Ta (z)y = g(z), 
(10. 1.3) 
WEE m 阶 线性 方程 (其 中 a, (x) 关 0). 
一 般 方程 (10. 1:1) 有 许多 解 , 若 要 确定 某 个 解 就 要 外 加 一 些 
条 件 . 本 章 主 要 讨论 的 一 阶 方程 初 值 问题 (initial value 
problem) 是 : 
型 = fey), a Aa n, (10.1.4) 


ylz) = yo. (10.1.5) 
其 中 式 (10. 1.4) 是 微分 方程 , 式 中 了 是 已 知 的 函数 . 式 (10. 1. 5) 
是 初始 条 件 (initial condition) , 式 中 的 y, 是 已 知 的 值 . 
定理 10.1.1 设 了 为 z,y 的 连续 函数 , 则 初 值 问题 
(10. 1.4),(10. 1.5) 在 包含 ze 的 区 间 上 有 解 y(x) 的 充分 必要 条 
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件 为 
CS +Í fC, yade. (10. 1.6) 
To 


EX 10.1.2 如果 存在 常数 工 >0, 使 函数 f(x,y) 对 所 有 区 

B DCR ERACE, yM, y RA 
| fersy) — f(z=,yy) I< L| yyl (10.1.7) 

MAA f(z,y) 在 D 上 满足 对 变量 y 0 #J 4 3 2 # t 
(Lipschitz condition) ,常数 工 称 为 f hF i A t H M (Lipschitz 
constant). 

假设 函数 f(Cz,y) 定 义 在 凸 域 DCR2: 上 ,上 且 有 对 变量 y 的 连续 
偏 导数 . 如 果 存 在 常数 工 >0, 使 得 对 所 有 (z,y)ED 都 有 


of 
a|s, 


则 / # D 上 满足 对 变量 y 的 利 普 希 茨 条 件 , 其 中 的 利 普 希 茨 常数 
RE L. 

定义 10.1.3 ”如果 初 值 问题 (10. 1. 4)、(10. 1. 5) 满 足 ; (1) 存 
在 惟一 的 连续 可 微 的 解 . (2) 对 任意 的 es 之 0, 存 在 正常 数 &(e) ,使 
X Jeo | <e H [ro b] EER RR SC(z) 满 足 16(z)1 一 e 时 , 初 值 问题 


j = f(z,z) T0(z) (m < z< b, 


z(zo) = yo + e 
的 解 存 在 , 且 对 一 切 = <z<b 满足 
| z(z) 一 y(z) |< kloe, 

则 称 初 值 问题 (10. 1. 4),(10. 1. 5) 是 一 个 适 定 的 问题 (well-posed 
problem). 

上 述 定义 中 (2) 的 意义 是 初 值 问 题 的 解 连续 依赖 于 初 值 及 方 
程 右 端 的 函数 . 

定理 10.1.4 i f #ED= ((z=,y) | z <z<b,—co<y< 
十 co} 上 连续 , 且 满 足 对 变量 y 的 利 普 希 茨 条 件 , 则 初 值 问题 

* 556 + 


do. 1.4),(10.1.5) 对 任意 的 初 值 yo 是 适 定 的 . 
一 阶 常 微分 方程 组 初 值 问题 的 一 般 形式 为 


d 
rra -= METEJ y2 +° Ym) Yı (zo) = Sigs 


学 = fs Ym) Ym) = Yar (10.1.8) 
dy, — fn Is YY yw) ya (zo) = Ymo» 

q ; 

记 向 量 y = (yi ya s Ya) f = fis forts fa) ,其 中 fi = 
fil Eryr ya st Yn) =EL, 2, m). Yo = (3 ym) WA 
程 组 (10.1. 8) 的 向 量 形式 是 l 


e> (n < r <b, du 
Yo) = Yo- 

f(z,y) 对 变量 y 的 利 普 希 芯 条 件 为 : 存在 常数 之 0, 使 函数 
f(z,y) 对 口上 的 点 (zx, 总 ) 和 (xz,y) 都 有 

|| f(z,yi) — fayd | < Ll — yl, (10.1.10) 

其 中 的 外 ， | 是 Re 中 任 一 种 范 数 . 初 值 问题 (10. 1. 9) 的 适 定性 概 “ 
念 和 定理 可 以 仿照 定义 10. 1. 3 和 定理 10. 1. 4 FH. 

m 阶 常 微分 方程 初 值 问题 的 一 般 形 式 为 


Ey m (an E) 


dr’ dz 
ez À ya g (10.1.11) 
To m 
yz0) = y» r. = yP peee Ta = ym” 
如 果 设 
dy n, dy 


y = Y I ar Ya = ar 


则 m 阶 方程 的 初 值 问题 (10. 1. 11) 可 以 化 为 方程 组 初 值 问题 的 
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dia Ii yilo) = yos 
ia an (10.1.12) 
-一 mm 一 一 , (To) = ya 9 
dr Ym Ymi 0 
d 


《mr 一 1) 


T = f(E yis y2 Ym)? Yml To) = yo 


10.1.2 数值 离散 方法 


考虑 初 值 问题 (10. 1. 4), (10. 1. 5) 在 区 间 [zx。,6] 上 的 离散 解 ， 
引入 点 列 {x,) ,满足 
= = =-= +h, (n= 1,2,.…), 
其 中 有 ,二 0, 称 z, 为 节点 ,h, 为 步 长 . 通常 考虑 h, 为 常数 的 情形 ， 
BI hh, 二 h(n 二 1,2,…), 这 情形 称 为 等 步 长 的 ,此 时 有 
zu 一 zo 十 zj n= 1,2,..). (10.1.13) 


Me h = N 为 正 整 数 , 求 [z。,6] 上 的 离散 解 ,就 是 在 点 


列 {zx,}*-。 上 求 初 值 问题 解 的 近似 值 . 以 下 记 初 值 问 题 (10. 1. 4)， 
(10. 1. 5) 的 准确 解 y(zx) 在 z, 点 的 值 为 y(z,), 而 在 某 一 数值 方 
法 中 y(z,) 的 近似 值 记 为 y, ,并 记 f.= f(z,.y,). 

定义 10.1.5 ”如果 确定 序列 {y,) 的 一 个 计算 方法 是 由 yujo 
f+i(j 二 0,1,…,k) 的 线性 关系 所 组 成 - 即 


k k 
> aiyui = h DALS ， (10.1.14) 
j=0 j=0 


HI #k k. y zÉ 38 k HH SË E S t (linear multistep method) , 其 
中 , 设 a|, 0, B ao , > 两 者 不 能 全 为 0, 
因为 式 (10. 1. 14) 可 以 两 边 同 乘 一 个 常数 因子 ,所 以 可 规定 
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a, = 1, X RT £ FE £ zb zÉ n] 35 pk: 
J =k =— Ao Yn — Qi Ynti 一 … — qi X=+— 十 
h(& f. + B f. + + B, fa). (10.1. 15) 
如 果 已 知 Pas Ynti s ° Yatim Z fË , 就 可 通过 式 (10. 1. 15) 计 算 
Xaa. 在 开始 计算 时 ,要 用 到 计算 的 初 值 yo ,yi，… yi- RT yo 
是 由 初始 条 件 (10. 1. 5) 给 出 外 ,yi，,…,y,-1 要 通过 别 的 办 法 给 出 . 
yoyyy…y Yi-1 给 出 后 ,就 可 通过 式 (10. 1. 15) 逐步 计算 vy， 
Jua 
定义 10.1.6 从 y, 的 值 计算 y,+1 的 方法 , 称 为 单 步 法 (one- 
step method). 
在 方法 (10. 1. 14) 或 (10. 1.15) 中 ,如 果 上 ==1, 就 是 线性 的 单 
步 法 . 一 般 的 单 步 法 可 以 写成 
Yn = y, FASCE Yas Yni h), (10. 1.16) 
在 这 样 的 单 步 法 中 ,由 初 值 问题 的 初始 条 件 (10. 1. 5) 可 知 yo 的 
值 ,然后 即 可 逐步 由 式 (10. 1. 16) 计 算 y syz 
定义 10.1.7 在 式 (10.1.15) 中 ,车 有 =0， , 则 称 此 计算 方法 
是 显 式 的 线性 多 步 法 . 在 式 (10. 1. 16) 中 , 若 函 数 上 不 显 含 y,+l1，, 则 
称 此 计算 方法 为 显 式 的 单 步 法 . 这 两 者 都 属于 显 式 方 法 (explicit 
method). 
一 般 显 式 单 步 法 可 表示 为 
Yarl = Ja T h$(z,,y, h). (10.1. 17) 
定义 10.1.8 在 式 (10. 1.15) 中 ,车 Bi 了 关 0, 则 称 此 计算 方法 
是 隐 式 的 线性 多 步 法 . 在 式 (10. 1. 16) 中 ,车 函数 中 显 含 y,+1, 则 
称 此 计算 方法 是 隐 式 的 单 步 法 . 这 两 者 都 属 隐 式 方法 (implicit 
method). 
对 于 显 式 的 单 步 法 (10.1. 17) ,可 直接 由 y, HR yan. 对 于 显 
式 的 线性 多 步 法 (10. 1. 15) (其 中 B= 二 0);, 也 可 直接 由 Yno frt 
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(j 二 0,1,…,k 一 1) 直 接 计 算 yns. 
对 于 隐 式 的 单 步 法 (10. 1. 16) ,如果 已 知 y,, 式 (10. 1. 16) 就 
是 y+i 的 一 个 方程 ,可 用 解 方程 的 方法 求 出 yai. 对 于 隐 式 的 线 
性 多 步 法 也 同样 ,如 果 已 知 yas y, ;ynt4i-1; 式 (10. 1. 15) 是 
n+ 的 一 个 方程 ,可 用 解 方程 的 方法 求 出 Ynti ;例如 牛顿 法 等 . 也 
可 以 将 式 (10. 1. 15) 改 写 为 
= hBif (=, ys) + g (10.1.18) 


其 中 g = >= ay +B, f...) , 它 可 以 在 计算 w+ 之 前 预先 计 


算 好 . 如 果 7 了 是非 线性 函数 ， 则 式 (10. 1. 18) 是 一 个 yw+x 的 非 线性 
方程 ,可 以 用 下 面 的 简单 迭代 法 求解 . 
HE x), 
P A = haf (z EL) Hg, s=0,1,2,. 
(10. 1. 19) 

和 迭代 至 | ye 一 yt 2, | <= 时 结束 ,其 中 。 是 预先 给 定 的 误差 限 . 

定理 10.1.9 如 果 f(z,y) 满 足 对 变量 y 的 利 普 希 蒋 条件, 工 
为 其 利 普 希 茨 常数 ,并 设 


1 
"TTRT 
MHARA O. 1. 19) 得 到 的 序列 {y9,} 收 敛 到 方程 (10. 1. 18) 的 
解 y, 十 


10.2 显 式 单 步 法 的 一 般 概念 


初 值 问题 (10. 1. 4), (10. 1. 5) 的 显 式 单 步 法 是 
Yar ` +hé(x,,y, h). (10.2.1) 
定义 10.2.1 设 >(z) 是 初 值 问题 (10. 1. 4) ,(10. 1. 5) 的 准 
确 解 ,方法 (10. 2. 1) 是 解 此 初 值 问题 的 一 种 显 式 单 步 法 , 则 满足 
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ya +h) — yr —hé(z,y(z),h) = OCh) (10. 2. 2) 
的 最 大 整数 p 称 为 方法 (10. 2. 1) 的 阶 (order). 
定义 10.2.2 如 果 
$é(z,y,0) = f(xz,y), 
则 称 方法 (10. 2. 1) 与 初 值 问题 (10. 1. 4), (10. 1. 5) 相 窗 
(consistency). f 
. 如 果 方 法 (10. 2. 1) 与 初 值 问题 (10. 1.4),(10. 1. 5) 相 容 ,利用 
泰勒 公式 在 h=0 展开 ,可 得 
yz+h)— y(z=)—h$(zxz,y(z),h) 
= hy’ (rz)—h$(r,y(r) ,0) + O(h2) 
= O(h’), 
所 以 ,与 初 值 问题 相 容 的 方法 至 少 是 一 阶 的 方法 .反之 ,p 阶 (p 宇 1) 
的 方法 (10. 2. 1) 是 相 容 的 方法 . 
例 10.2.3 欧 拉 方 法 (Euler method). 

Ymi = y, +hf(xz,,y.) (7 一 0,1, 2 ) (10.2.3) 
称 欧 拉 方 法 . 这 里 pC, yh) = fC, y) ,所 以 欧 拉 方 法 与 初 值 问 题 
是 相 容 的 . 又 因为 

y(rz=--h)— ylz) —hé(z,y(z),h) 

= x(z=+h)— y(z)—hf(z,y(z)) 

= ylz +h) — ylz) 一 hy (x) 

= O(h°), 
所 以 欧 拉 方法 是 一 阶 的 显 式 单 步 法 . 

定义 10.2.4 初 值 问 题 (10. 1. 4),(10. 1. 5) 的 一 种 数值 方 
法 , 若 对 任意 的 初 值 x, 及 任意 固定 的 =€ [zoyb],z 一 rzo 十 zi 一 
Tn ,都 有 
lim y, = y(x=), 


(mec) 


则 称 方法 是 收 钱 (convergence) 的 . 
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在 实际 计算 中 使 用 的 方法 ,应 该 是 相 容 的 和 收敛 的 . 

定义 10.2.5 e. = y (aari) 一 ynt1 称 为 数值 方法 在 zi 点 
的 整体 截断 误差 (global truncation error). 

定义 10. 2.4 和 定义 10. 2. 5 不 单 是 对 显 式 单 步 法 的 ,对 其 他 
方法 也 适用 . 对 于 显 式 单 步 法 (10. 2.1) 有 下 面 的 定理 . 

定理 10.2.6 设 h >0, AZ Hry ERR D= ((z,y,h)| 
ZE[zo,b],yE( 一 co, 十 co),hE[0,h]} 上 连续 , 且 满 足 对 变量 y 
的 利 普 希 蒋 条件 , 则 显 式 单 步 法 (10. 2. 1) 收 敛 的 充分 必要 条 件 是 
它 与 初 值 问题 相 容 ; 而 且 , 若 方法 (10. 2. DÆ p 阶 的 方法 , 则 整体 
截断 误差 

y(xz,) — y, = OCh’). 
定义 10. 2.7 
Tra = Yla) — yz) — hh lans yltaa) sh) (10. 2.4) 

称 为 单 步 法 (10. 2. 1) ZE z+i 的 局 部 截断 误差 (local truncation 
~error) ,其 中 y(z) 是 初 值 问题 (10. 1. 4),(10. 1. 5) 的 准确 解 . 

在 计算 zf 点 近似 解 的 值 w+: 时 ,如 果 假 设 yCz,)= y, 准确 
成 立 , 即 以 上 各 步 没 有 误差 , 则 有 Tati = YC Enti) — y,+ Á X 8Ë JE: 
“局 部 ”的 意义 . 显然 ,T+ 与 en+1 的 意义 是 不 相同 的 . 

如 果 将 式 (10. 2.4) 中 T+ 的 表达 式 按 h 的 智 展 开 , 则 对 于 
阶 的 方法 有 

Tm = O(h*t1). 

定义 10.2.8 如 果 方 法 (10. 2. DE p 阶 方法 ,其 局 部 截断 误 

差 可 以 写成 
T, = ltrs yE) Jh! HOC), 

则 称 p(xz,，y(z,))h?t! 为 方法 (10. 2. DE zx+i 的 主 局 部 截断 误差 
(principal local truncation error). 

常用 的 显 式 单 步 法 ,有 欧 拉 方法 . 显 式 龙 格 - 库 塔 (Runge kutta) 
方法 等 . I 
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10.3 欧 拉 方法 


10.3.1 欧 拉 方 法 


例 10. 2.3 已 经 给 出 初 值 问题 (10. 1. 4) ,(10.1. 5) 的 一 种 显 式 
单 步 法 一 一 欧 拉 方 法 , 即 

Yma = y, +hf(z,,y,) (一 0,1,2,)， (10.3.1) 

EK hr 3 #É n 1 £ sÑ fE y 8 (10. 1. 4) 中 ,> (z) JH 2 
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方法 , 欧 拉 方 法 又 可 以 看 成 在 线性 多 步 法 的 一 般 形式 (10. 1. 15) 
中 , 令 & 一 1( 即 单 步 方法 ) ,系数 取 为 wm 一 一 1ya =1,&=1,8 =0 
的 情形 ,所 以 它 是 显 式 的 线性 单 步 法 . 

类 似 定理 10. 1. 1, 把 初 值 问题 写成 积分 形式 ,有 


y(z.a) = ya) + [U Fey dt. (10.3.2) 


用 y, 代替 y(z,), 上 式 右 端 的 积分 若 用 左 矩 形 数 值 积 分 公式 近似 
计算 ,就 可 得 到 >(zw+i) 的 近似 值 y,+1 ,这 就 是 公式 (10. 3. 1), 所 
以 欧 拉 方 法 也 可 以 看 成 是 由 数值 积分 公式 梅 造 出 来 的 ， 

下 面 讨论 欧 拉 方 法 的 几何 解释 . 设 初 值 问题 (10. 1.4),(10. 1. 5) 
的 准确 解 为 >(z) ,其 曲线 过 P. (zo,y) 点 . 欧 拉 方 法 可 以 看 成 从 Po 
出 发 ,按照 以 f(x。 ,yo) 为 斜率 的 方向 作 一 直线 段 ,向 前 推进 到 直线 
===, 上 一 点 P, (x, 31) 再 从 P, 出 发 ,按照 以 f(z ,Y1) 为 斜率 的 
方向 作 一 直线 段 ,推进 到 直线 z= 二 x，, 上 一 点 P(x ，,y;)，, 依 此 类 推 . 这 
样 得 到 一 条 折线 PPlP,… ,作为 曲线 y(z) 的 近似 曲线 ,如 图 10. 1. 

欧 拉 方 法 是 一 阶 的 方法 , 它 的 局 部 截断 误差 为 


£ 
155 Eya) +0). 
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o Xo x x. x 
图 10.1 


例 10.3.1 用 欧 拉 方法 近似 求解 初 值 问 是 
e oeae O<z<1), 


y(0) = 1, 
取 步 长 A=0.1. 
f@ ”用 公式 (10. 3.1) ,其 中 z,=nh=0.1n, 
f(xz,, y.) =— y, tz, +l, 
y = 1, 
Ymi = y, + hÇ(— y, + z, + 1) 
= (1—h)y, +hz, +h 
= 0. 9y, +0. lz, +0.1 (n= 0,1,2,.…,9). 
计算 结果 及 与 准确 解 >(z) 一 z 十 e-* 的 比较 见 表 10.1. 


表 10.1 


ly(z,)—y,| 


1. 000000 1. 000000 0 

本 | 1. 000000 1.004837 0. 004837 
.2 1. 010000 1.018731 0.008731 
.3 1.029000 1.040818 0.011818 
.4 1.056100 1.070320 0.014220 
.5 1.090490 1.106531 0.016041 

6 1.131441 1.148812 0.017371 
路 | 1. 178297 1. 196585 0.018288 
.8 1.230467 1. 249329 0.018862 
.9 1. 287420 1. 306570 0. 019150 
.0 1. 348678 1.367879 0.019201 
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10.3.2 隐 式 欧 拉 方法 和 梯形 方法 


如 果 在 公式 (10. 3. 2) 中 ,用 y, 代替 y(z,), 式 中 右 端的 积分 
式 用 右 矩 形 数值 积分 公式 近似 计算 ,就 得 到 如 下 的 隐 式 欧 拉 方 法 
(implicit Euler method) , 或 称 后 退 欧 拉 方 法 (backward Euler 
method); 
Ymi = y, + hf (xan sYa Ja (10. 3. 3) 
隐 式 欧 拉 方 法 (10. 3. 3) 相 当 于 在 线性 多 步 法 一 般 形式 (10. 1. 14) 
中 , 令 &=1, 系 数 取 为 ao 二 一 1,a =1,&=0,8 一 1, 所 以 它 是 隐 式 
的 单 步 法 , 如 果 设 y, =y) WA 
et = Sa rss B C.) + O(h'). 


它 也 是 一 阶 的 方法 . 
为 了 得 到 比 欧 拉 方法 更 为 精确 的 解 ,可 以 用 数值 积分 方法 中 
的 梯形 公式 来 近似 式 (10. 3. 2) 右 端的 积分 式 , 这 样 就 得 到 如 下 解 
初 值 问题 (10. 1. 4), (10. 1. 5) 的 梯形 方法 (trapezoidal method) : 
yn = y, HLS Ceny) + f(zaaysa)]. (10.3.4) 
梯形 方法 (10. 3. 4) 相 当 于 在 线性 多 步 法 一 般 形式 (10. 1.14) 
中 , 令 k=1, 系 数 取 为 a 一 一 1,0 一 1,B 一 一 去 ,所 以 梯形 方法 
是 一 个 隐 式 的 单 步 法 . 每 步 计 算 中 为 了 求 出 yni 可 以 采用 
式 (10.1.19) 的 选 代 方法 ,其 中 的 选 代 初 值 yE, 就 取 为 欧 拉 方 法 
计算 所 得 的 值 , 即 
y = y, HASCE Yn)» 
L; = y, HÈS Canya) Fflat] (s= 0,1,2,…) 


(10.3.5) 
BRAR y <e 时 结束 ,e 为 预先 给 定 的 误差 限 . 
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对 梯形 方法 ,如 果 设 y,= yan) WA 
Iann) — ya =— yG) HORO. 
梯形 方法 是 二 阶 的 方法 . 
10.3.3 改进 的 欧 拉 方法 


在 梯形 方法 求 w+ 的 迭代 (10. 3. 5) 中 ,如 果 和 迭代 只 进行 一 
次 ,yt 中 即 作 为 w+ 的 值 ,这 种 计算 方法 称 为 改进 的 殉 拉 方法 
(modified Euler method); 


Ymi = y, + hf (Ens Yn)» 
pr = y, HLACE) + San Idh TO 
或 者 改写 为 
yo = ya HELS Enya) + fren rya + hf CEY). 
(10.3.7) 


改进 的 欧 拉 方法 是 一 种 属于 式 (10. 2. 1) 形 式 的 显 式 单 步 法 ， 
其 中 函数 


Kz, yh) = +Lfez,y) Fz hy hf (z,3)51. 


它 的 局 部 截断 误差 
Ta = O(h’), 
所 以 改进 欧 拉 法 是 一 种 二 阶 的 方法 . 
例 10. 3. 2 用 改进 的 欧 拉 方 法 解 初 值 问题 


Ë 一 一 7 十 RS S 
BK h=0.1. 


解 ” 按 公式 (10. 3.7) 计 算 , 对 于 本 例 可 化 成 
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Ym = 0.905y, +0. 0095n +0.1 (n = 0,1,.…,9). 
计算 结果 及 与 准确 解 y(z) 二 zx 十 e* 的 比较 如 表 10. 2 所 示 . 


# 10.2 


|yCzx,)—y,| 


0 . 000000 1.000000 0 

0.1 . 005000 1.004837 1.63X10 一 
0.2 . 019025 1.018731 2.94X10™ 
0.3 .041218 1.040818 4.00X10-4 
0.4 . 070802 1.070320 4.82X1074 
0.5 .107076 1.106531 5.45X 107‘ 
0.6 . 149404 1. 148812 5.92X10 4 
0.7 . 197211 1. 196585 6.26X10 4 
0.8 . 249976 1. 249329 6.47X10-4 
0.9 . 307228 1. 306570 6.58X10 一 
1.0 . 368541 1.367879 6.62X10 一 


10.4 ” 龙 格 - 库 塔 方法 


10.4.1 显 式 龙 格 - 库 塔 方法 的 一 般 形 式 


显 式 的 龙 格 - 库 塔 方法 是 一 种 显 式 单 步 法 . R RR stage) hy 
显 式 龙 格 - 库 塔 方法 形式 为 


R 
yr = yy HAX cK, G= 01,), (10.4.1) 
rm 
其 中 
K, = flans Ya)» 
ri 
aa +a,h syn +hDb,K ,,) (r = 2,3,--- R) 


(10.4.2) 
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10.4.3 三 阶 显 式 龙 格 - 库 塔 方法 


在 式 (10.4. 1), 式 (10.4.2) 中 , 设 R=3,b 一 3, 同 上 述 推导 方 
法 ,得 到 


ci +c; F c ls 


Gs = ba , 
fy = ba + bzs 
1 
caz T sas 一 了， (10.4.7) 
2 bal 
c:a% 十 Cc3a3 = 3° 


C3a2b32 = L 


这 是 8 个 未 知 数 6 个 方程 的 方程 组 ,可 以 得 到 多 组 不 同 的 解 . 将 满 
足 方程 组 的 csa, bn RAARO. 4. 1) 和 式 (10. 4. 2) ,就 构成 不 
同 的 显 式 三 级 三 阶 龙 格 - 库 塔 方法 . 
例 10.4.4 休 恩 三 阶 方法 (Heun’'s third order method). 
1 


在 方程 组 (10. 4.7) 中 , 令 a= Te Z0, =F ar 一 ba 一 3， 


byi =0,a; = bs == 子 ,就 得 到 


yr 一 x + LK, 十 3K;)， 
K, w f =, Yn)» 

下 h h (10.4.8) 
K: = /(z-+ +. + K), 


DEP -. 
K, = f(z tF t EK 
例 10.4.5 库 塔 三 阶 方法 (Kutta's third order method). 
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c +c = 1 


= Ë 
4 (10.4.3) 
bac: = > 


这 是 四 个 未 知 数 (c +C2 3902 ,bz ) 三 个 方程 的 方程 组 ;可 以 得 到 多 组 
不 同 的 解 . 将 其 解 代 回 式 (10. 4. 1) 和 式 (10. 4. 2) 中 ,就 构成 不 同 的 
二 级 二 阶 龙 格 - 库 塔 方法 . 

例 10.4.1 中 点 方法 (midpoint method). 


在 方程 组 (10. 4. 3) 中 令 Cl =0, c; = l,a; = bx =+ 则 式 
(10. 4.1) 和 式 (10. 4. 2) 成 为 
Ye = ys +hf (zs +$. + 1 fCzo yD). (10.4.4) 


式 (10.4.4) 可 近似 看 成 初 值 问题 积分 形式 (10. 3. 2) HAPEE 
值 积分 公式 近似 积分 式 得 到 的 结果 . 
例 10.4.2 改进 的 欧 拉 方法 


在 式 (10. 4. 3) 中 , 令 Ci = C: =}, a = bn = 1, 则 方法 
(10.4.1), (10. 4. 2) 成 为 
yi == y, + *[fCz,, y) + f(z, + h,y, + hf (z, ,y,))]. 


(10.4.5) 
这 就 是 改进 的 欧 拉 方 法 (20. 3. 7)， 
例 10.4.3 休 轧 方法 (Heun method). 


在 式 (10， 4. 3) 中 , 令 [21 =L. =a = ban =2 Wy% 
0.4.1), (10. 4. 2) 成 为 
2 
Ymi = y, + AT feansa) +3f(z. + 5h + Zafana) ] 


` (10.4.6) 
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在 方程 组 (10. 4. 7) 中, 令 amta =a =a =b = 


T 
2 a, =1,bx 三 一 1,b: 一 2, 就 得 到 


ya = y, HECK, +4K: + K,), 
K = ( n’ a)y 
ts H Ç (10.4.9) 
K: = f(n Tp. + >K), 
K, = f(x, +h,y, — hK, + 2hK,). 
10.4.4 四 阶 显 式 龙 格 - 库 塔 方法 


类 似 上 述 二 阶 三 阶 方法 的 推导 ,可 以 构造 多 种 四 级 四 阶 的 龙 
格 - 库 塔 方法 ,其 中 最 常见 的 是 经 典 龙 格 - 库 塔 方法 . 

例 10.4.6 经 典 龙 格 - 库 塔 方法 (classical Runge-Kutta 
method). 


ya m y; F (K, +2K, +2K, +K.) 


K, = f(n y.) 
1 1 
K, = f(z thay, ++hK.,) (10.4.10) 


2 2 
K, = f(z, +h,y, + hkK;) 
例 10.4.7 用 经 典 龙 格 - 库 塔 方法 解 初 值 问题 


Ë =—y+£ OLED. 


Ks = f(z. + goy, ++hK.) 


dz 
2 y(0) = 1. 
取 步 长 h= 二 0.1. 
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解 ”计算 结果 以 及 与 准确 解 >(z) 的 比较 如 表 10.3 所 示 . 
表 10.3 


0 .00000000 .00000000 

0.1 .00483750 .00483742 8 x10 
0.2 .01873090 .01873075 1.5X10-? 
0.3 .04081842 .04081822 2.0X10-? 
0.4 1. 07032029 . 07032005 2.4X10-? 
0.5 1.10653093 . 10653066 2.7X10-， 
0.6 1.14881193 .14881164 2.9X10-? 
0.7 1.19658562 .19658530 3.2X10-? 
0.8 . 24932929 . 24932896 3.3X10-? 
0.9 .30656999 .30656966 3.3X10-， 
1.0 .36787977 .36787944 3.3X10-7 


四 阶 四 级 的 龙 格 - 库 塔 方法 还 有 其 他 的 例子 . 
例 10. 4.8 基 尔 方法 (Gill method). 


Ym = y, + EEK + @ —/DK, + (2 +/2)K, + K.J, 
K, = f(z=,,y,)> | 


K; = f(z ++. +K), 


K, = f(z 十 去 ,yn + 2 — lk. < (i 2)ak,), 


K. = f(z, +hsy, -ŻAK + (1+2)ak,). 


(10. 4. 11) 
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如 果 希 望 得 到 R 级 的 龙 格 - 库 塔 方法 是 R 阶 的 , 则 要 确定 系 
数 C,,a 和 5， 使 方法 的 局 部 截断 误差 Ta SOH), 把 
式 (10. 2.4) 中 的 各 项 按 有 的 突 展 开 , 有 


2 
YCE) = y(xz,) 二 hy’ (zx,) + Eya) +t 


h? 
PTI” ED HOR), 
其 中 


yz) = f(z,,y(=z,))+ 


yG i; Ls] yD) š 


ye = [P£ rare (0)] 


G, yG, > 


而 yl) FASC yla) HORER WEHRO. 4. 1), 式 (10. 4. 2) 
中 函数 K, ,K, 按 二 元 函数 的 泰勒 公式 展开 . 最 后 使 Ta SOA), 
就 可 以 构造 出 不 同 阶 的 龙 格 - 库 塔 方法 . 

欧 拉 方法 就 是 一 阶 一 级 的 显 式 龙 格 - 库 塔 方法 . 


10.4.2 二 阶 显 式 龙 格 - 库 载 方法 š 


ERAO. 4. 1) 和 式 (10.4.2) 中 , 设 R=2, 按 照 上 述 方法 展开 ,有 
Kan) =n) + hf Cans y(n)) + [+ 


fiae 
f(z,,y(za)) tnya Jy Ohè), 


yxn)+ h[c) Ki (z, ,y(z,)) + ce K2 (z, ,y(zma))] 
= ylar) + h(ci + cz) f(z, , y(m=,)) + 


[a op GG) L borca ftn rtn) nG] oan, 


令 上 两 式 相 减 等 于 OG) ,就 有 
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例 10.4.9 
| Jn = y. +R (K, +3K, +3K, +K), 
K, = flans Yn)» 
有 1 1 
K, = f(z + Thy, + -7AK: ] , (10. 4. 12) 


_ 2 ad 2 
K, = f(z. + Fha — g h(K, 3K:)), 


K, = f(=z=, + h,y, + h(K, — K, + K;)). 
10.4.5 高 阶 显 式 龙 格 - 库 塔 方法 


RR 级 的 显 式 龙 格 - 库 塔 方法 ,在 RR 二 1,2,3,4 时 ,可 以 分 别 得 到 
一 ,二 ,三 ,四 阶 的 方法 .但 是 ,通常 R 级 的 方法 不 一 定 是 R 阶 的 . 
设 p(R) 为 R 级 显 式 方法 可 以 达到 的 最 大 阶 数 ,有 如 下 结果 : 
当 R=1,2,3,4 时 ,p(R) 二 R. 
p(5)=4,p(6)=5,p(7)=6,p(8)=6,p(9)=7. 
34 R=10,11,---,p(R)<R—2. 
例 10.4.10 ” 库 塔 -尼斯 特 龙 (Kutta-Nystr6m) 五 阶 六 级 方法 . 
Ynt = y, + 5 G23K, + 125K,; 一 81Ks + 125K,) 
K, = flans Yn)» 
K, = /(z.++h,y. + +hK, ), 


K, = /[=-+ Zh,y, ŽAK, +6K:)), 


K, = f(z + hy +K, — 12K, +15K,)), 


f 
f(z + hy, OK, +90K, — 50K, 十 8K,) )， 
J 


18 
75 


K; 


lI 


Ks 


[= + En,y, Fei 


8 h(6K, + 36K, + 10K, +8K.)). 


: (10. 4. 13) 
例 10.4.11 休 塔 (Huta) 六 阶 八 级 方法 . 


° 573 ° 


ys = y, + aK, +216K, + 27K, + 272K; + 


27Ks 二 216K; 十 41Ks)， 
K, = f(xz,,+y,)> 


K, = f(z. T h,y. + FAK, ), 


9 9 
Ks = /[=. + Thy, +h K+ 3K:)) 
3 " 6 IYn 24 1 2 » 
K; = f(z T Thay, + T(K, —3K, 十 4K;) )， 
K, = f(z, + Th.y, + +h(— SK, +27K, — 24K, +6K.) )， 


K, = f(z. + Z hry, + Bh(221K, — 981K, + 
867K, — 102K, + K.) ) ; 
K, = f(z. +Žh,y + bh 183K, + 678K, 一 


472K, — 66K, + 80K, 十 3K.)) ; 


1 
82 


834K, — 454K, — 9K, + 72K;)). 


K, = f(z, + h,y, + Ssh(716K, — 2079K, + 1002K, + 


10.4.6 龙 格 - 库 塔 - 费 尔 贝 格 方法 


这 是 一 种 变 步 长 控制 误差 的 方法 . 因为 在 微分 方程 解 比较 平 
缓 的 区 域 ,可 以 使 用 较 大 的 步 长 ,而 变化 较 剧烈 的 区 域 ,应 该 使 用 
较 小 的 步 长 ,所 以 考虑 变 步 长 的 方法 ,使 各 节点 上 整体 截断 误差 
1y(z,) 一 y(n 二 0,1,2,…) 不 超过 某 一 允许 值 ,而 使 用 的 节点 尽量 少 . 

由 定理 10. 2. 6, 一 种 p 阶 的 方法 ,其 局 部 截断 误差 Tu = 
OCh2+1), 则 其 整体 截断 误差 ¿I 二 OCh?), 所 以 ,如 果 | Ta | <e, 


h 
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可 有 le | 一 Ke. 
设 有 一 种 p 阶 的 方法 ,从 z, 到 ,+ 采用 步 长 h, ,方法 写成 

Fma = 5, + h.p lans Farha), (10. 4. 14) 
其 局 部 截断 误差 了,;, =O). 再 选择 另 一 种 p 十 1 阶 的 方法 ,也 
HEK h ,方法 写成 

Ima = Ja hg (rash), (10.4. 15) 
其 局 部 截断 误差 T, 50h). 记 

dmi = nti — Fei’ 
可 有 
dry Pntt — Jmn Ta Toa 


= =— —— a —— — a h.. 


h h 
在 第 nn 步 计算 中 , 先 定 一 个 h 值 , 取 有 ,==h, 分 别 用 方法 (10. 4. 14) 
和 方法 (10. 4. 15) 计 算 y + fly... 然后 用 gh 代替 计算 .因为 


d, a (qh) _ "re , Vrtl Jm 
— == c(qh ) xq Sak 2 » 


所 以 取 q 满足 
17 
lq |< ($+ ) , (10. 4. 16) 
m+1 


就 可 保证 
i Tn (qh) |< 


新 的 步 长 就 选 为 Ia yr+1 的 值 . 考虑 到 一 个 步 长 选择 不 
当 而 要 重新 计算 时 有 较 大 浪费 ,而 上 面 的 近似 估计 分 析 也 要 补偿 ， 
所 以 有 时 取 ; 
q = 0.8 Xx ee A 

实际 计算 时 还 有 一 些 较 详细 的 技术 处 理 . 
例 10.4.12 龙 格 - 库 塔 - 费 尔 贝 格 (Runge-Kutta-Fehlberg) 四 
阶 方法 方法 (10. 4. 14) 和 (10. 4. 15) 分 别 取 为 以 下 的 四 阶 及 五 阶 公 
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式 , 其 中 用 到 的 K;(i=1,2,3,4,5) 都 是 相同 的 . 


a 25 1408, , 2197, _ 1 
Fmi = y, +a E 十 5565Ks + OK: $ Ks), (10. 4. 17) 


Yen = y+h (BK + 8859 g, L 2856177 - ŠK, +K.) 


135 T 1282573 T 56430 
(10. 4. 18) 
其 中 
K, = f(z,,y,)> 
K: = /[z. + ay. +K) 
2 n 4 IYn 4 1]. 
h 3h h 
K; = (z+ $y tik +K), 
12h 1932h _ 7200h; , 7296h 
K. * f(a T+ y. + 7 E aor K: + aor) 


4390. _ 3680h,, _ 845h 
K; = f[z. Thy. + IG K, —8hK, + ra K, TK.) 
h 


8h 
K, = f(z + iy, zE: + 2hK; 一 


3544hk, + 1859hk, _ hg, ). 


2565 4104 40 
一 般 选 q 为 
eh 1⁄4 eh 1⁄4 
g#.1— A eae 
< es) SEBETAN. 
(10. 4. 19) 
具体 计算 时 , 先 选 定 一 个 h(S EH h) ,计算 
Bm tn) - |; _ 128, _ 2197 i 2 
h 360%" 1275 ° 75240: tsoKs T+ssR ° 


male Sl ce WERCO. 4 17) 计 算 ya, 8 A F— b. 


否则 , 按 式 (10. 4. 19) 计 算 g, 再 以 qh 为 新 的 步 长 重新 计算 . 
例 10.4.13 龙 格 - 库 诺 - 费 尔 贝 格 五 阶 方法 .方法 (10. 4. 14) 
和 (10. 4.15) 分 别 取 为 : 
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6 
Fm = Yn +h Dafi, 
k=1 


ñ 
Ym = y, + hD G fa: 
k= 


其 中 
f, = f(z,+ah,y, th dBafi), (10.4.20) 


式 中 系数 如 表 10.4, 和 式 > 认为 是 0. 


# 10.4 


3 |_7_ 
380 | 1408 
2 + o|o 
š 4 |1125| 1125 
15 | 2816 | 2816 
4 2123 | 
3 | 32 | 32 
5 A | 125 | 125 
5 | 768 | 768 

5 
6 1 || ° 
5 
£ 0 1 a %6 
5 
g 86 


例 10.4.14 龙 格 - 库 诬 - 费 尔 贝 格 六 阶 方法 . 方法 (10. 4.14) 


和 (10. 4. 15) 分 别 取 为 
l Imn = IHAD ifi 


k=) 
10 

$a = y, HAD) ĉifi» 
k=1 
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其 中 f, 的 表达 式 同 例 10. 4. 12 的 式 (10. 4. 20) ,系数 如 表 10. 5 R. 


龙 格 - 库 塔 - 费 尔 贝 格 七 阶 方法 


方法 (10. 4. 14) 和 (10. 4. 15) 分 别 取 为 


Ími = y, + Daf: 
k=l 


13 
Jr = y. + 2 ifi 


其 中 f, 的 表达 式 同 例 10. 4. 12 的 式 (10. 4. 20), £ Ék hl 3 10. 6 
所 示 . 
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10.4.7 隐 式 龙 格 - 库 塔 方法 
RAAR -EHD $ (implicit Runge-Kutta methods) 的 
一 般 形 式 为 
yr = y, HAX cK,» (10. 4.21) 
R 
K, = f(z, + ahy, +h 515, ,K,) 


(r= ,2,--,R). (10. 4. 22) 
RHERRA RA fy Wt, ARA R 级 的 方法 . 把 系数 
crsa, 和 20" 列 成 表 , 或 写成 向 量 和 矩阵 的 形式 如 下 : 


€ (10. 4. 23) 


Hp a=(la tsar) T= (ci, ca), B= (b, ). 系数 之 间 的 关 
系 ,根据 相 容 性 的 要 求 , 满 足 


>)c = 1， (10. 4. 24) 


a, = Jb, (r= 1,=-,R). (10. 4. 25) 


式 (10.4.22) 是 尺 个 函数 K, ,…,Kex 的 非 线 性 方程 组 ,如 果 初 
值 问题 是 m 组 向 量 函 数 y 的 初 值 问题 (10. 1. 8) ,那么 式 (10.4.22) 
就 是 mR 维 的 非 线 性 方程 组 ,所 以 隐 式 龙 格 - 库 塔 方法 的 计算 要 比 
显 式 方法 复杂 很 多 ,求解 方程 (10. 4. 22) 的 K, |... Kk 可 以 用 牛顿 
法 等 求解 非 线性 方程 组 的 方法 . 如 果 用 迭代 法 


一 1 R 
KED = f(z, +ah,y, hY bK +h dp, Rin) 
s=1 s= 


(r= 1,.",R), (10.4. 26) 
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则 若 , 
R rl 
h< (L[max >, | bn | 十 max 2) | b, IJ”, 
和 迭代 对 于 任意 的 初 值 K, KI)... KO 收敛 ,其 中 工 是 zyy) 
对 变量 y 的 利 普 希 艾 常数. 
如 果 B 是 一 个 严格 下 三 角 和 矩 阵 , 即 s 宇 r 时 有 6b, = 二 0, 那 么 
式 (10.4.21) 和 式 (10. 4. 22) 是 显 式 的 龙 格 - 库 塔 方法 ,此 时 
K = flans yn) ERCO. 4. 22) 可 逐步 递 推 计 算 K, Kastes Kpr. 
如 果 s*>r 时 有 6, 二 0, 但 B 的 对 角 元 6" 不 全 为 0, 这 时 的 方法 称 为 
半 显 式 的 龙 格 - 库 塔 方法 (semi-explicit Runge-Kutta methods). 
若 如 天 0, 式 (10.4. 22) 写 成 
K, = f(a. tahy, Fh51b,K,+ bb,K,). 
求 K, 的 迭代 法 可 采用 
K = f(z.+ah,y Fh 6K, + hb, K). 
如 果 
1 
h< L max | ov |’ 
则 迭代 对 任意 初 值 K 收敛 . 
例 10.4.15 梯形 方法 : 
Xs ka Yn +h [+K ++K.), 
K, = fläns Yn)» 
K, = f[z. Thay, + ÈK, 十 于 Ka. 
它 是 一 个 二 级 二 阶 的 隐 式 ( 半 显 式 ) 龙 格 - 库 塔 方法 . 


例 10. 4.16 布 特 切 尔 方法 (Butcher method) : 
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ya == y + (K, +4K,+ K), 
K, = flans Yn)» 
= f(z + Thy. +K. +K, )， 
K; = yG; hk os; RK). 
它 是 一 个 三 级 四 阶 的 半 显 式 方法 . 
对 于 尺 级 的 显 式 龙 格 - 库 塔 方法 ,一 般 其 阶 PSR, 4 R<4 时 
可 以 有 p==R. 但 是 对 RR 级 的 隐 式 龙 格 - 库 塔 方法 ,其 阶 可 以 比 显 
式 方法 高 .一般 地 p 夺 2R, 最 高 阶 可 以 到 p= 2R. 
对 于 初 值 问题 的 积分 形式 (10. 3. 2) ,如 果 用 最 高 代数 精确 度 
的 高 斯 - 勒 让 德 数值 积分 公式 构造 龙 格 - 库 塔 方法 . 可 得 尺 级 的 龙 


格 - 库 塔 方法 的 阶 p = 2R. 
例 10.4.17 隐 式 中 点 方法 (implicit midpoint method) ; 


yxa ™ Yu HAS (>. +o, +y), 


Yma = y, +hK; 
fk = f(z 二 各 ,3 二 名 K,). 


这 是 一 个 一 级 二 阶 的 方法 . 
例 10. 4. 18 po 荷 令 斯 沃 思 方 法 (HammerHollingsworth 


method) 


Ymi = y, + Ack, +K), 


PE 


2 6 le 
K, = f(z, + (T 4+8)ry + (1 + Jak, +K, J: 
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这 是 一 个 二 级 四 阶 方法 , 按 式 (10. 4. 23) ,系数 表 可 写成 


1 1 a 
q5 X 0073 VT5) 86 X (25-6 VT5) 


glo 


75X 0+3 /15) m 7z% 0—3 /TS) 


co| 一 


Twt V15) 


1 1 5 
ggo% (25+6V15) X10+3VI5) 36 


Slo 
|= 
sl 


利用 拉 道 数值 积分 公式 ( 见 4. 6. 1 节 ) 构 造 隐 式 龙 格 - 库 塔 方 
法 ,可 得 尺 级 2R-1 阶 的 拉 道 型 方法 . 


例 10.4.20 WF R=2,p=3 拉 道 型 的 隐 式 龙 格 - 库 塔 方法 
的 系数 表 如 下 ， 


心 | 一 


5 
12 


2 
12 
KA 
4. 
2. 
4 


=] 请 | 一 | 


EA 
4 


例 10.4.21 PS#h R=3,p=5 拉 道 型 的 隐 式 龙 格 - 库 塔 方法 
的 系数 表 如 下 
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1 —1— —1+V6 
9 18 18 

1 88+7V6 88—43V6 
9 360 360 

l 88+43V6 88—7V6 
9 ~ 360 360 
L 16 十 VE 16 一 V6 
9 36 36 


4 一 V6 88 一 7V6 296—169/6 ”一 2 十 3V6 


10 360 1800 225 
4 十 V5 296 十 169v6 88+7/6 ”一 2 一 3V6 
10 1800 360 225 
1 16 一 V6 16+/6 +Ë, 
36 ` 36 9 
4 
9 


利用 洛 巴 托 数值 积分 公式 ( 见 4. 6. 2 节 ) 构 造 隐 式 龙 格 - 库 塔 


方法 ,可 得 尺 级 2R-2 阶 的 洛 巴 托 型 方法 . 
例 10.4.22 三 种 R=2,p= 2 的 洛 巴 托 型 隐 式 龙 格 - 库 塔 方 


法 的 系数 表 如 下 : 


1 
2 
1 
2 
1 
2 


其 中 第 一 种 方法 即 梯形 方法 . 
例 10.4.23 Zh R=3,p=4 的 洛 巴 托 型 隐 式 龙 格 - 库 塔 方 


法 的 系数 表 如 下 : 
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wje 
oj- 


SI~ 


wjf BI” 


o| 一 = 一 


例 10.4.24 =#h R=4,p= 6 的 洛 巴 托 型 隐 式 龙 格 - 库 塔 方 
法 的 系数 表 如 下 : 


0 0 0 0 0. 
5— v15 11 十 V5 25 一 V5 25 一 13V5 一 1 十 V5 
10 120 120 120 120 
5 十 Wi5 11 一 V5 25 十 13V5 25 十 V5 一 1 一 他 
10 120 120 120 120 
1 1 5 > E3 

12 12 12 12 
1 
12 
0 1. 二 1 一 v5 
12 24 
5 一 V5 A- 25 十 V5 
10 12 120 
5 十 V5 r 25 十 13V5 
10 12 120 
1 T 11 一 V5 
1 24 


EN 5 

12 12 

=: = V5 _ 1 
12 12 12 12 
ER 1 10 一 7V5 A 

12 4 60 60 

4 10 十 7V5 pe _ 
12 60 4 60 
Ai S SI 1 

12 12 12 12 

1 5 5 1 

12 12 12 12 


10.4.8 单 步 法 的 绝对 稳定 性 


用 一 种 数值 方法 求解 初 值 问 题 ,计算 过 程 总 会 产生 误差 . 设 在 
某 一 步 有 舍 入 误差 , 它 会 影响 到 以 后 各 步 的 计算 ,如 果 它 引起 在 计 
算 过 程 中 误差 成 为 无 界 的 , 那 就 是 数值 不 稳定 现象 ,实际 计算 中 应 
当 避 免 . 这 种 稳定 的 概念 与 所 采用 的 计算 方法 有 关 , 也 与 方程 中 的 
函数 f(x,y) 有 关 . 为 了 只 考察 数值 方法 本 身 ,通常 检验 数值 方法 
用 于 试验 方程 的 稳定 性 . 试验 方程 为 


dy _ 
q = Ay (10. 4. 27) 


选择 方程 (10. 4. 27) 为 试验 方程 ,是 因为 它 比 较 简单 ,同时 任 
何 一 个 微分 方程 可 以 局 部 线性 化 为 这 种 形式 . 例如 ,在 点 (a,5) 的 
邻 域 有 


f(z,y) = Fa 十 (z 一 a) cab) + (y— bD 区 co + 
略 去 高 阶 项 并 做 适当 变量 置换 ,可 将 方程 y = (zx,y) 化 为 方程 
(10.4. 2D 的 形式 ,其 中 对 应 光 . 如 果 是 m 个 方程 的 方程 组 
y =f y ,线性 化 后 得 线性 方程 组 y 二 Ay,A 为 m X m 的 雅 可 
tesape (SL). 2 A A m 个 不 同 的 特征 值 X\,…,hs 可 做 正 交 相 


似 变 换 化 4 为 对 角 阵 diag (A,…,4,), 得 到 m 个 方程 y= 二 Xiy; G= 
1,…,m). 所 以 , 考 虚 方程 (10. 4. 27) 中 4 为 复数 . 

一 个 单 步 法 用 于 试验 方程 (10.4. 27) ,从 y, 计算 一 步 得 到 

y = Eh) yns (10. 4. 28) 

其 中 E(44) 依 赖 于 所 选 的 方法 ,而 且 E(4h) 是 e* 的 一 个 近似 值 . 
如 果 y, 的 计算 有 误差 e, 它 会 引起 y,+1 的 误差 E(Xh)e. 如 果 在 yo 
有 误差 o CIE w+ 的 误差 (EGR))"+leo. 

定义 10.4.25 对 某 一 种 方法 ,如 果 式 (10. 4. 28) 中 EGA) W 
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E |EGh) | < 一 1, 称 此 方法 绝对 稳定 (absolutely stable) ,在 上 复 平 
面 上 复 变 量 y 满足 |E(j) | 二 1 的 区 域 , 称 为 此 方法 的 绝对 稳定 区 
域 (region of absolute stability) , 它 与 实 轴 的 交 称 为 绝对 稳定 区 间 


(interval of absolute stability). 
例 10.4.26 将 欧 拉 方法 用 于 试验 方程 (10. 4. 27) ,有 
Yn = y, + Ay, = (1 u)y,. 
其 中 =h, El) = Li EC) J: e 的 一 阶 泰勒 近似 . kitaa 
时 , 欧 拉 方法 是 绝对 稳定 的 . 欧 拉 方法 的 绝对 稳定 区 域 是 一 个 以 一 1 
为 中 心 的 单位 圆 ,如 图 10. 2 所 示 , 它 的 绝对 稳定 区 间 是 (一 2,0). 


ImA 


当 》 为 负 实数 时 , 取 1< 一 二 , 欧 拉 方 法 是 稳定 的 . 
例 10.4.27 用 欧 拉 方 法 计算 f 
|a =—1000(y— z) +2 G< r<, 
y(0) = 0. 


解 ” 设 计算 机 有 12 位 有 效 数字 的 精确 度 , 取 站 一 10 "(m= 
0,1,2,…), 从 一 0 计算 到 z=1,# RUF: 
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h >(1) 的 计算 值 

1 0 

0.1 0. 90438207503 X 10!° 
0.01 溢出 

0.001 0. 99999900001 
0.0001 0. 99999990000 


0. 00001 0. 99999998997 
表 中 “溢出 ”表示 超过 了 机 器 能 容纳 的 最 大 数 . 本 例 相 当 于 4 二 一 1000， 
当 上 = 二 0.01 时 ,1 十 A 二 一 9, 即 每 个 误差 绝对 值 放 大 9 倍 ,而 计算 
ZX 二 1 有 100 步 ,误差 约 放 大 10'" 倍 ,显然 得 不 到 合理 的 结果 .但 是 
只 要 hh 适当 小 ,使 11 十 X44| 二 1. 计算 结果 就 合理 . 
例 10.4.28 将 四 阶 经 典 龙 格 - 库 塔 方法 用 于 解 试验 方程 


(10. 4. 27) ,可 得 到 
_ Qh)? | Qh): Ah) 
ym = (1Ha + 52 下 -二 ) 


G p=Ah H EGO =H EHEHE EJE e 的 四 阶 泰勒 近 
似 . 经 典 龙 格 - 库 塔 方法 的 绝对 稳定 区 域 为 |E(j) | <1, ME y F 
面 上 ,由 曲线 

ltet teti = e” 
所 围 成 的 区 域 , 见 图 10.3. 其 中 0 是 复数 的 辐 角 . 
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正 数 hh 都 有 AhE€( 一 co,0), 即 步 长 不必 受 限制 . 
例 10.4.31 将 二 级 二 阶 的 梯形 方法 (10. 3. 4) 和 一 级 二 阶 的 
隐 式 中 点 方法 ( 见 例 10. 4. 17) 用 于 试验 方程 ,都 得 到 


1+£ 
Elp) s= . 
一 全 
这 是 函数 e 的 帕 德 (1,1) 有 理 通 近 . 因为 对 左 半 平面 都 有 |EQ) | 一 1， 
所 以 方法 绝对 稳定 区 域 是 y: 平 面 的 左 半 平面 ,绝对 稳定 区 间 是 (一 o0， 
0). 而 二 级 二 阶 显 式 龙 格 - 库 塔 方法 的 绝对 稳定 区 间 是 (一 2,0). 从 绝 
对 稳定 的 意义 看 来 , 隐 式 方法 比 同 阶 的 显 式 方法 要 优越 
例 10. 4.32 ”将 二 级 四 阶 的 哈 默 - 荷 令 斯 沃 思 方 法 ( 见 


例 10. 4. 18) 用 于 试验 方程 ,可 得 


这 是 函数 e° 的 帕 德 (2,2) 有 理 逼 近 , 方 法 的 绝对 稳定 区 间 是 
(一 ce,0) , 优 于 四 级 四 阶 的 显 式 龙 格 - 库 塔 方法 ,后 者 绝对 稳定 区 
间 是 (一 2.78,0). 

例 10.4.33 将 半 显 式 的 三 级 四 阶 布 特 切 尔 方法 ( 见 例 10. 4. 16) 
用 于 试验 方程 ,可 得 


E(y) = 


这 是 函数 e 的 帕 德 (3,1) 通 近 ,方法 的 绝对 稳定 区 间 是 (一 5. 41, 
O) , 优 于 四 级 四 阶 的 显 式 龙 格 - 库 塔 方法 . 
定理 10. 4. 34 ， 设 隐 式 单 步 法 用 于 试验 方程 ,得 到 y= 
EC) ,其 中 py 二 2h. WI 
(1) 由 高 斯 - 勒 让 德 积分 公式 构造 的 R 级 2R 阶 的 隐 式 龙 格 - 
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例 10. 4. 29 用 经 典 龙 格 - 库 塔 方法 计算 
fa =— 20y (O< r<, 


y(0) = 1, 
W h=0.1 K h=0.2. 


解 ”本 例 ) 一 一 20,p 一 入 分 别 为 一 2 和 一 4. 前 者 属于 绝对 稳 
定 区 间 ,后 者 则 不 属于 . 计算 结果 误差 如 下 表 . 


一 0.092795 


一 0.012010 25.0 
0.6 —0.001366 125.0 
—0.000152 625.0 


— 0. 000017 


R=1,2,3,4 Bf R R 阶 的 显 式 龙 格 - 库 塔 方法 的 绝对 稳定 
区 间 如 表 10.7; 


# 10.7 


绝对 稳定 区 间 


(一 2,0) 
2 (一 2,0) 
2 
3 (一 2.51,0) 

2 3 4 
# LE. L E. s 
Itat titi (一 2.78,0) 


例 10. 4.30， 将 隐 式 欧 拉 方 法 (10. 3. 3) 用 于 试验 方程 , 令 /一 


Xh, 可 得 


2 


这 是 指数 函数 ex 的 帕 德 (Pade)(0,1) 有 理 逼 近 ( 见 3. 1. 2 节 )， 方 
法 的 绝对 稳定 区 间 是 (一 co,0), 当 ) 是 小 于 0 的 实数 时 ,对 任意 的 
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库 塔 方法 ( 例 10.4. 17 一 例 10.4. 19 等 ),E(y) 为 函数 e 的 帕 德 
(RPA MMH. 

(2) 由 拉 道 积分 公式 构造 的 RR 级 2R 一 1 阶 的 隐 式 龙 格 - 库 塔 
方法 ( 例 10.4.20, 0 10. 4. 21 等 ). EV HAR e 的 帕 德 (R 一 1， 
PAMBA. 

(3) 由 洛 巴 托 积分 公式 构造 的 RR 级 2R — 2 阶 的 隐 式 龙 格 - 库 
塔 方法 ( 例 10.4. 22—f 10. 4. 24 $), EC) J Z e 的 帕 德 (R 一 1， 
有 一 1) 或 (R 一 2,R) 有 理 通 近 . 

帕 德 (m,z) 有 逼近 的 有 理 式 , 见 3. 12 节 的 e° 帕 德 表 . 


10.5 线性 多 步 法 


10.5.1 线性 多 步 法 的 一 般 概念 


如 式 (10. 1.15) 所 示 , 解 初 值 问题 (10. 1. 4),(10. 1.5) 的 & 步 
线性 多 步 法 一 般 形式 为 
Ynik S Qo Yn — A ysi T *** — Akl Yrth T 
h(& f, +B fen thBf e). (10. 5. 1) 
可 以 由 泰勒 展开 式 方法 或 数值 积分 公式 方法 来 确定 一 种 线性 
多 步 法 的 系数 {aj p). 
对 应 于 一 种 线性 多 步 法 (10. 5. 1) ,可 以 定义 算 子 


k 
2[y(z); 巾 一 D laiya + ih) 一 ii (+ h)], 
i=0 


(10. 5.2) 
HF a=, y) ELl ,b] EAER E p| R. 如 果 将 yC + 
ih) R y (zr 十 ih)(i 二 0,1,…,k) 按 泰勒 公式 展开 : 


; wes 
em 5 (y: Ë ya) i RI ea) Fary 
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ca 


y(z+ h) = y aD tR + S y”) +s 


代 人 式 (10. 5. 2) ,可 整理 成 
LL[y Cx) 3h] 一 coy(z) 十 cthy (x) + + chy (z) 十 …， 
(10. 5. 3) 
其 中 
co 一 ao 十 aa 十 as 十 … 十 ak， 
cı = a + 2a: +e + ka, — (& + B. + B, + *- + B,) 


a= HG EA E ss depa y 
(=== ge HTH HRR) (gq = 2,3,-) 
(10. 5.4) 

EX 10.5.1 若 在 式 (10. 5.3) 中 ,一 c =-==c,=0,c+ A0, 

则 称 算 子 (10. 5. 2) 对 应 的 线性 多 步 法 (10. 5. 1) 是 p 阶 的 . 若 

P 宇 1, 称 线性 多 步 法 (10. 5. 1) 与 初 值 问题 (10. 1. 4),(10. 1. 5) 相 容 . 
定理 10.5.2 上 上 步 线 性 多 步 法 (10. 5. 1) 与 初 值 问 题 (10. 1. 4)， 

(10. 1. 5) 相 容 的 充分 必要 条 件 是 : 


2 =0, Da = Xa. (10.5.5) 
实际 使 用 的 方法 应 该 是 相 容 的 ， 所 以 要 寻找 系数 aoy rar» 
“Bs 使 得 c =c = … 一 cp 一 0,co+i 天 0( 其 中 p 之 1). 得 到 的 条 
数 代入 式 (10. 5.1), 即 可 构成 一 个 p 阶 的 线性 & 步 法 . 当 8, =0 时 
方法 是 显 式 的 , 当 pA 时 方法 是 隐 式 的 . 

定义 10.5.3 设 y(z) 是 初 值 问 题 (10. 1. 4),(10. 1. 5) 的 准 
确 解 , 则 

Enri = YÈ Lm) 一 Yrer 

称 为 方法 (10. s: 1) 在 Tntk 的 整体 截断 误差 . 

š Tus = #[y(=z=,):h] 
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称 为 方法 (10. 5. DE zw+* 的 局 部 截断 误差 . 
据 定义 10. 5. 3, 若 线性 多 步 法 (10. 5. DÆ p 阶 的 方法 , 则 其 
局 部 截断 误差 
Torr = c+ h YPP (Zn) H cph? YPP Can) + ==, 
(10. 5. 6) 
定理 10.5.4 假设 计算 yrn) WU k H F 45 B$ E 8 JE: WE A 
的 , 即 设 ynt = y(ra)(i=0,1,--,k—1),J XT W s W£ PE £ 
FEE, A l 
Tori = YC Entr) 一 Yrtit- 
而 对 于 p 阶 的 隐 式 多 步 法 (B. 隆 0) ,有 
y(r,a) — Ynt = c, i htt yt Can) HOC). 
即 对 于 隐 式 的 线性 多 步 法 , 设 前 有 步 离 散 解 准确 时 ,局 部 截断 误差 
(10. 5. 6) 与 y(r,+,) — Yntk 的 展开 式 首 项 相同 . 
定理 10. 5.5 p 阶 线性 多 步 法 局 部 截断 误差 T,+*+ 的 首 项 
cptih?t!1y%?t+0(z,) 称 为 方法 的 主 局 部 截断 误差 . co*: 称 误差 常数 . 
例如 , 欧 拉 方 法 y 二 >, 十 hf (zx, ,ys) 是 单 步 的 显 式 方法 , 相 
当 于 在 式 (10. 5.1) F, k=l, =—1, k=l, 8 =0. 由 式 (10. 5.4), 


有 co 一 c1 一 0,cs 一 去 .所 以 欧 拉 方法 是 一 阶 方法 ,其 主 局 部 截断 误 


# T. = y Cen). 这 里 的 分 析 和 10. 3 节 的 分 析 是 一 致 的 . 


在 区 间 [z, yz 上, 初 值 问题 (10. 1.4), (10.1. 5) 的 解 
满足 


yt) = Jam) HS feryad 《10.5.7) 
Tk 


如 果 用 各 种 数值 积分 公式 近似 式 (10. 5. 7) 右 端的 积分 式 , 就 可 得 
到 多 种 计算 y(z,y4) 的 近似 值 y,+4 的 计算 方法 . 这 些 方法 称 为 基 
于 数值 积分 公式 的 方法 . 
例如 ,在 式 (10. 5.7) 中 令 &= :一 1, 右 端 积 分 式 分 别 用 左 和 矩形 
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公式 、 右 矩形 公式 和 梯形 数值 积分 公式 近似 ,就 得 到 单 步 的 欧 拉 方 
法 、 隐 式 欧 拉 方 法 和 梯形 方法 . 

例 10.5.6 辛普森 方法 (Simpson method) 在 式 (10.5.7) 中 
取 ==/= 二 2, 该 式 右 端 积 分 式 用 节点 为 z,.,z,+, ,Ts+2 的 辛普森 数值 
积分 公式 近似 ,再 用 yj; 代替 y(zx,+;)(j 二 0,1,2). 就 得 到 


y, = y, +. +4fm + fma). 


这 就 是 辛普森 方法 , 它 的 局 部 截断 误差 为 


= lis. 6 
Tar 90 y”? (ze HOC). 


方法 是 二 步 四 阶 的 方法 . 

例 10.5.7 米尔 恩 方 法 (Milne method) 

在 式 (10.5.7) 中 取 &=! 一 4, 该 式 右 端 函数 用 节点 为 z, 
Ze+awzsls 的 二 次 插值 多 项 式 近 似 , 代 人 积分 式 后 ,再 用 w+ 代替 
y(zrz,,,)(j=0,1,2,3,4) ,就 得 到 


ya = y, + Ëf. 一 fm 十 2fma). 
这 就 是 米尔 恩 方法 , 它 的 局 部 截断 误差 为 
T. = Hh yO (z) +O). 
方法 是 四 步 四 阶 的 方法 . 
10.5.2 亚当 斯 方法 
在 式 (10. 5.7) 中 取 /二 1, 得 到 
vee) Waad S faya dt, (10.5.8) 


再 用 数值 积分 公式 ,这 类 方法 称 亚当 斯 方法 (Adams methods). 
如 果 式 (10.5.8) 中 f(t,y(t)) 用 r 十 1 MIE A (Intai jeo AS 
插值 多 项 式 代替 ,代入 式 (10. 5. 8) 做 积分 ,以 近似 值 x, E 
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methods). 


Yrtk = ys + hl po fmia + pa farie + = + prf mii)» 
(10.5.9) 
其 中 


ps =F) Lda G= om， 
Tatki 


4(z) 是 节点 tii EARE. rik (10.5.9)E r+1 步 的 
显 式 公式 ,也 称 亚当 斯 显 式 方法 ,其 中 的 系数 、 阶 和 误差 常数 cp+， 
如 表 10. 8 所 示 . 


表 10.8 


1 1 


m” 


r 一 0 时 ,亚当 斯 显 式 方法 就 是 欧 拉 方法 . ~ 一 3 时 , 取 A 一 r 十 1， 
公式 (10. 5.9) 为 


Yara = Yaya HA5 fma — 59 fen 十 37fim — Ifa). 
(10. 5. 10) 
它 是 四 步 四 阶 的 方法 ,局 部 截断 误差 
Th = = yx) +O). 
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如 果 在 公式 (10. 5. 8) rh, f t, yG) H r + 1 个 节点 
{zvwri-iy7-o 的 插值 多 项 式 代替 ,代入 式 (10. 5. 8) 做 积分 ,以 近似 值 
yoi 代替 y (dnt) ,就 得 到 如 下 的 亚当 斯 - 莫 尔 顿 方法 (Adams- 
Moulton methods). 

- ys] = Yne + h(0o fonts tt pn faiai + prf erir)» 

(10.5.11) 
其 中 
mw = + Ldz (G= 01, r), 


L (Zz) 是 节点 Tai E 9381838983. 当 r 宇 1 时 ,方法 (10. 5. 11) 是 
r 步 的 隐 式 方法 . 式 (10. 5.11) 也 称 亚当 斯 隐 式 方法 ,其 中 的 系数 、 
阶 和 误差 常数 cp 如 表 10.9 所 示 . 


表 10.9 


r 一 0 时 ,亚当 斯 隐 式 方法 就 是 隐 式 欧 拉 方法 , r= 1 时 是 梯形 
方法 .r= 二 3 时 , 取 & 一 4, 公式 (10. 5. 11) 为 
y = = y,+3 HÈ Ofm E19 fers — 5fme + fn). 


(10. 5. 12) 
它 是 三 步 四 阶 的 方法 ,局 部 截断 误差 
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19 
Tr 一 一 mat al (zw ) + O(h°). 


例 10.5.8 分 别 用 四 阶 的 亚当 斯 显 式 方法 (10. 5. 10) 和 隐 式 
方法 (10. 5. 12) 解 初 值 问 题 


jz = 一 >+z+1 0<z<1), 
y(0) = 1, 
步 长 取 为 h==0. 1. 


解 ” 初 值 问 题 的 准确 解 为 y) =e tr 计算 结果 及 误差 
( 取 绝 对 值 ) 如 表 10. 10. 从 表 中 可 见 四 阶 隐 式 方法 误差 要 比 四 阶 
显 式 方法 的 误差 要 小 些 . 


表 10.10 


亚当 斯 显 式 方法 


亚当 斯 隐 式 方法 


0.3 .04081801 2.1X10- 
0.4 1.07032292 2.87X10 ° .07031966 3.9X107™? 
0.5 1.10653548 4.82X10™ .10653014 5.2X 107" 
0.6 1. 14881841 6.77X 107€ . 14881101 6.3X 1077 
0.7 1. 19659339 8. 09X 107° . 19658459 7:1X107" 
0.8 1, 24933816 9.19X10™ . 24932819 7.7X10 7 
0.9 1.30657961 9.95X10™ . 30656885 8.1X10 一 
1⁄0 1. 36788996 1.05X107* . 36787860 8.4X107 


10.5.3 尼斯 特 龙 方法 


ERAO. 5.7) 中 取 ¿= 2 的 方法 称 为 尼斯 特 龙 方法 (Nystr6m 
methods). 如 果 式 (10. 5. 7) 中 积分 式 的 被 积 函 数 用 节点 Tatio 
了 nm ,zetb 上 的 插值 多 项 式 代替 ,得 到 显 式 方 法 

yr = Yme 十 六 (po feri + pn faerie He + prf eiir). 
(10. 5. 13) 
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其 中 
pa = |” yade G= ostr), 
Tekh 


2(z) 是 对 应 节点 上 的 插值 基 函 数 . 特别 取 r=0 时 ,得 pw 二 2, 方 法 为 
Ynt = Yme 十 Zhf rr» 
若 取 上 一 2, 则 写成 
ym? = y, Af mi. 

这 就 是 所 谓 的 中 点 方法 . 

如 果 在 ¿= 2 的 式 (10. 5.7) 中 被 积 函 数 用 节点 zirty 
Zn+t-1y…yZa+tr* 上 的 插值 多 项 式 代 蔡 ,得 到 隐 式 方法 

Y+ 一 Ynti + hl po fr F pn fma 十 Forfar). 

° (10. 5. 14) 

其 中 系数 也 是 对 应 的 插值 基 薄 数 的 积分 . 特别 取 r = 2 时 就 是 
例 10. 5. 6 的 辛普森 方法 . 


10.5.4 汉 骨 方法 


MAHE Hamming method) 是 一 种 四 阶 隐 式 方法 ,可 以 利 
用 泰勒 展开 式 的 方法 来 推导 , 它 的 计算 公式 为 


ya = E Oym — y) HE Saa 2f 一 fn)， 《10.5.15) 
5 
方法 的 局 部 截断 误差 为 一 告 y(z,) 十 OCh*). 


10.5.5 线性 多 步 法 的 收 鱼 性 
如 果 将 线性 多 步 法 (10. 5. 1) 用 到 试验 方程 y =y, RA 


D Ca; — MB.) ym; = 0. (10. 5. 16) 
它 是 一 个 常 系数 阶 差分 方程 . 令 y, == 代 人 式 (10.5. 16) ,就 
得 到 此 差分 方程 的 特征 方程 
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x(r,h) = 0, 
其 中 
A(r,h) = plr) — o (r), 


k k 
po(r) = Jari, olr)= DBr’. (10.5.17) 
jo 了 一 0 


由 线性 多 步 法 (10. 5. 1) 完 全 确定 了 多 项 式 o(r) fil ch) ,反之 也 成 立 . 
根据 定理 10. 5. 2, 线 性 多 步 法 (10. 5. 1) 与 初 值 问 题 (10. 1. 4)， 
ao. 1. 5) 相 容 的 充分 必要 条 件 是 : 


p(D)=0, og(1)=0l). (10.5.18) 
如 果 用 线性 多 步 法 (10. 5. 1) 及 个 初始 离散 条 件 解 初 值 问 
题 , 则 数值 解 由 下 列 差分 方程 给 出 : 


e. ABSa (10. 5. 19) 
Ya = n (h) (a= 0,1,,k—1). 
定义 10.5.9 如 果 对 所 有 fry WER y 的 利 普 希 蒋 条件 
的 初 值 问题 (10. 1. 4) ,(10. 1. 5) ,用 方法 (10. 5. 19) 计 算 ,当初 始 条 
件 y, = y, (h) W8 E RAF 
limp, (A) = yo (一 0 一 1 
时 , 式 (10. 5.19) 的 解 {y.} 有 : 对 一 切 固定 的 z€ [zo,b],z 一 zo 十 
nh, 
limy, = y(r), 
则 称 线性 多 步 法 (10. 5. 197 是 收敛 的 . 
”定理 10. 5. 10 若 线性 多 步 法 (10. 5.1) 是 收敛 的 , 则 它 与 初 
值 问 题 (10. 1. 4) ,(10. 1. 5) 相 容 . 
定义 10.5.11 如 果 线 性 多 步 法 (10. 5. 1) 对 应 的 多 项 式 plr) 
的 Ë 个 根 Ti Tra °t lk 满足 
| |<1, 1=1,2,--,k, 
且 等 号 只 对 单 根 成 立 ,就 称 此 方法 满足 根 条 件 (root condition). 
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根 条 件 的 意义 在 于 : p(r) 的 根 都 在 复 平面 的 单位 圆 上 或 贺 
内 ,如 果 是 在 单位 圆 上 , 则 该 根 为 单 根 . 

定理 10.5.12 若 线 性 多 步 法 (10. 5. 1) 与 初 值 问 题 (10. 1. 4)， 
(10.1.5) 相 容 , 则 方法 (10. 5. 19) 收 敛 的 充分 必要 条 件 是 它 满足 根 
条 件 . 


10.5.6 线性 多 步 法 的 稳定 性 


设计 算 方法 (10. 5. 19) 的 初始 条 件 有 了 扰动 , 且 差 分 方程 右 端 
也 有 扰动 ,方法 写成 


{2 a h| DBS En *Z,+;) +ë] 
z, = MCh) +ë, (一 0,1 一 1) 

其 中 {6,}*-。 是 方法 的 扰动 (n 二 0,1,…,k 一 1 是 初始 条 件 的 扰动 ， 
?一 AI 是 差分 方程 右 端的 扰动 ), {z,}%。 是 扰动 后 的 方法 的 


数值 解 结果 ,这 里 N= 于 | 


定义 10.5.13 对 所 有 F(z,y) 满 足 对 y 利 普 希 欧 条 件 的 初 
值 问题 (10. 1. 4), (10. 1. 5), B (8a) n (8; ) 六 ,是 线性 多 步 法 
(10. 5. 19) 的 两 个 扰动 , (z. sm (z; } 六 ,是 扰动 后 的 解 . 如 果 存 
在 不 依赖 六 的 常数 C 和 hh。 二 0, 使 得 对 任意 步 长 hE (0,h,], 当 

| ôe |< £ (n=0,1,.,N) 


(10. 5. 20) 


时 有 
|z —= |< Ce (n=0,1,--,N). 

则 称 线性 多 步 法 (10. 5. 1) 是 稳定 的 . f . 

以 上 定义 的 稳定 性 是 考虑 在 ho 情况 下 的 稳定 问题 ,也 称 零 
稳定 (zero-stable). 

定理 10. 5. 14 线性 多 步 法 (10. 5. 1) 是 零 稳定 的 充分 必要 条 
件 是 它 满足 根 条 件 . 
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例如 , 例 10. 5.6 的 辛普森 方法 ,有 


zr) = (1 e)” h, (+), 


plr) = x(r,0) = r —1. 
x(r,h)Ë5 B 


r (h) w 1 十 从 + O(h°), 
ri (h) = ++ +O). 


而 oR n=l r= 1. 所 以 方法 满足 根 条 件 , 是 零 稳 定 的 . 方 
法 是 四 阶 的 方法 ,根据 定理 10. 5. 12 知 是 收敛 的 . 但 是 如 果 解 方程 
y 二 Ay, 车 4 为 正 数 , 且 充分 小 有 |ri(h)| 之 1, 若 4 为 负数 , 且 h 
充分 小 有 |r;(h) | >1. 将 会 不 满足 下 面 讨 论 的 绝对 稳定 性 . 所 以 此 
”方法 一 般 不 推荐 使 用 . 


10.5.7 线性 多 步 法 的 绝对 稳定 性 


绝对 稳定 性 是 讨论 固定 h 情形 的 稳定 性 , 将 线性 多 步 法 用 于 
试验 方程 .y 一 My, 得 到 差分 方程 (10. 5.16). 它 的 特征 方程 是 
olr) — polr) = 0, (10. 5. 21) 
其 中 g = Àh. 它 的 根 noron 如 果 都 是 单 根 , 则 差分 方程 
(10. 5. 16) 的 解 为 - 


y, = 2>B;r;. 

如 果 有 一 个 根 r, 是 g 重 的 , 则 和 式 中 会 产生 
[Ba +nBp +n(n—1)Bp ++ + n(n— 1) (n —q + 2)B,, rr 
的 项 . 用 多 步 法 解 试验 方程 ,y, 的 误差 也 满足 差分 方程 (10. 5.16). 
所 以 ,车 |r;| 二 1, 当 n 增 大 时 误差 是 有 界 的 , (但 若 ir; |= 1,n 增 大 
时 误差 会 变 得 无 界 ), 所 以 不 考虑 等 号 情形 . 

定义 10.5.15 对 于 给 定 的 py, 如 果 特 征 方程 (10. 5. 21) 的 根 
rs 满足 |7) | 三 1G 二 1,2,…,k), 则 称 线性 多 步 法 (10. 5. 1) 是 绝对 
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稳定 的 . 在 复 平面 y 中 ,使 方法 (10. 5. 1) 绝 对 稳定 的 区 域 , 称 为 方 
法 的 绝对 稳定 区 域 , 它 和 实 轴 的 交集 称 为 方法 的 绝对 稳定 区 间 . 而 
liz | 二 |n1G=2,3,…,k) 时 称 方法 相对 稳定 (relatively stable). 

例 10.5.16 亚当 斯 显 式 方法 和 隐 式 方法 的 绝对 稳定 区 间 如 
表 10. 11. 


# 10.11 


亚当 斯 显 式 方法 
绝对 稳定 区 间 


亚当 斯 隐 式 方法 


亚当 斯 显 式 方法 和 隐 式 方法 的 绝对 稳定 区 域 分 别 如 图 10.4 和 
10. 5 所 示 . 
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可 见 y(10) 的 计算 值 和 误差 几乎 有 相同 的 数量 级 . 
米尔 恩 方 法 的 稳定 性 不 好 . 而 汉 明 方法 及 由 它 构成 的 预 
测 -校正 方法 则 有 较 好 的 稳定 性 . 


10.6 预测 -校正 方法 


10.6.1 预测 -校正 的 一 般 方法 
一 个 隐 式 的 线性 多 步 法 (10. 1.15), 其 中 取 0, 可 以 用 迁 代 法 
(10. 1. 19) 和 迭代 求解 . 迭代 公式 是 


= 
S + D Yny =hB,f (z, y+ 


jo 
i 
大 > Bf (s= 0,1,2,1). (10.6.1) 
j= 0 


在 满足 定理 10.1. 9 的 条 件 下 ,和 迭代 对 任意 初 值 y, k %. 

ARAE. 6. 1) 的 每 一 步 , 均 要 计算 一 次 函数 值 fC 
KD ,所 以 从 代 计算 要 多 次 调用 计算 函数 值 F(z,y) 的 子 程序 ,这 
样 要 花费 较 大 的 代价 . 因此 可 以 考虑 用 另外 一 个 显 式 方法 的 结果 
作出 y,+4 的 估计 ( 称 为 预测 ) ,代入 隐 式 线性 多 步 法 (10. 5. 1) 的 右 
边 , 得 到 yx, 的 值 ( 称 为 校正 ), 这 就 构成 预测 -校正 方法 
《predictor-corrector methods). 虽然 迭代 法 (10. 6. 1) 也 是 不 断 校 
正 的 过 程 ,但 它 的 迭代 次 数 一 般 是 由 |% 一 yt | <ç 来 确定 ,而 
预测 -校正 方法 则 是 事先 规定 好 了 预测 与 校正 的 次 数 . 

在 预测 -校正 方法 中 ,除了 预测 和 校正 两 步 外 ,有 时 也 可 以 加 
上 计算 函数 值 的 步骤 . 

例 10.6.1 改进 的 欧 拉 方法 可 写成 - 

预测 : X, = yr HASC Ens Ya). 
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RE: Ynn =y, +H fa, IaH flte y). 


其 中 预测 值 是 由 欧 拉 公式 得 到 ,校正 值 由 隐 式 的 梯形 公式 做 一 次 
迭代 得 到 . 改进 欧 拉 方法 也 可 写成 f 
HW: X = y, HASCE Yn). 
计算 : m, = fth 99 ). 


校正 : yn+1 =y, +H f, sYa) +m... ]. 
这 里 m, E BH YF fC y) RA. 有 时 ,这 种 计算 要 
经 过 一 定 的 “修正 ?步骤 ,使 计算 精确 度 得 到 提高 . 
10.6.2 亚当 斯 预测 -校正 方法 


分 别 以 四 阶 的 亚当 斯 显 式 方法 和 隐 式 方法 作为 预测 式 和 校正 
式 , 可 得 到 如 下 的 四 阶 预测 -校正 方法 . 

例 10.6.2 亚当 斯 四 阶 预 测 -校正 方法 (Adams fourth-order 
predictor-corrector method) 

预测 : yt = y,+s HE5 f... —59 fry E37 fari Ifa). 

计算 : Mati = f (Enta y). | 

校正 : Ynti = Ynti +Z Om, re H19 fats —5 fat 十 f+1). 


计算 : Jfar = fC Entit Ynti J: 
例 10.6.3 用 亚当 斯 四 阶 预测 -校正 方法 解 初 值 问 题 


bb 三 


y(0) = 1, 


解 取 h=0.1, 开 始 值 y ,ys，ys 用 龙 格 - 库 塔 方法 计算 ( 见 
例 10. 4.7) ,结果 如 下 : 
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a 


k=3 


”图 10.5 
对 于 米尔 恩 方 法 ,可 以 证 明 , 对 于 任何 yy, 它 都 不 绝对 稳定 . 
例 10.5.17 用 米尔 恩 方 法 解 
fa =—y, 0<=r<10, 


y(0) = 1. 
R W A=10-G=1,2,3,4,5). 计算 y(10) 的 近似 值 ,结果 


见 下 表 . 


0.48625X10 4 


0.1 
0.01 
0.001 
0.0001 
0. 00001 


—0. 32251 X 1075 
一 0. 28114X 1075 

0. 67607 X 107 
—0. 37534 X 107‘ 
—0. 12446 X10 


0. 48211 X 104 
0. 38639 X 107* 
0. 32934 X 107‘ 
0. 57846 xX 10 1 


. 603 ， 


|y(z,)— y, | 


。 1.07031992 1.3X107 
， 1. 10653027 3.9X107 
0.6 1. 14881103 6.1X10- 
0.7 1.19658453 7.7X10-? 
0. 8 1. 24932806 9.0X1077 
, 1. 30656866 1.0X10™ 
1. 36787837 1, 154107 


四 阶 亚当 斯 显 式 方法 和 隐 式 方法 的 主 局 部 截断 误差 分 别 是 


Blas y O (x, M — 796 ys Cen). 所 以 对 于 亚当 斯 四 阶 预测 - 校 


正方 法 的 预测 值 yt 和 校正 值 Vnts ;有 
sa hy a (>; )> 


Yle) 一 y == 


yX(m,4) 一 yah == a serh’s y® (xz,). 


经 过 简单 的 运算 ,可 得 事后 估计 式 ， 


CG y = yt as— San =a yy 


y(xz,,) 一 y, © om — en), 
由 这 两 个 式 子 可 对 亚当 斯 四 阶 预测 -校正 方法 进一步 改进 ,预测 值 
进一步 取 为 EALA ya ,其 中 y RAB A yna 


用 i y EE. 而 校正 值 进一步 取 为 ya HOR, 一 yt)， 


于 是 得 到 下 面 的 方法 . 
例 10.6.4 k; > SY W 


预测 p... = Irs Eag HE55 fns — 59 fnt F37 fnri —9f/.]. 
改进 : m... = pnis HEL ets pa) 
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计算 : mrs = f (Lanti |*m,+.). 
i RE: Crt = yna HE [9m.. H19 far 5f + fsal. 


改进 : Ynte = Caya + Pari 一 Cao+4)。 

计算 : f. = f(z,+ s Yata). 
其 中 的 初始 值 fu, f, f, 同样 要 另外 计算 ,开始 时 可 令 c. — p. =0. 
10.6.3 汉 明 预测 -校正 方法 


例 10.6.5 汉 明 预测 -校正 方法 (Hamming predictor-corrector 
method) 


把 四 阶 的 米尔 恩 方法 和 汉 明 方法 相配 合 ,并 利用 其 主 局 部 截 
断 误差 作出 改进 ,可 得 到 汉 明 预测 -校正 方法 . 


预测 : premye H OSa — fare F2f..). 
改进 : mati = pots— TIC ca). 
计算 : m, = fl Enta Mn+). 
B: 1 3h, , 
校正 : Ca Sg Ima Yt mot *F2 fats | fata) 


改进 ; Ynti = Cnt + Pec). 
计算 : Jnr =f CEnti s Yata). 


10.7 外 推 方法 


10.7.1 外 推 的 一 般 方法 


设 初 值 问题 (10. 1. 4), (10. 1. 5) 的 准确 解 是 y(z), 取 步 长 为 
h, ,用 某 种 数值 方法 计算 N, 33) r=, +H. 这 里 H=N;h; , 记 计 
算 的 近似 值 为 yro + H; hi). 假设 有 
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3(zo 十 hi) = ylzo + H) + A,hI + A+hi + Ash” + 
(10.7.1) 
如 果 分 别 用 两 个 步 长 ie, 入 计算 (其 中 h> h),  ERHER = 
Zo 十 及 后 ,分 别 列 出 式 (10.7.1), 消 去 A 项 ,有 


y(zo + H; ho) — y(zo + H; hi) 
ylz + H; h) 十 一 一 ea ISIS) 


= y(zxo + H) — A;hšht 十 ……。 (10.7.2) 
所 以 式 (10.7. 2) 的 左 端 就 是 yro HABE B. 

如 果 用 三 个 步 长 ho>h >h: 计算 ,h， Mh: 的 计算 可 得 到 类 
似 式 (10.7.2) 的 式 子 ,消去 A, 项 , 便 可 得 到 更 高 阶 的 通 近 . 这 个 
过 程 还 可 对 hhh 二 ja 二 … 继 续 下 去 ,得 到 

ylz + H; ho) = p”, 

ya +H; h) = pP, pP, 

ylz +H; h) = pP, pP, pP, (10:7: 3) 
Yati h) = PP, P, F°, pP, 


式 (10. 7. Sarakuna ey 
pP = ph + PE — P (= 1,23, (10.7.4) 


ilha) — 1 
可 以 证 明 
p? = y(zo 十 百 ) + O(hIh1i hh), (10. 7.5) 

所 以 式 (10. 7. 3) 的 每 列 比 其 左边 的 列 能 更 快 地 收敛 到 x (= + 
H) ,每 行 也 比 上 面 的 行 收敛 更 快 ,而 对 角 线 比 行 和 列 收敛 得 更 快 . 

使 用 外 推 方法 的 关键 是 运用 表达 式 (10. 7. 1) ,以 欧 拉 方 法 为 
例 , 可 以 证 明 ,车 Yn 是 计算 的 近似 值 , 则 有 

y, = y(z,) + Ah + O(h:). 
例 10.7.1 用 外 推 的 欧 拉 方法 解 


fa =—y+z+l, 0<=r<1, 


y0) = 1. 
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yo 一 y(zo)， 

Yı = yo Fh;f (Toyo), 

yrt2 = Yn T-2h f (Enti Ynti) (一 0,1,…， 信 一 1)， 
1 1 1 

Wao tH; h)= Ina DYN T TN +s 


利用 格拉 格 方法 计算 , 即 可 用 式 (10.7; 3) 及 (10.7.4) 进 行 外 
H. 其 中 的 {NN,} 可 取 为 {2,4,8,16,32,…). 但 由 于 每 步 的 计算 量 都 
加 倍 , 费 时 较 多 ,所 以 {Ni}) 一 般 可 取 为 {2,4,6,8,12,16,24,32,…). 

例 10.7.3 用 格拉 格 方法 及 式 (10. 7.3), 式 (10.7.4) 进 行 外 
推 , 解 初 值 问题 


dz 
y(0) = 0. . 
W H H=0.1 为 基本 步 ,每 基本 步 用 格拉 格 方法 及 外 推 过 
程 计 算 . 不 外 推 情形 实际 步 长 为 0.05, 结 果 如 表 10. 13. 外 推 情 形 


aknas O< r<1, 


只 列 出 误差 . 


0.0 0 

0.1 0.09925250 .0Xx107" 
0.2 0. 19458429 .8X107" 
0.3 0. 28238289 .5X107™ 
0.4 0. 35961606 6X107" 
0.5 0, 42403720 120107 
0.6 0.47430356 We Sb aa 
0.7 0. 50999998 -0 
0.8 0.53157328 .6X10-1 
0.9 0. 54019424 15610 a 
1.0 0. 53757097 .0X10™° 
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R 取 和 加 =0.1, 则 近似 值 >(zvy0.1) 在 例 10. 3. 1 中 给 出 了 
结果 . 再 取 hi 二 0. 05 进行 计算 ,在 z 一 0. 1,0. 2,…,1 上 得 到 两 种 
方法 的 结果 . 再 外 推 一 次 ,由 式 (10.7.4) 得 到 

p? = 2y(zo + H; 0.05) — ylz + H; 0.1). 
计算 结果 及 误差 如 表 10.12. 


表 10.12 
1. 000000 .000000 1. 000000 

0.1 1. 000000 .002500 1. 005000 1.63X10- 
0.2 1.010009 .014506 1.019012 2.81X10-4 
0.3 1. 029000 . 035092 1.041184 3.66X10-š 
0.4 1.056100 . 063420 1.070740 4.20X10-4 
0.5 1.090490 . 098737 1. 106984 4.53X 107 
0.6 1. 131441 . 140360 1. 149279 4.67X107' 
0.7 1. 178297 . 187675 1. 197053 4. 68X107 
0.8 1. 230467 . 240126 1. 249785 4.56X 107 
0.9 1. 287420 . 297214 1. 307008 4. 38X107 
1.0 1. 348678 . 358485 1. 368292 4.13X 107‘ 


10.7.2 格拉 格外 推 方法 


使 用 外 推 方法 时 ,所 用 数值 方法 应 当 具 有 式 (10. 7. 1) 的 性 质 ， 
而 且 其 中 y 应 尽量 大 些 . 利用 显 式 的 中 点 方法 (4 二 2 的 尼斯 特 龙 
HÈ) Ynte = y,+2hf,, MAR y=2 的 (10. 7. 1) 展 开 式 . 格拉 
格 (Gragg) 证 明了 若 开 始 值 % 用 欧 拉 方法 确定 ,而 步 数 Ni 总 选 
为 偶数 , 则 用 中 点 公式 计算 ,总 的 计算 方法 具有 y=2 的 (10.7. 1) 
的 展开 式 性 质 . 然而 这 种 方法 的 稳定 性 不 好 . 格拉 格 在 计算 过 程 的 
最 后 对 xz 一 zo 十 互 作 了 一 些 光 滑 处 理 , 控 制 了 不 稳定 性 而 不 破坏 
性 质 (10.7. 1). 

例 10.7.2 格拉 格外 推 方法 (Gragg extrapolation method) 

h,=H/N;, N, 为 偶数 ， 
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10.8 方程 组 和 高 阶 方程 的 数值 方法 


10. 8.1 一 阶 微分 方程 组 的 数值 方法 


对 于 一 阶 微分 方程 组 初 值 问题 (10. 1. 8) 或 其 向 量 形式 (10. 1. 9)， 
可 以 模拟 单个 方程 的 数值 方法 来 构造 . 
例 10.8.1 一 阶 微分 方程 组 的 经 典 龙 格 - 库 塔 方法 


Yani = ya Chit 2ha +2ku Tk] G= 1,2,=-,m), 
其 中 

kyi = fitz * Yin > Y2n > °" 9 Yman )， 

kzi = f. (=, + yn + Akn IYn + Bkn 9 Ymn + 多 hn) . 


h 
ksi = f, (=, + 分 mw 让 Pen syz + È ku attt yaa 十 Em) , 


ku = fi(z, Hh, Yim hka yen T hkaz s**t s Yma F Ahkam), 
i= 1,2, ,m. 


求 出 的 y. E y;(z,) 的 近似 值 . 
10.8.2 高 阶 方程 的 数值 方法 


高 阶 方程 的 初 值 问 题 (10. 1. 11) 化 为 方程 组 初 值 问题 (10. 1. 2) 
后 ,可 以 按 方程 组 的 方法 求解 . 
例 10.8.2 用 经 典 龙 格 - 库 塔 方法 解 初 值 问题 


2 
42292 +2y = esinz, O< =r<1, 


y(0) == 0.4, a = — 0.6. 


解 $ m(z) 一 y(z),y(z) 一 记得 到 方程 组 初 值 问题 
. 6ll < 


dy Ce) y1(0) =—0.4, 


dz 


d» = e” sinr — 2y; H2yzs y(0) =— 0.6, 


按 例 10. 8. 1 的 方法 计算 ,并 与 准确 解 y(z) =0. 2e (sinz 一 
2cosz) 比 较 ,结果 如 表 10.14. 


表 10.14 


|y(z.)—y.| 


0.0 —0. 40000000 . 60000000 0 

0.1 —0. 46173334 . 63163124 3.7X10- 
0.2 — 0. 52555988 . 64014895 8.3X10 7 
0.3 — 0. 58860144 —0. 61366381 1. 39X 107€ 
0.4 — 0. 64661231 . 53658203 2.03X 107 
0.5 — 0. 69356666 - 38873810 2.71X107* 
0.6 一 0. 72115190 .14438087 3.41X10 5 
0.7 —0. 71815295 . 22899702 4,05X 107° 
0.8 —0. 66971133 . 77199180 4,.56X10 
0.9 —0.55644290 .15347815 4.76X10™ 
1.0 — 0. 35339886 0.25787663 ` 4.50X10-5 


10.9 刚性 方程 组 的 数值 方法 


10.9.1 方程 组 的 刚性 现象 z 


用 一 种 数值 方法 解 线性 微分 方程 组 ,为 保证 其 绝对 稳定 性 ,应 
选取 步 长 h 使 得 Xh 属于 绝对 稳定 区 域 ,其 中 4 应 取 遍 系数 矩阵 的 
特征 值 . 但 是 在 这 些 特征 值 相 差 十 分 悬殊 时 ,计算 就 会 有 很 大 
困难 . 

例 10.9.1 方程 组 初 值 问题 

+ 612 ， 


A 一 一 1001 +999y: +2, yı(0) = 3, 


d» = 999y, — 1001y +2, y0) = 1. 


—1001 999 


veaga | 999 —1001 


方程 组 的 解 是 


omen à, == 2000 ,à: =— 2, 


y (z) = e + e: + 1, 
ne =— e te tl 

当 r—coBj,y(x)3 ys(z) 都 趋 于 稳定 值 1, 然 而 它们 包含 的 
两 项 e”* 和 e 性质 却 有 很 大 差别 : 前 者 “ 瞬 变 "过程 短 , 约 在 
z=0.01 就 接近 稳定 值 ; 后 者 变化 慢 , 约 在 z=10 才 接 近 稳 定 值 . 
如 果 用 经 典 四 阶 龙 格 - 库 塔 方法 求解 ,为 了 将 “ 瞬 变 ”部 分 表现 出 
来 ,在 0 三 + 二 0.01 应 该 取 小 步 长 ,同时 ,为 了 达到 绝对 稳定 ,应 取 
Ah€ (—2.78,0). H F AA = —2000, F LA h<0. 00139 ,而 到 达 += 
0.01 后 ,快速 瞬 变 部 分 已 趋 稳定 , 则 希望 取 较 大 的 步 长 . 但 是 ,为 
了 保证 稳定 性 , 仍 要 取 小 的 产值 ,这 样 到 z 一 10 至 少 要 7200 步 ,给 
计算 带 来 很 大 困难 ,所 以 这 类 方程 组 要 用 特殊 的 方法 求解 . 

定义 10.9.2 设 线性 微分 方程 组 


= Jy+ fa), (10.9.1) 
常 系数 矩阵 JJ 的 特征 值 为 h; ,Xs，… Am 
(D Rea; <0 G=1,2,--,m), (10. 9. 2) 
-ERN 
(2) ° min RI! - (10.9.3) 


则 称 方程 组 是 刚性 方程 组 (stiff systems) , s 称 为 刚性 比 (stiffness 


ratio). 
IEF ARHI RA S? = /(z,y) ,如果 (z,y(z)) 处 的 雅 可 比 
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hà 复 平 面 的 无 限 横 形 区 域 (hA| 一 a 一 x 一 arg(h4) <a}, HE aE 
(0, 至 ); 则 称 此 方法 是 A(a) -WEA a) -stable hy; 如 果 对 某 个 


充分 小 的 a€ (0,5 ) ,方法 是 A(a) -稳定 的 , 则 称 方法 是 A(0)- 稳 
定 的 ; 如 果 对 所 有 aC (0, ) ,方法 都 是 ACa)- 稳 定 的 , 则 称 此 方 


法 为 A( 子 )- 稳 定 的 . 


定义 10.9.7 如 果 一 个 数值 方法 是 收敛 的 , 且 存 在 正常 数 a， 
b,c, 使 方法 在 区 域 {hA| Re(hX) 三 一 a} 上 绝对 稳定 , 且 在 区 域 
(hA | —a<Re(hA)<b,—c=Im(hA)<Çc) ERA 8 *8 BE B. H xf 38 
定 , 则 称 此 方法 是 刚性 稳定 (stiffly-stable) 的 . 

定义 10.9.8 如 果 一 个 数值 方法 的 绝对 稳定 区 域 包 含 了 整 
个 负 实 轴 , 则 称 该 方法 是 A -稳定 (A。-stable) 的 . 

定义 10.9.9 如 果 一 个 A- 稳 定 的 数值 方法 ,用 于 试验 方程 
y= 二 Ay A yny SECA) yn 4 ReChà)—0 时 有 |E(hX)| 一 0, 称 
方法 是 L- 稳 定 (L-stable) 或 强 A- 稳 定 (strongly A-stable) 的 . 

各 种 稳定 性 的 关系 是 

L- 稳定 二 A- 稳定 一 刚性 稳定 SA- 稳定 >A- 稳定 . 


10.9.3 刚性 方程 组 的 数值 方法 


一 种 用 于 刚性 方程 组 的 线性 多 步 法 是 下 面 的 向 后 差分 方法 . 
例 10.9. 10 ”吉尔 方 法 (Gear methods) 


> 于 Vim = hf me ° (10.9.4) 
它 是 隐 式 上 步 k 阶 的 线性 多 步 法 . 写成 一 般 线性 多 步 法 的 形式 
k 
Dayn; = hB,f ma» (10. 9. 5) 
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ERE J Co) = [EED 0 848 y (z) 对 所 有 z€ 1 W B g 


义 10.9.1 的 (1) 和 (2), 则 称 方程 组 在 区 间 工 是 刚性 的 . s(Cz) 称 为 
在 x 处 的 刚性 比 . 

以 上 关于 刚性 的 定义 不 包含 单个 方程 的 情形 ,而 且 限 制 得 过 
于 严格 .有 人 提出 更 反映 实际 计算 情况 的 定义 . 

定义 10.9.3 车 线性 微分 方程 组 (10. 9. 1) 满 足 条 件 : 

(1) 矩阵 了 所 有 特征 值 的 实 部 小 于 一 个 不 大 的 正 数 ; 

(2) 和 矩阵 了 至 少 有 一 个 特征 值 的 实 部 是 绝对 值 很 大 的 负数 ; 

(3) 对 于 具有 绝对 值 最 大 负 实 部 的 特征 值 的 解 分 量变 化 是 组 
1809. 
则 称 方程 组 (10. 9. 1) 是 刚性 方程 组 . 


10.9.2 刚性 方程 组 的 稳定 性 


如 果 一 种 数值 方法 的 绝对 稳定 域 是 有 限 的 ,用 它 求解 刚性 方 
程 组 ,将 会 导致 计算 步 数 很 大 . 所 以 绝对 稳定 区 域 有 限 的 方法 不 宜 
用 于 刚性 问题 . 

定义 10.9.4 如 果 一 个 数值 方法 的 绝对 稳定 区 域 包 含 了 jy 二 
hÀ 复 平面 的 整个 左 半 平面 ( 即 Re(h4) 一 0), 称 此 方法 是 A 稳定 
(A-stable) 的 . 

定理 10.9.5 (1) 任何 显 式 线性 多 步 法 和 显 式 龙 格 - 库 塔 方 
法 都 不 可 能 是 A- 稳定 的 . 

(2) A 稳定 的 隐 式 线性 多 步 法 的 阶 不 超过 2. 

(3) 在 2 阶 4 稳定 隐 式 线性 多 步 法 中 ,误差 常数 最 小 的 方法 
是 梯形 方法 . 

定理 说 明 人 稳定 的 方法 是 很 少 的 . 所 以 还 要 考虑 其 他 的 稳 
定性 . 

定义 10.9.6 如 果 一 个 数值 方法 的 绝对 稳定 区 域 包含 了 j= 
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其 中 a, =1,aÍ Z£0,8, 0. k 38 1—6 时 的 系数 如 表 10. 15. 
3 10.15 


k=1 时 , 式 (10.9%.5) 就 是 隐 式 欧 拉 方法 ,上 王 1,2 时 吉尔 方法 
是 4 稳定 的 ,k& 一 3,4,5,6 时 是 刚性 稳定 和 A(a)- 稳 定 的 ,有 关 稳 
定性 定义 中 的 参数 如 表 10. 16 所 示 ， 


表 10.16 


用 吉尔 方法 计算 ,每 步 要 解 w+* 的 非 线性 方程 组 ,一 般 用 牛顿 
法 等 求解 ,而 不 用 类 似 式 (10. 1. 19) 的 简单 迭代 法 求解 ， 
k> 时 的 向 后 差分 公式 (10. 9. 4) 不 满足 根 条 件 , 所 以 实际 不 


能 使 用 . ! 
另 一 类 适用 于 刚性 方程 组 的 方法 是 隐 式 龙 格 - 库 塔 方法 . 已 
经 证 明 R 级 2R 阶 的 隐 式 龙 格 - 库 塔 方法 是 A- 稳 定 的 ,也 可 能 是 
三 稳定 的 . 这 些 方法 见 例 10.4. 17 一 例 10. 4. 19, R 级 2R—1 阶 的 
+ 616 。 


例 10.4. 20, 例 10. 4. 21 和 尺 级 2R 一 2 阶 的 例 10. 4. 22 一 例 10. 4. 24 
也 都 是 A 稳定 的 . 用 这 些 方法 解 m 个 方程 的 微分 方程 组 困难 在 于 
每 步 要 解 mR 个 变量 的 非 线性 方程 ,用 牛顿 法 解 也 要 求 有 比较 准 
确 的 初始 迭代 值 以 保证 和 迭代 收敛 . 

对 于 自 守 系统 的 方程 组 


dy _ 
r= fo), (10.9.6) 


有 一 类 将 雅 可 比 矩阵 用 于 龙 格 - 库 塔 法 的 方法 . 它 是 隐 式 的 ,但 每 
步 只 需 解 RR 组 m 个 变量 的 线性 方程 组 . 

例 10.9.11 布 意 方法 (Bui's method). 这 是 一 个 四 级 四 阶 的 
方法 ,具有 人 稳定 性 和 工 - 稳 定性 . 算法 写成 


ya = y. + 21c,K,, 
rel 
式 中 K, 由 方程 


3 ( 5 rl g 
[= = = hf (y, + XK.) (r= 1,2,3,4) 


kE HHI 36 08 ,3 为 雅 可 比 矩阵 REK) RAMA m + 


方程 的 线性 方程 组 ,而 且 四 个 方程 组 具有 相同 的 系数 矩阵 ,所 以 求 
解 时 每 步 只 要 做 一 次 矩阵 分 解 . 
布 意 方法 的 系数 是 

v = 0. 5728160625, 

ba =— 0.5, : 

ba 一 一 0. 1012236115, bsx = 0.9762236115, 
一 一 0. 3922096763, bs: = 0.7151140251, 
= 0. 1430371625， 
cı = 0. 9451564786, — c, = 0. 341323172, 
cs = 0. 5655139575, c4 =— 0. 8519936081. 


S 
š š 
| | 
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11 常 微分 方程 边 值 问题 的 数值 方法 


11,1 引言 


常 微 分 方程 组 两 点 边 值 问题 (two-point boundary value 
problem) 的 一 般 形 式 是 


s, = f(z,y(z)), a< z<b, (11.1.1) 


` 6205 = 0. (11.1.2) 
其 中 式 (11. 1.1) 是 一 个 微分 方程 组 ,y 和 J 都 是 及 个 分 量 的 向 
RAR. ROL 1.2) 给 出 在 区 间 [a,5] 上 的 边界 条 件 ,其 中 9 也 是 
一 个 n 维 向 量 函 数 . 一 般 地,n 宇 2. 

本 章 主要 讨论 的 典型 例子 是 二 阶 微分 方程 的 两 点 边 值 问题 ， 
它 可 以 化 为 xn 二 2 时 式 (11. 1.1) 及 式 (11. 1. 2) 的 形式 . 这 种 边 值 问 
题 的 一 种 形式 是 

y = f(r,»y,y), a<=z=<b, GL OL 3) 
y(a) =e, yb) = 8. (11.1.4) 
其 中 式 (11.1. 3) 是 [a,5] 上 一 个 二 阶 微分 方程 , 式 (11. 1. 4) 是 在 
[a,6] 边 界 点 a 和 6 上 的 条 件 , 它 给 出 了 z=a,b 上 的 函数 值 . 通 - 
常 ,边界 条 件 还 有 其 他 的 给 法 ,例如 线性 的 条 件 
ayla) 十 By (a) =a, ayib) + By (0) = p. 
3 (11.1.5) 
其 中 la |+ |ñ |>0,|a,| + | | 20. 

在 式 (11. 1. 5) 的 第 一 式 中 , 若 wm 天 0,8 天 0, 称 为 第 三 类 边界 条 

件 . 若 a 二 0, 称 为 第 二 类 边界 条 件 . 若 B 一 0, 则 化 为 式 (11.1.4) 的 
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形式 , 称 为 第 一 类 边界 条 件 . 式 (11. 1. 5) 的 第 二 式 也 类 似 , 除 式 
《11. 1. 5) 的 线性 边界 条 件 外 ,很 多 实际 问题 还 要 考 虚 非 线性 的 边 
界 条 件 . 
边 值 问题 (11. 1. 3) , (11. 1.4) 可 能 不 存在 解 , 也 可 能 有 惟一 解 
或 无 穷 多 个 解 . 例如 , 边 值 问题 
y +=mwy=0, 
pA =0, yQ) =1 
不 存在 解 . 而 边 值 问题 | 
y"'+my= 0, 
人 =0, yQ) =0 
就 有 无 穷 多 个 解 y(x) = 二 csinxzx, 其 中 < 是 任意 的 常数 . 
定理 11.1.1 设 边 值 问题 (11.1.3),(11.1.4) 中 ,函数 及 
ər 9 
X. sewa 
D = ((z=,y,y)| z€ [a,b),y€ R,y € R) 
连续 , 且 
(1) Sa, y>, V (z=,y,y )€ D; 
(2) 存在 常数 M> 0, 18158 
(Has |< u, V (z,y,y) € D, 


则 边 值 问题 (11. 1. 3),(11. 1. 4) 有 惟一 解 . 
定理 11. 1.2 对 于 线性 边 值 问题 
y = p(z=)y +q(z=)y+r(z), a< z<b, (11.1.6) 
y(a) =a, yb) = B. i (1.1.7) 
EWE: 
(1) p,qsr 在 [a,b] 上 连续 ; 
(2) g(xz)>0, V z€ [a ,P']. 
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则 边 值 问题 (11. 1. 6) ,(11. 1.7) 有 惟一 解 . 
对 应 于 线性 边 值 问题 (11. 1.6),(11.1.7) ,可 以 考虑 两 个 初 值 
问题 ， 
yi = p(z)y, +q(z)yi Hri), a< r< b, (11.1.8) 
yla) =a, y(a) = 0, (11.1.9) 
以 及 
y> = p(z)y, 十 g(z)ym，a 和 zz 生 0， (11.1.10) 
yla) =0, y,(a) = 1. (11. 1.11) 
定理 11.1.3 设 y 是 初 值 问 题 (11. 1.8),(11. 1.9) 的 解 ,y。 
是 初 值 问题 (11. 1. 10),(11.1.11) 的 解 ,并 设 y: (5) 关 0, 则 边 值 问 
题 (11. 1.6),(11. 1.7) 的 解 为 


y(z) = y (z) + AP yG. (11.1.12) 
2 
11.2 打靶 法 


11.2.1 线性 边 值 问题 的 打靶 法 


解 两 点 边 值 问 题 的 打靶 法 (shooting method) 是 通过 解 初 值 
问题 的 途径 求解 边 值 问题 的 一 类 方法 . 对 于 线性 的 边 值 问题 
(11.1.6),(11.1.7), 用 初 值 问题 的 数值 方法 (例如 龙 格 - 库 塔 方 
法 ,亚当 斯 方法 等 ) 分 别 解 初 值 问题 (11. 1. 8),(11. 1. 9) 和 初 值 问 
题 (11.1.10),(11.1.11) ,得 到 y,(z) 和 y,(z) 的 数值 解 ,然后 利用 
定理 11. 1. 3 的 公式 (11. 1. 12) 得 到 边 值 问题 (11. 1. 6),(11. 1.7) 
的 数值 解 ,这 就 是 线性 边 值 问 题 的 打靶 法 . 

定理 11.2.1 在 以 上 描述 的 打靶 法 中 ,车 yi, 及 y2, 分 别 为 
VDM y (DEPA r, (n= 二 0,1,…,NN) 的 函数 值 的 OCh’) A 
值 , 则 按 公 式 (11. 1. 12) 算 得 的 结果 y, 亦 为 y(z,) 的 OC(h?*) 近 似 
值 , 且 存 在 常数 KK 之 0, 使 得 
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| y(=z=,) — y, |< Kh’ 


1+2], (11.2.1) 
Yin ' 


例 11.2.2 用 打靶 法 解 线性 边 值 问题 


Dt 1<=<2, 
x z < 


y(1) = 1, y(2)= 2. 
W ”根据 定理 11. 1. 3, 本 例 求 解 边 值 问题 可 以 化 为 解 两 个 初 
值 问题 


, in(l 
=- y, + + 1<<=<2, 
yx(1) = 1, yG) = 0. 
y? = 1< z< > 
2 Pe d T 2. = xz = 


y(1) = 0, yQ) = 1. 
分 别 用 经 典 龙 格 - 库 塔 方法 求解 . 取 h = 0.1,48 3] x, y... 再 由 


2 一 
y. Ty, IR y,, 计 算 结果 如 表 11.1. 
2N 


|y(z,)—y,| 


1.0 | 1. 00000000 | 0. 00000000 | 1. 00000000 | 1. 00000000 = 

1. 1 | 1. 00896058 | 0. 09117986 | 1. 09262917 | 1. 09262930 | 1.43X1077 
1. 2 | 1. 03245472 | 0. 16851175 | 1. 18708471 | 1. 18708484 | 1.34X10 
1. 3 | 1. 06674375 | 0. 23608704 | 1. 28338227 | 1. 28338236 | 9.78X10 ° 
1. 4 | 1. 10928795 | 0. 29659067 | 1. 38144589 | 1. 38144595 | 6.02X 107° 
1.5 | 1. 15830000 | 0. 35184379 | 1. 48115939 | 1. 48115942 | 3.06X10™ 
1. 6 | 1. 21248372 | 0. 40311695 | 1. 58239245 | 1. 58239246 | 1.08X10-5 
1.7 | 1. 27087454 | 0. 45131840 | 1. 68501396 | 1. 68501396 | 5.43X10 1 
1. 8 | 1. 33273851 | 0. 49711137 | 1. 78889854 | 1. 78889853 | 5. 05x107 
1. 9 | 1. 39750618 | 0. 54098928 | 1. 89392951 | 1. 89392951 | 4.41X107° 
2.0 | 1. 46472815 | 0. 58332538 | 2. 00000000 | 2. 00000000 = 
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例 11.2. 2 用 打靶 法 计算 有 比较 好 的 效果 ,但 在 别 的 例子 中 ， 
有 时 由 于 误差 的 作用 ,用 式 (11. 1. 12) 计 算 会 引起 有 效 数字 的 消 
失 , 因 而 得 不 到 满意 的 结果 . 有 时 可 以 用 相反 方向 的 打靶 法 解 边 值 
问题 , 即 分 别 解 初 值 问题 
人 = p(z)y' +q(z)yi Fr(z), a< z <b, 
nb) =p, yib) = 0; 
4 = p(z)y, Halar) yz» 
yb) =0, y) = 1. 
设 它们 的 解 分 别 是 y,(z) 和 y;(z) ,类 似 式 (11. 1.12) 


yayta) +AA y G. (11.2.2) 
2 
11.2.2 非 线性 边 值 问 题 的 打靶 法 


在 二 阶 方程 边 值 问题 (11. 1. 3) ,(11. 1. 4) 是 非 线性 的 情况 下 ， 


对 参数 1, 初 值 问题 
y=f(ryy), a< z<b, (11.2.3) 
y(a) 一 ay(a) 一 上 G11.2.4) 


的 解 记 为 y(=,t). 如 果 此 解 与 边 值 问 题 (11. 1. 3), (11. 1.4) 的 解 


相同 , 即 
: Ibt) = ñ (11.2.5) 


- 则 可 用 解 初 值 问题 代替 解 边 值 问题 . 但 是 参数 上 并 不 是 很 容易 确 
定 的 ,所 以 用 序列 {1 } 来 逼近 它 . 
定理 11.2.3 HERR 
D= ((z,y,y ) |a < z <b, — ° < y <+ e°, — co < y' <+ o) 
L,f(z,y,y ) 满 足 : 


ə 
(1) PaE DER, 


(2) 存在 常数 M>0, 使 |25|<m 
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G) 存在 常数 二 0, 使 occi. 


则 边 值 问题 (11. 1. 3) , (11. 1.4) 及 初 值 问题 (11. 2. 3),(11. 2. 4) 对 
于 任意 参数 t, 均 在 [a,b] 上 存在 惟一 的 解 . 
解 边 值 问 题 (11. 1. 3), (11. 1. 4) 的 打靶 法 是 用 数值 方法 解 初 
值 问 题 
y=f(yyy), a< z<b, (11, 2.6) 
yla) =a, y (a) = tis (11.2.7) 
得 到 解 y(z,t). 若 对 给 定 的 误差 限 e, 有 |y(b,t) 一 8| 二 e, 则 认为 
y(Czyt) 是 边 值 问 题 (11. 1.3),(11， 1.4) 的 解 ,否则 , 按 一 定 的 方法 
将 t 修改 为 +1, 重 复 上 述 计 算 . 
要 想 成 功 地 运用 打靶 法 ,就 要 求 limy(b,4) 王 p 实际 上 , {4} 
可 以 看 成 非 线性 方程 (11. 2. 5) 的 一 个 近似 解 字 列 , 所 以 打靶 法 的 
具体 计算 步骤 ,可 以 采用 解 非 线性 方程 的 一 些 方法 (参见 5.2 h). 
例 11.2.4 二 分 法 (bisection method) 
记 
F(t) = y(b,t,) 一 及 (11.2.8) 
在 打靶 法 过 程 开 头 , 选 初 值 6 fm FG )F(r,)<0. 一般 地 , 若 已 
H ta <t, o P| VA H IE AR X E] Cta stiri ]. 12 FG,)FG,4 4 )<0,%# 


tz 一 + 二 ta)， 


HEt ti A Æ, E F CUr) FC) <0, WEA Cts tir JAR E 
[5 stiri Jo AWA Ctre stiri AE Ci stiri d EEIT ENR. 

例 11.2.5 割 线 法 (secant method) f 

在 打靶 法 中 , 选 定 初 值 5 ,ti. 一 般 地 , 若 已 知 tirti WE 


MA 点 [y(b,ta) 一 B) Cte Eh) 
ti = be OOF OG WA (11. 2. 9) 


牛顿 法 是 解 非 线 性 方程 的 一 种 有 效 方法 . 把 它 用 于 打靶 法 , 即 
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要 解 方程 (11. 2. 5) ,要 用 到 2% 的 值 ,而 y(6,1) 的 表达 式 是 未 
分 别 对 : 求 导 ,有 


” Əa , 
ay ~ 9f 9y 4 3f ay”, 
at 9y 9t ay At 


ayla) o, 2y (gt) 1] 
at at 


以 =(z, 记 ?2 ,并 设 对 = 和 + 的 导数 可 交换 次 序 ,于 是 可 以 


得 到 关于 z 的 一 个 微分 方程 的 初 值 问题 


/afCzyyy 
= yD, CD, a<zr<b, (11.2.10) 
y 


z(a) =0, z(a) =1. (11.2.11) 
所 以 牛顿 法 用 于 打靶 法 描述 如 下 , 

例 11.2.6 (牛顿 法 ) 在 打靶 法 中 ,给 定 初 值 .一 般 地 , 若 已 
知 二 ,从 初 值 问题 (11. 2.6),(11. 2.7) 求 解 出 y(z,ti) ,再 从 初 值 问 
题 (11. 2.10),(11. 2. 11) 求 解 出 z(z,z), 则 


— Wb) 一 B 1.2.12) 


B 一 


例 11.2.7 用 打靶 法 的 牛顿 迭代 过 程 解 边 值 问题 
y = +G2+2z' — yy’), 1<zr<3, 
y(1) = 17, y(3) = 8. 


解 HPJ 11.26 的 描述 ,把 边 值 问题 化 成 每 步 求 解 两 个 初 值 
问题 : 
iin T az+2r — yy’), 3, 
ya) = 17, y (1) = $, 
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1 =— TO +yz), 1<=x=<3, 


z(1)=0, z(1)=1. 
给 定 初 值 " ,根据 式 (11. 2. 12) 进 行 和 迭代, 直到 


| > 一 |<。 
时 迭代 结束 . 


11.3 ”有限 差分 方法 


11.3.1 线性 边 值 问题 的 差分 方法 


二 阶 线性 方程 的 第 一 类 两 点 边 值 问 题 是 
y = p(z)y +q(z)y+r(z), a< r<b, (3.1: 
y(a) ==, y(b) 一 有 (11. 3. 2) 
其 中 式 (11. 3. 2) 为 第 :一 类 边界 条 件 , 也 可 以 考虑 第 二 和 第 三 类 边 
界 条 件 : 
y(a) =e, y(b)=p, (11.3.3) 
Ya) 一 ay(a) = a, y b) +e yb) =f, (11.3.4) 
其 中 a 20,808 220. 对 于 左 端点 r= a MERA z = b, tB,nj Aaa 
取 不 同类 型 的 边界 条 件 . 


在 方程 (11. 3. 1) 的 两 边 同 乘 je ,再 令 上 = [gedrz , 方 
_ 程 化 为 
S+ Qu = RO). 


所 以 有 时 考虑 方程 (11. 3. 1) 中 p(z=)=0. 
用 节点 zi(i 一 0,1,…，N) 将 区 间 [a,oN 等 分 , 记 Satih 


Gi=0,1,- N) h = 58. 设 yE C'[a, 妇 ,由 泰勒 公式 有 
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, h: n h? ç ht cover 
yTin) = ylz) + hy (zi) 十 本 3 《Zi) E: (zi) 十 将? (ET), 


K ye ED, 
其 中 对 € Crisi) E € Cri , z). 对 此 两 式 用 中 值 定理 得 到 


, hè n E ; 
YX) = ylz;) — hy (z) + y G) — Sy (zi) 十 


y(z) = 直 [yCzim) — 2y(z) + y(ze)]— Eyo, 
(1.3.5) 
HP 6 € (za zi a )Gi=1,2,-- ,n—1). 
同 理 可 得 i 
y(z) = 2 [y(za) aD] 70), G.3.6) 


HP pE (z-i zaa)G=1,2,--,n—1). ROL 3. 6) 88389 y (z,) 
的 中 心 差分 公式 . 
将 式 (11. 3. 5) , 式 (11. 3.6) 代 入 式 (11. 3. 1) ,得 到 
Yatim) — LyX) + yr) _ Yxi) — yz) z 
— E pz) [> ]F 
3 
q(z)y(z) + r(z) — BED — y 81. 


将 上 面 方程 最 后 一 项 略 去 ,加 上 边界 条 件 (11. 3. 2), 就 得 到 解 边 值 
问题 (11. 3. 1,011. 3. 2) 截 断 误差 为 Oh* ) 的 差分 方程 组 : I 
Jo = ds 


La iy Eyn pa) kz — qla) yi = r(xi) 


(i = 1,2, ,N— 1) 
Yn = p, 
(11.3.7) 
其 中 yi(i 二 0,1,…,n) 是 y(z;) 的 近似 值 ,方程 组 写成 矩阵 形式 为 
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Ay = b, (11. 3. 8) 


其 中 
Yo Q 
yı hir(z1) 
y=| : |， b= : $ 
YN-l |h?r(rzn) 
ys B 
1 0 
1A an) -atga 1-A 


lia) -Otk 1-0) 


1+ 了 Ww) —(2+h rn) pm) 


0 1 
差分 方程 组 (11. 3.7) 是 一 个 三 对 角 的 线性 代数 方程 组 ,可 以 
用 追赶 法 来 解 . 若 解 出 X k bm (yo yi , e., yn)” 就 求 得 ylz) 
(i 二 0,1,… ,NN) 的 近似 值 . 
对 于 第 二 ,三 类 边界 条 件 (11. 3.3) 和 (11. 3. 4) ,导数 值 也 要 用 
差分 近似 ,例如 可 以 用 公式 
ea Š ylz) > +OGQ), 
y Can) = SED ZIE + Oh). 
为 了 使 截断 误差 也 达到 O), TAARE 5 16 18 Z; Ç 
一 y(Czz) 十 4y(zi) 一 3y(Czo) +O) 
2h 


Yan) = ED — hy Fr Eyle + OR?). 


y (xo )= 
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这 样 ,对 第 三 类 边 值 问题 (11. 3. 1) ,(11. 3. 4) ,得 到 差分 方程 组 


— y: 十 4y 一 3yo 
2h 


py = rla), 


一 alyo 一 ay 


G= 1,2, N= D) 
Byn — 4yw1 k >: 
eR 


(11. 3. 9) 
类 似 地 可 得 出 第 二 类 边 值 问题 的 差分 方程 组 . 


定理 11.3.1 设 在 [a,b] 上 g(z) 宇 0,L= max | p(z) | , 则 当 
h< 子 时 ,方程 组 (11. 3.7) 存 在 惟一 的 解 . 


定理 11.3.2 设 在 [a,b] 上 q(z)220,p(z)=0, B fl la) m 
(11. 3.1),(11. 3.2) 的 解 yECLa,b], M, = max | y” (Zz) | ,差分 


方程 组 (11. 3.7) 的 解 为 y:(i==0,1,…,N), 则 有 


EERE Mlale G = 0,1,…,N). 
(11. 3.10) 
定理 11. 3.2 说 明 , 若 z+=x; 固定 , 当 h->0 时 ,差分 方程 的 解 
收敛 到 微分 方程 边 值 问题 的 解 . 


例 11.3.3 用 差分 方法 解 线性 边 值 问题 
=- 2y + 名 y+ 于，1<z<2， 


y(1) =1, y(2) = 2. 


解 设 h=0.1,N=10. 用 上 述 方法 列 出 差分 方程 (11. 3.7)， 
用 追赶 法 求解 ,结果 如 表 11. 2. 
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这 11.2 


haj 


y ly ytz) 
. 00000000 1. 00000000 — 
09260052 . 09262930 2. 88X107 
18704313 18708484 4.17X 107 
28333687 28338236 4.55X10 5 
38140205 38144595 4.39X10-5 
48112026 48115942 3.92Xx107ë 
58235990 58239246 3.26X10™ 
68498902 68501396 2.49x10 š 
78888175 78889853 1.68X107* 
89392110 . 89392951 8.41Xx 107€ 
2. 00000000 2. 00000000 一 


与 例 11. 2. 2 比较 ,这 里 用 差分 方法 的 精确 度 不 如 例 11. 2. 2， 
因为 在 例 11. 2. 2 中 用 的 是 四 阶 龙 格 - 库 塔 方法 ,而 本 例 使 用 
的 差分 方法 的 截断 误差 是 Oh). 虽然 可 以 构造 截断 误差 更 高 阶 
的 差分 方程 ,例如 截断 误差 是 OC(h*), 但 由 于 这 样 近似 y” (zi) 时 
要 用 到 >(zi-*) 和 y(zi+s) 的 值 , 使 差分 方程 组 更 为 复杂 , 故 一 般 较 
少 用 . 

可 以 运用 类 似 10. 7 节 的 外 推 方法 ,或 类 似 第 4 章 中 的 龙 格 积 
分 算法 ,对 差分 方法 的 结果 进行 外 推 . 

例 11. 3.4 用 差分 方法 的 外 推 过 程 解 例 11. 3. 3 的 边 值 
问题 . 

解 设 h=0.1,0.05 及 0.025, 作 第 一 次 外 推 为 


Ext; = 到 [4y Qh oroe e D], 
第 二 次 和 第 三 次 外 推 为 
Bxts = Hayoh = 0.025) — y, (h = 0. 05)), 


1 

Ts 
1. 
1. 
1. 
1. 
1. 
1. 
1. 
1. 


=> = = = = = = = = 


Ç = -77 = = = 
ooon @% m > G@ t — ° 
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Ext;; = TSL16Ext, aa Ext; J. 


计算 结果 如 表 11. 3, 其 中 Exts 列 出 的 是 小 数位 经 过 修正 的 结果 ， 
事实 上 计算 结果 与 准确 解 在 节点 上 的 最 大 误差 为 6. 3X10-" ,外 
推 的 修正 效果 是 很 好 的 . 表 11. 3 PRET yx, (4 二 0.1) 之 值 ,此 栏 
参见 例 11. 3. 3. 


# 11.3 


1.0 | 1. 00000000 1. 00000000 | 1. 00000000 | 1. 00000000 |1. 00000000 
1.1 | 1. 09262207 | 1. 09262479 | 1. 09262925 | 1. 09262930 |1. 09262930 
1.2 | 1. 18707436 | 1. 18708222 | 1. 18708477 | 1. 18708484 |1. 18708484 
1.3 | 1. 28337094 | 1. 28337950 | 1. 28338230 | 1. 28338236 |1. 28338236 
1.4 | 1. 38143493 | 1, 38144319 | 1. 38144589 | 1. 38144595 |1. 38144595 
1.5 | 1. 48114959 | 1. 48115696 | 1. 48115037 | 1. 48115941 |1. 48115942 
1.6 | 1. 58238429 | 1. 58239042 | 1. 58239242 | 1. 58239246 |1. 58239246 
1.7 | 1. 68500779 | 1. 68501240 | 1. 68501393 | 1. 68501396 |1. 68501396 
1.8 | 1. 78889432 | 1. 78889748 | 1. 78889852 | 1. 78889853 |1. 78889853 
1.9 | 1.89392740 | 1. 89392898 | 1. 89392950 | 1. 89392951 |1. 89392951 
2.0 | 2. 00000000 | 2. 00000000 | 2. 00000000 | 2. 00000000 |2. 00000000 


11.3.2 非 线性 边 值 问题 的 差分 方法 


对 于 一 般 的 二 阶 非 线性 方程 边 值 问题 (11. 1. 3),(11. 1.4), 可 
类 似 地 建立 差分 方程 . 为 保证 边 值 问 题 存 在 惟一 解 ,应 设 函 数 f 
满足 定理 11. 1. 1 的 条 件 , 并 设 


= a , 
L= max, ayy], .3.1) 


其 中 区 域 D 如 定理 11. 1. 1 所 作 的 规定 . 
将 式 (11. 3. 5) 和 式 (11. 3. 6) 用 于 方程 (11. 1. 3) ,并 略 去 误差 ， 
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加 上 边界 条 件 , 就 得 到 边 值 问题 的 解 在 节点 上 的 近似 值 mw, ，…， 
yn 满足 的 非 线性 方程 组 : 


y =a 
ya — 2y; Hya Yin — Ym) 
0 
(一 1,2,…， 太 一 1)， 

ys 一 及 


(11.3.12) 
定理 11.3.5 设 边 值 问题 (11. 1. 3),(11. 1. 4) 满 足 定理 11. 1.1 


的 条 件 ,如 果 /福子 , 则 方程 组 (11. 3. 12) 有 惟一 的 解 ,其 中 如 


式 (11.3.11) 所 示 . 

解 方程 组 (11. 3. 12) ,可 以 选用 解 非 线 性 方程 组 的 牛顿 法 . 

将 方程 组 (11. 3.12) 中 的 y Sary =p A i=1 和 i=N 一 1 
的 方程 中 ,未 知 数 写 成 向 量 y= (y, ,ys，… ,yn-1) , 则 牛顿 法 的 迭 
代 公 式 为 

y = yy Fy), (11.3.13) 

其 中 J (y) E 3 FEB Ze 38 PR 3k B) AETI Ik, 8: EF , p| 5 ü — 4° = XJ ffi 3⁄ 
阵 , 第 i 行 第 j 列 的 元 素 是 


= R Yitl — Y= 一 ;—1, = ve N= 
1 十 2 f; (ziyi 2h ). t J l,j 2,3, .N-—- 1, 


J(y)s= 2+E (zh), i 一 jj 一 1,2…N 一 1， 
JE iaa d-di =1,2,--,N— 
-Shy (siitlj= 2 N 一 和 
其 中 yo =a, yn =B. 


每 迭代 一 步 要 解 的 三 对 角 方程 组 是 
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2y 一 六 -atk f(z yı 2r) 


D a 
an Se 2 y s — N 
二 Ni 二 2% — y +h Fharr» A ) 
J(y) H m : , 
iia 一 Js 十 2yw-s — Yn- +H f (zw YN-2 81 a ) 
UN—1 


一 JN-?2 十 2yw- -p+ f(x ?JJN-1 Eo) 


其 中 系数 矩阵 和 右 端 向 量 中 的 y; S yi. @E H u 后 , 令 
y =y U +u Gi=1,2,-- , N—1),BIDSE RQ KEA. 


11.4 变 分 方法 


自 伴 随 的 边 值 问题 是 在 实际 问题 中 一 类 十 分 重要 的 二 阶 线性 
方程 的 边 值 问 题 . 自 伴随 的 二 阶 线 性 方程 是 


- £ (> $) 40) = (z a< z<, 


(11.4.1) 
其 中 
p€ C'[a,b], p (z) > p > 0, 
q € C[a,b], q(t) > 0. 
在 r=a fl z =b 的 边界 条 件 , 可 以 分 别 取 为 第 一 、 二、 三 类 边界 条 
件 , 如 式 (11.1.4) 和 式 (11.1.5) 所 示 . 
方程 (11.4. 1) 的 物理 背景 可 视 为 弹性 杆 的 平衡 问题 ,其 中 
3 一 y(z) 为 杆 的 纵向 位 移 . 在 第 一 类 边界 条 件 的 情形 , 杆 的 总 能 
量 为 


rw = +f. [zc (2y FIDI)? — 2fCG)yC) |dz. 


(11.4.2) 
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如 果 给 定 了 函数 y,1(y) 就 确定 了 一 个 对 应 的 实数 值 , 所 以 称 I 为 
— +“ 8”. 


11.4.1 变 分 问题 


对 于 方程 (11. 4. 1) 的 第 一 边 值 问题 
一 是 (pz) 型 )+ezy = fa) G< z<, (11.4.3) 


yla) = yas y) = y. (11.4.4) 
可 以 提出 与 之 相关 的 泛 函 极 小 值 问 题 , 即 里 茨 变 分 问题 (Ritz s 
variational problem); 
求 yEK ,使 得 对 一 切 wE 天 ,有 
Iy) < Kw). (11.4.5) 
其 中 I(y) 如 式 (11.4.2) 所 示 , 而 
K = {y | y E€ C'[a,b], yla) = y. y(b) = x). 
(11.4.6) 
另外 一 种 形式 的 变 分 问题 是 伽 辽 金 变 分 问题 (Galerkin 


variational problem): 


求 yE 下 ,使 得 
Doy, 四 一 Fao) = 0 (11.4.7) 
对 一 切 wE K, 成 立 ,其 中 
Diy = | [ace $2 az +qla)yw Jaz, (1.4.8) 
Fw) = | feoywaz, : (11.4.9) 


K 如 式 (11.4.6) 所 示 ,而 
K, = CGi[a,b] = (y | y € C'[a,b],y(a) = 0, yb) = 0). 
š (11.4.10) 
如 果 边 值 问题 (11. 4. 1), (11. 4. 3) 的 物理 背景 理解 为 两 端 
固定 的 杆 的 平衡 问题 , 则 里 蒋 变 分 问题 可 以 理解 为 对 应 的 最 小 
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势能 原理 , 伽 辽 金 变 分 问题 则 可 理解 为 虚 功 原理 . 三 者 有 下 面 的 
关系 . 

定理 11. 4.1 如果 函 数 y 满足 边 值 问题 (11. 4. 1),(11. 4. 3)， 
则 > 是 伽 辽 金 变 分 问题 (11. 4. 7) 的 解 . 反之 ,如 果 y 是 伽 辽 金 变 
分 问题 (11. 4.7) 的 解 , 且 yE Ci[a,6] 门 C* a,b), W y 满足 边 值 问 
题 (11. 4. 1). 如 果 y 是 里 茨 变 分 问题 (11. 4. 5) 的 解 , 则 > 是 伽 辽 
金 变 分 问题 (11. 4.7) 的 解 ,反之 亦 然 . 

为 了 简化 问题 , 设 边 界 条 件 (11. 4. 3) 中 y, = y, = 0. 这 样 ,在 
变 分 问题 中 , 开 王 Ko. 如 果 y(z) 满 足 非 齐 次 的 边界 条 件 , 即 ya £0 
或 % 天 0, 则 令 


Fa) = yG) — y, — (z —a), 


可 验证 3(a) 二 3(5) 二 0, 即 3(x) 满 足 齐 次 边界 条 件 . 

定理 11.4.1 指出 了 里 茨 变 分 问题 与 伽 辽 金 变 分 问题 的 等 价 
性 ,但 这 仅 对 自 伴随 的 边 值 问题 成 立 . 方程 (11. 4. 1) 中 p(z)2> 
bo 220,q(z=)Z20,8⁄8 E D(y,zu) =DGo,y) (对 一 切 y,wEK), 且 对 
任意 的 y€ C'[a,b], D(y, y) 0. 至 于 一 些 非 自 伴 随 的 边 值 问 
题 , 仍 可 有 伽 辽 金 变 分 问题 ,所 以 它 比 里 茨 变 分 问题 使 用 更 为 
广泛 . 
用 差分 方法 求解 边 值 问题 (11. 4. 1), (11, 4. 3) 时 ,要 处 理 y 
的 二 阶 导数 ,而 求解 里 蒋 变 分 问题 或 伽 辽 金 变 分 问题 时 ,只 要 处 理 
2 的 一 阶 导数 . 常常 把 问题 (11. 4. 7) 称 为 边 值 问 题 (11. 4. 1)， 
(11.4.3) 的 弱 形式 . 

对 于 第 二 或 第 三 类 边 值 问题 ,也 可 提出 类 似 的 变 分 问题 . 

例 11.4.2 如 果 边 值 问题 中 微分 方程 仍 为 (11. 4. 1) ,边界 条 
件 为 


= dy) _ 
y(a) = 0, nye Ú. 
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则 仍 有 类 似 的 里 茨 变 分 问题 和 伽 辽 金 变 分 问题 ,其 中 ICy) 仍 为 
式 (11.4.2) 所 示 , 而 DCy,w) 和 FCw) 仍 如 (11. 4.8) 和 (11. 4.9) 所 
示 , 但 是 
K=K,。={y|y€C[a,bl,yla) = 0). 
在 例 11.4. 2 的 变 分 问题 中 ,并 没有 要 求 函 数 集合 K rh Ë) P8 


数 满足 第 二 类 边界 条 件 S2 包 一 0, 因 而 对 变 分 问题 的 解 y 也 没有 


提 此 要 求 .但 是 ,类 似 定理 11. 4. 1, 如 果 y 是 变 分 问题 的 解 , 且 yE 
C'[a,68] 站 C*(a,5), 则 y 满足 边 值 问题 ,所 以 变 分 问题 的 解 是 自 


然 满足 第 二 类 边界 条 件 的 . 称 例 11. 4. 2 的 边界 条 件 江 (一 0 为 


自然 边界 条 件 (natural boundary condition). 而 第 一 类 边界 条 件 
y(a)=0 称 为 本 质 边 界 条 件 (essential boundary condition) 或 强加 
边界 条 件 (forced boundary condition). 

例 11.4.3 若 边 值 问题 为 方程 (11.4. 1) 及 边界 条 件 


(se Zasa )| =e, 


(2 d? tayta) as 二 


其 中 二 0,az 三 0, 则 里 茨 变 分 问题 和 人 辽 金 变 分 问题 形式 仍 如 
式 (11.4.5) 和 式 (11.4.7) 所 示 , 其 中 
D(y,w) =f [pw e $ payo Jaz + 


ay(a)w(a) +a,y(b)zo(b), 


b š 
F (ao) -Í f Ca)xodz + giwla) + g:w(b), 


IG) =+DO,) - FO), 


K =K, -x C'[a,b]. 
在 本 例 中 ,两 端的 边界 条 件 都 是 自然 边界 条 件 . 
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其 他 的 边 值 问题 ,例如 一 端 给 出 第 一 类 边界 条 件 , 另 一 端 给 出 
第 三 类 边界 条 件 , 可 以 类 似 得 出 它 对 应 的 变 分 问题 . 

以 上 讨论 的 几 个 变 分 问题 中 ,函数 集合 K R K 规定 了 函数 
y€C'[a,b], BJ y 是 在 [La,5] 上 具有 一 阶 连续 导数 的 函数 . 事实 
上 ,这 个 条 件 可 以 改 为 较 弱 的 条 件 , 即 要 求 y 及 其 导数 平方 可 积 
就 可 以 了 ,就 是 要 求 | [y + (92) Jar 有 意义 .这 样 所 提 的 变 分 
问题 就 存在 惟一 解 . 这 些 有 关 微 分 方程 的 理论 问题 ,在 此 不 准备 
涉及 . i 

F 8 pi F E 2 3 4Yy [B] 8 Ri 4 t $ 28 3y BJ ER 65) JU P| T fE — 
归纳 . 设 K 是 一 个 无 限 维 的 线性 空间 , 它 由 满足 某 些 条 件 的 函数 
所 组 成 .F(，。) 是 天 上 的 一 个 泛 画 , 即 K 到 R 的 一 个 映射 . 它 满 
E: 对 任意 的 wwE 天 ,以 及 cE 有 ,有 

F(v+w) = Fu) + Fw), 
F(acw) = cF (w). 
称 下 (。) 是 天 上 的 一 个 线性 泛 函 .而 D(。,，) 则 是 天 XK 上 的 
一 个 双 线 性 泛 函 , 即 它 是 氏 X 天 到 及 的 一 个 映射 , 当 vw 有 一 者 
固定 时 ,D(v,w) 是 另 一 者 的 线性 泛 函 . 双 线 性 泛 函 D(。,。) 是 
对 称 的 , 即 对 一 切 v,wE K, 有 
D(v,w) = D(w,v). 
同时 又 满足 
Du) >0, Vo €K. 
至 于 里 茨 变 分 问题 中 的 泛 函 T, WU E 
Iw) = +DGeo,a) — Flw). 
有 了 以 上 规定 ,里 茨 变 分 问题 可 以 一 般 地 描述 为 ， 
求 yEK, 使 得 对 一 切 wEK 有 
š Iy) < Kw). (11. 4.11) 
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伽 辽 金 变 分 问题 可 以 描述 为 : 
求 >E 天 ,使 得 
DCy,w) 一 F(w) = 0 (11.4.12) 
对 一 切 wE K 成 立 . 


11.4.2 变 分 问题 的 近似 计算 


用 变 分 方法 解 方程 (11. 4. 1) ,(11. 4. 3) ,就 是 根据 定理 11.4.1 
描述 的 等 价 关 系 ,求解 里 芯 变 分 问题 或 盆 辽 金 变 分 问题 . 

近似 计算 求解 里 茨 变 分 问题 (11. 4. 11), 先 选取 函数 空间 K 
的 一 个 有 限 维 子 空间 Sy. Sw 的 一 组 基 是 (91,9:，… ,prn} ,对 一 切 
wn € Sw， 存在 Cistte € R ,使 

IN = cpi + c; @ 十 … 十 cnPpN， 

用 Sw 代替 玉 , 可 以 建立 一 个 里 欧 变 分 问题 (11. 4. 11) 的 近似 变 分 
问题 : 

求 yz. € SN ;使 得 对 一 切 WNE SN 有 

Kyn) < Iwr). (11. 4. 13) 
近似 变 分 问题 (11. 4. 13) 的 求解 ,只 要 把 I(wn) 列 出 : 


1 N N N 
T(rwn) =+D( Zep Lops )—F( 8') 
全 = = 


N N 
1 
= > Dirge, ci SF lp). 
ija i= 


然后 对 w RME k nm 2 3 一 0 一 1,2,…,N) ,就 
得 到 c ,cs，… ,cn 的 一 个 线性 方程 组 . 
近似 求解 里 欧 变 分 问题 的 方法 称 为 里 茨 方法 . 它 的 求解 过 
程 是 : 
L 选取 的 子 空间 Sw, 它 的 一 组 基 函 数 是 {fp ,9:，… ,wj). 
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2. 求解 方程 组 
N - 
六 Dppgj)c —F(g) 一 0 (i=1,2,.,N). 


j=1 
(11.4.14) 
得 到 解 cl ,ca i CN 
3. 令 yn = ë, p + Z; @ 十 … 十 cxpw, 这 就 是 近似 变 分 问题 
(11.4.13) 的 解 . 
伽 辽 金 变 分 问题 的 近似 变 分 问题 是 : 
求 yn € Sn， 使 得 
DCynwyzov) 一 下 (ruw) 一 0 (11.4.15) 
对 一 切 ww E Sw 成 立 . 
N 


将 近似 变 分 问题 的 解 yw 二 Y) Ep 和 ww = Diep RAR 
(11.4. 15), 得 到 i š 
DCynwyron) — Flw) = D [pea sgi) E, — Fp) Je: = 0. 
上 式 对 任意 的 (0 ,cs，… .cn) 成立， 见得 到 线性 方程 组 
Dig ë —F(e)=0 (=1,2,…，N). 


它 与 方程 组 (11. 4. 14) 是 相同 的 . 这 就 是 个 辽 金 方法 的 求解 过 程 . 
对 于 自 伴随 的 边 值 问题 ,和 里 欧 方 法 求解 的 结果 是 一 样 的 . 
例 11.4.4 用 变 分 方法 近似 求解 边 值 问题 


pa Ta 
y(0) =/0, yD = 0. 
解 i 

= (y| y € C'[0,1],y(0) =0,y(1) = 0}, 


Dl(y,w) = f z Fedr, 
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F(w) = [| zea. 
JR K 中 的 子 空间 Sw 为 满足 边界 条 件 的 多 项 式 的 集合 ,Sn 中 的 函 
数 取 为 


wn = (1 一)(c Herz tee tent). 


对 于 N=1,w (z)=z(1 一 z), 方 程 组 (11. 4. 14) 只 有 一 个 


方程 
Dlg rpi) 一 F(P) = 0. 
1 


moam -[(P)e- loe feaa, 


解 出 5, 一 站 ,所 以 边 值 问题 近似 解 为 
s T 
y = z071 äh 
对 于 N=2,p (z) =z(1—z),g (1)=r x), M 
1 1 ; 2 
DCPp yp) = 3 Dipp) = r D(g@ ,g@:) = 15， 


=: mi L. 
Flp) = 20， Fig) 30 
因此 方程 组 (11. 4. 14) 为 
en 
N 20 
L 
30 


Wine =a =. 所 以 边 值 问题 近似 解 为 


中 | 二 wl 
Flv 一 


oe zl — z)(2 + 5). 
本 例 的 精确 解 为 = 再 G1 一 盖 ), 下 页 表 中 列 出 几 个 点 上 y» 


y 和 Xz 的 值 . 
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0.75 


0.0281 0.0375 0.0281 
0. 0203 0.0375 0.0359 
0. 0205 0.0365 0.0361 


11.5 有 限 元 方法 


解 边 值 问 题 的 有 限 元 方法 (finite element method) 是 一 种 变 
分 方法 .在 11.4 节 例 11. 4. 4 的 变 分 近似 计算 中 ,Sn 取 的 是 多 项 
式 函 数 的 集合 ,而 在 有 限 元 方法 中 ,Sw 的 函数 则 是 在 [a,b] 区 间 某 
种 剖 分 下 与 节点 有 关 的 分 段 函数 (一 般 是 分 段 多 项 式 ) 的 集合 ,这 
样 更 方便 于 实际 计算 . 

在 本 节 关 于 有 限 元 方法 一 般 叙 述 中 ,我 们 主要 以 下 列 边 值 问 
题 作为 例子 . 


- Z (sú; S2)+qG) = f, a&<z<b,- G1.5;1) 


ya) = 0, pb) XE + ay Cb) =g, (1.5.2) 


H pEC' [a,b], q, f€ C[a,b],p(z=)22p,>0,q(z=)2>20,a2>0. 
边 值 问题 (11. 5.1),(11. 5.2) 对 应 的 伽 辽 金 变 分 问题 是 ， 


求 yE K ,使 得 
Dlysw)— F(w)=0 (11. 5. 3) 
K = {y | y € Ci[a,bl,y(a) = 0), (11.5.4) 


b 
Dyw) = Í [2 d» E +a yw Jaz + ay (6)w(b), 
(11. 5.5) 
z b 
FCw) = | /fC2)wdr + qu Q, (11.5.6) 
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11.5.1 BEE 


在 变 分 问题 使 用 里 欧 方 法 或 伽 辽 金 方法 求 近似 解 的 过 程 中 ， 
如 果 选 用 Sx 为 分 段 线 性 函数 的 集合 ,就 构成 最 简单 的 有 限 元 方 
法 , 称 为 使 用 线性 元 的 有 限 元 方法 . 
在 [a,b] 中 插入 节点 {zi} ,满足 
a = x° < x, L < zs = b. 
每 个 子 区 间 e=[x-i z. JG =1,2, ,NN) 称 为 单元 , 它 的 长 度 记 
为 hi 二 zi 一 zxi-1. 每 个 节点 z, 对 应 分 段 线性 插值 基 函 数 p. (>) : 


m oL, 
plr) 一 4 hi 
0, =, < z. 
0, TX r= ° 
“sua ue r= < z < Tis 
g (z) = _ '. 
2a = z< Z Kass (11:9: 7) 
itl 


0, Zi+l < T, 


i= 1,2,-. N— 1. 


f 0 r< TZN-1 ° 
gx (z) = z= TN-1 


ZN < z < zs. 


hy 
它们 满足 
Io dmj; 
i Y i) = 0,1, N. 
@; (x, ) 3: Aj, i,j 
设 
Snn = span{ go pı po (11.5.8) 


即 若 WE Sn+i , 则 存在 常数 Wo sW YUN 使 
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wlr) = wgo (z) + wg) + °° mi 
不 难 验 证 ,上 式 的 系数 : 
w = wlr) (¿= 0,l,-.,N). (11. 5.9) 

记 

Sy = {w | w € Surw(ro) =0), (11.5.10) 
车 wE€E Sw, 则 有 

wlr) = zo @(z) + "t+ wnpN (z). 
Sw 是 变 分 问题 (11. 5. 3) 中 函数 空间 K 的 一 个 N 维 子 空间 ,由 此 
列 出 近似 变 分 问题 : 


R yE S, ,使 得 
> | (pF $ + qyw )dz + ay(za)u(aa) 
-5f fwdr+ gu (za) ` (11.5.11) 
i=l ~ 
一 切 wE Sw 成 立 . 


有 了 近似 变 分 问题 便 可 像 上 节 那 样 得 到 线性 方程 组 (11. 4. 14)， 
但 是 一 般 有 限 元 方法 的 具体 计算 过 程 如 下 描述 . 我 们 先 设 范 数 
YE Syp WE Syys ;最 后 才 加 进 本 质 边界 条 件 的 约束 ， 为 此 , 记 I 
向 量 


则 在 式 (11. 5. 11) 中 
dy d 
| eE +eyw)dr = wK, y, (G =1,2,,N), 


其 中 ,对 ;一 1,2,…,N 一 1， 
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F (pBTB +qN"N)dx 
Ziel 


K, = 
N k. 
=| r 1.5.12) 
kia kh 
K a = ap pdz + [? gqNidz, 
í“ 2-1 Til 
he = hii = xÉ pdz 十 | qNiMidz， (11.5. 13) 
iv Z= x= 
k = b|” podz+| aMidz, 
í Fimi Z= 


这 里 ;=1,2,--- , N—1. 为 了 将 近似 变化 问题 (11. 5. 11) 左 端 最 后 
一 项 写 进 矩 阵 运算 式 子 中 ,K., 的 右 下 角 元 素 kn EA 


ky = 1 "par + f” qMidr-a, (11.5.14) 
ZN- 


=g. 
而 K, 的 其 他 三 个 元 素 同 式 (11. 5. 13) 前 两 式 所 示 . 
类 似 地 处 理 式 (11. 5. 11) 右 端的 项 ,有 


f; fwdz = wF, (i = 1,2,.…,N), 
其 中 


Fi 
F, = , (11.5.15) 


¿= ]l,2,-,N—1, (11.5.16) 


Fx =|" M.fdz+ g, (11.5.17) 


fN—1 
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而 F ARAL. 5.16). 

定义 11.5.1 由 式 (11.5.12) 一 式 (11. 5. 14) 确 定 的 矩阵 K。 
称 为 用 线性 元 求解 边 值 问题 (11. 5. 1), (11. 5. 2) 的 单元 刚度 矩阵 
(element stiffness matrix). 

定义 11.5.2 由 式 (11.5.15) 一 式 (11. 5. 17) 88 E BJ In] Et F, 
称 为 用 线性 求解 边 值 问题 (11. 5. 1), (11. 5. 2) 的 单元 荷载 向 量 
(element load vector). 

记 N+ 1 维 的 向 量 及 (N 十 1) X(N 十 1) 的 和 矩阵: 

y= (yo+yi YN 7 


ť. W= (wo wW TON )T， 


K. = kiij ki i 第 i 一 1 行 
i Ka ku ejen 
第 i 一 1 列 第 i 列 


F, = (s F: F$ pe) 
# K, MF, 中 ,省略 处 代表 零 元 素 . 
定义 11.5.3 和 矩阵 
K= JIK, (11. 5. 18) 


i=l 


称 为 用 线性 元 求解 边 值 问题 (11. 5. 1) (11. 5. 2) 的 刚度 矩阵 
(stiffness matrix) ,或 称 总 刚度 和 矩阵. 


定义 11.5.4 向 量 
F = >F. (11. 5.19) 
称 为 用 线性 元 求解 边 值 问 题 (11. 5.1)、(11. 5. 2) 的 荷载 向 量 (load 
vector) ,或 称 总 荷载 向 量 . 
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可 以 求解 一 个 与 线性 方程 组 (11. 5. 22) 等 价 的 N+ 1 阶 线性 
方程 组 


0 … 0 Yo 0 


2 — |F|=0, (11. 5. 23) 
: K : 

0 ys 
CHRE tiq K 的 第 1 行 和 第 1 列 元 素 作 了 改变 ,同时 下 的 


第 1 个 元 素 也 变 为 0, 这 样 求解 方程 组 (11. 5. 23) 时 ,系数 和 矩阵 和 
KK 一样 是 NN 十 1 阶 的 , 比 解 方程 组 (11. 5. 23) 要 方便 些 . 
例 11.5.6 用 线性 元 方法 解 边 值 问题 


2 
pa 0<<r<1, 


t y(0) =0, ya) = 0. 
E ”本 例 中 


D(y,w) = dy dwz, 


o dz dr 
Flw) = 2f wdz. 
用 节点 r20 p l WTO 1]AA 4 个 单元 .及 一 一 十 .可 得 


+Í 1 E G = 1,2,3,4), 
h\—1 1 

1 

1 


F, = a( ) G= 1,2,3,0. 


=1 1 
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KJ&—4(N+1)X(N+1)8EBE, Ch K, 28 Jm R, m K, 是 
2X2 的 单元 刚度 矩阵 K, 的 一 种 “放大 ”, 即 将 K, 的 四 个 元 素 放 到 
(N 十 1) X (N+ 1) B£ K, 相应 的 位 置 ,而 令 K, 其 他 的 元 素 为 0， 
同 理 ,对 下 的 构成 可 作 类 似 的 分 析 . 

考虑 边界 条 件 (11.5.2) 中 y(a) 王 0, 所 以 在 向 量 了 和 w 中 ,应 
取 yo 二 wo 二 0, 用 它们 的 分 量 作为 系数 作 polr) spil), spul) 
的 线性 组 合 , 得 到 的 函数 y(z) 和 w(x) 都 属于 Sn ,这 样 ,近似 变 分 
问题 (11. 5. 11) 可 写成 矩阵 形式 

0 


(O, aow)(K| 2 |— p) = 0 (11. 5. 20) 


YN 
对 一 切 (w，,… ,wn) 成 立 .或 改写 为 
> 
(wewn) K] : — F) = o (11. 5. 21) 
YN 


HH ew D R ER K AK 划 去 第 1 行 和 第 1 列 所 得 
到 的 NXN 矩阵 , 记 为 正 划 去 第 1 个 元 素 所 得 到 的 向 量 . 由 
(wi ,… ,twn) 的 任意 性 ,可 得 到 线性 方程 组 


—F = 0. (11. 5. 22) 


ys 
定理 11. 5.5 ”对 于 边 值 问题 (11. 5. 1),(11. 5. 2) ,线性 方程 
组 (11, 5.22) 的 系数 矩阵 起 是 一 个 对 称 正定 的 矩阵 ,所 以 方程 组 


(11.5.22) 存 在 惟一 的 解 向 量 (y ，…,yw)7. 而 2. (z) 就 是 近 
似 变 分 问题 (11.5.11) 的 解 ,yi(i 王 1,2,……,N) 是 解 在 节点 z, 的 函 


， 数值 . 
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经 过 边界 约束 处理, 得 到 线性 方程 组 


2 1 0 01 [x 2 
+= 2 1 0f |32 112 
0 —1 2 -illyl Ell 
0 0 —1 1) ys 1 
解 方程 组 得 
7 12 15 s 
> = ig’ J = 6° X: = ig’ yx =l 
11.5.2 高 次 元 


线性 元 方法 是 将 边 值 问 题 近似 解 用 分 段 线 性 插值 函数 表示 ， 
而 二 次 元 方法 则 是 用 分 段 二 次 函数 表示 ,其 他 高 次 元 类 似 ,. 下 面 仿 
照 线性 元 的 方法 ,将 插值 基 函 数 在 每 个 单元 e 上 做 出 ,其 他 的 运 
算 则 类 似 线性 元 方法 . 
关于 二 次 元 的 捅 值 基 函 数 ,为 了 计算 方便 ,将 区 间 [zi-， sz] 
变换 到 变量 的 区 间 [ 一 1,1]. 在 &€[ 一 1,1] 上 作 二 次 插值 . 设 插 
- 值 节点 为 =l, g= 和 51, 则 二 次 捅 值 基 函 数 为 
Ni Ce) = FEE- 1), 
Ni(6) = 1—ë, (11.5.24) 
N: (@) = Teet D. 
记 向 量 
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N= (N, (@), Ni Na(Ce))， 
y = (yi Ys y), 
则 在 £&E[ 一 1,1J 上 ,二 次 插值 函数 表示 为 
y= Ny.. 
例 11.5.7 用 二 次 元 方法 解 边 值 问 题 


-ËI =1, 0<zr<l, 
E 1 
y(0) = 1, (+27) 
解 ” 本 例 的 变 分 问题 中 


1 
= [' dy dw 
D(y,w) f dy eart+2y Ww), 


= 3. 


r=] 


FGo) = war + 3w(1). 
把 变量 z 的 区 间 [0,1] 平 分 为 两 个 单元 


el = [+]: re: 一 [z 1]. 
RKE A= h = +. 作 两 个 变换 


= [2c (z i ta] G=1,2, 
h. 


它们 分 别 将 单元 e 和 e, 变换 变量 上 的 标准 单元 [一 1,1], 而 且 


=dN Lori, É 
B= 4 = p l, 4g, 2+1). 
可 以 计算 单元 刚度 矩阵 
K, -f BTBdz 


1 
-1 2 
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14 一 16 2 
一 16 32 一 16 
2 一 16 14 
由 于 D(y,w) 中 存在 边界 项 2y(1)w(1), 所 以 在 计算 K, BJ, 
RA K, 相同 外 ,对 角 线 的 第 三 个 元 素 应 该 加 上 2, 得 到 


z 3. 
3 


14 -16 2 
K, = 于 |-16 32 一 16|. 
2 —16 2 
同 理 计 算 单 元 荷载 向 量 为 


将 单元 的 刚度 矩阵 及 荷载 向 量 分 别 对 应 迭 加 ,得 到 


14 -16 2 0 0 
Lien -3 6 ooo Q 
K= + 2 i6 28 =16 2l]; F=} 
0 O —16 32 —16 
0 0 2-1 2 


考虑 到 边界 条 件 yo 二 1, 在 约束 处 理 后 得 到 线性 方程 组 


32 —16 0 01 fy 
1|—16 28 一 16 2| |y 


3| o —16 32 =16||y, 
0 2 —16 20lly, 
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39 11 47 3 
求解 后 得 到 2 一 1 一 5732 一 有 2 二 324 一 2 


关于 三 次 的 埃 尔 米 特 插值 ,将 单元 e, 变换 到 变量 的 标准 单 
元 [一 1,1], 并 记 


y | ASS d 

= 1 一 m 

' zez dz Tm] 
d 

A a |. 


令 插 值 基 函数 
N, (£) = Le 一 36 十 2)， 


Na: (6) = +ë 十 36 十 2)， 
(11.5. 25) 


Mi (6) = Ç * —(@'— #@ —£+ 1), 


2 4 
_ k. í 
M, (ë) = ç 4 


l E+E E+N), 


并 记 
N= (N (ë, M, N,(£), M:(6) )， 
Ja == Wi» yis Y2» yh jiy 
则 得 到 单元 e, 上 三 次 埃 尔 米 特 插值 函数 
y= Ny... (11. 5. 26) 
用 三 次 埃 尔 米 特 插值 做 有 限 元 计算 ,每 个 节点 上 都 有 两 个 未 
知 数 yis yr. 可 以 类 似 线性 元 的 方法 列 出 它们 的 线性 方程 组 , 解 出 
36530 31 t yno y s. 近似 解 在 每 个 单元 如 式 (11. 5. 26) 所 
ZR. 在 整个 区 间 [a,5j ,近似 解 有 一 阶 导数 的 连续 性 . 


11.6 样 条 函数 方法 
讨论 线性 边 值 问题 


y = p(z)y'+q(z)y+r(z=), a< r<b, (11.6.1) 
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aoy (a) —aiy(a) = a, By b) 十 By(5) = p. (11. 6. 2) 
其 中 aa 20,|a |+ |a, #0; A&0 20,168 141810. 
引入 节点 Tosti stoan Xia b JERA 
= x < z, < *** < r, = b, 
Wlad] EL {zorti ，… ,zx,) 为 节点 的 三 次 样 条 函数 可 以 表示 为 
s(z) = e+ f * (z — z) += . (z — z+)° + 152 (x wt， 


(11. 6. 3) 
其 中 e,f,g,do ,di,…，,d,-1 为 n 十 3 个 待定 系数 ,函数 
ts 34:20, 
站 "4 < 0. 
ARAL. 6. 3) 形 式 的 函数 s(Cz) 作 为 边 值 问题 (11. 6. 1)， 
(11.6.2) 的 近似 解 .不 难 对 s(z) 求 出 其 一 、 二 阶 导数 ,考虑 在 节点 
zi 上 满足 方程 (11.6.1) , 便 有 


m-l wk 
g+ Ddi(zi—zi)+= p(zi)|[ f+ g(zi —z0) + Dd — zj): ] + 
j=0 


tr 


j=0 


q(z)[e + fz, — zo) +a, ~r)’ + 


mi 
DE = 1;)}] + ría), 


j= 0 sP. 
i = 0,1,",n. (11. 6. 4) 
同 理 , 由 边界 条 件 (11. 6. 2) 得 到 
af 一 ae 一 ay (11.6.5) 
m=) 
p| f+ =a) +4 Ddi Ca — zt |+ 


j=0 


1 一 1 
有 [e+ fG,— zo +z, — zo) T 5224 (=. — =p ]= B. 
d se 


(11. 6. 6) 
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式 (11. 6.4) 一 式 (11. 6. Æ n 十 3 PRAX e, f,g.d i. d, H 
n 十 3 个 方程 , 解 这 个 线性 方程 组 ,代入 式 (11. 6. 3) 就 得 到 边 值 问 
题 的 近似 解 sC). 
例 11.6.1 用 样 条 函数 方法 解 边 值 问题 
y+y+1=0, 0<<x<1, 
ms =o, y(1) = 0. i 
8 ”把 区 间 [0,]] 三 等 分 ,节点 为 0, 于 ,于 和 1. 式 (11.6.3) 中 函 
数 sCz) 有 6 个 待定 系数 e f. g, d, d, sdz. 由 边界 条 件 y(0)=0, 
即 得 e 一 C, 所 以 设 
s(z) = fr + gr’ +diz}+ d, (z-4) + d: (z— z). 
(11.6.7) 
求 出 *(z) 及 YY(z), 代 人 边 值 问题 中 的 微分 方程 ,并 取 z 为 0, 村， 


与,1, 再 加 上 边界 条 件 y(1) 二 0, 可 得 到 线性 方程 组 


2g =—1, 
554, +57g +9f =— 27, 
55d, + 1164, + 66g + 18f =— 27, 
55d, + 116d, + 189d, +81g +275f =— 27, 
d, + 8di + 27d, + 27g 4- 27 f = 0. 
解 出 
f = 0.540814, g==—0.5, 
do =— 0.061224, d, = 0.061224, d, = 0.061224. 
将 其 代 人 式 (11. 6.7) 即 得 边 值 问题 近似 解 . 
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12 偏 微 分 方程 数值 解法 
12.1 椭圆 型 方程 的 有 限 差分 方法 


12.1.1 典型 问题 


椭圆 型 方程 (elliptic equations) 中 最 简单 的 典型 方程 是 拉 普 
拉 斯 (Laplace) 方 程 


2 2 
Lu = 2+2 = 0 2.1.1) 
T 5 2 
和 泊 松 (Poisson) 方 程 
a u. gu 
Lu = sZ Ta: = flr,y). (12.1.2) 


椭圆 型 方程 的 主要 定 解 问题 是 边 值 问 题 (boundary value 
problems) , 即 要 求 定 出 未 知 函 数 ,使 得 它 在 某 个 区 域 9 内 满足 
微分 方程 (12. 1. 1) 或 (12. 1. 2) ,并 在 区 域 的 边界 20 上 满足 给 定 的 
边界 条 件 (boundary conditions). 边界 条 件 可 以 由 下 面 三 种 方式 
给 出 : 


u| a = a(zyy)， (12.1.3) 
gu 
2 a = Ray), (12.1.4) 
ðu 
(3% + ku ) |ia = YG), 2.1.5) 


其 中 表示 外 法 线 方向 ,k= 二 k(x,y) 宇 0, 边 界 条 件 (12. 1. 3)、 
(12. 1.4) 和 (12.1.5) 分 别称 为 第 一 类 、 第 二 类 和 第 三 类 边界 条 件 . 
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12.1.2 网 格 和 差分 近似 


设 Q 为 Ory 平面 上 的 一 有 界 区 域 ,99 为 其 边界 ( 见 图 12. 1). 
HE W z 轴 方 向 步 长 为 后 ,y 轴 方 向 步 
长 为 h;, 作 两 族 与 坐标 轴 平 行 的 直线 : 

r= G=0,+1,+2,), 

y=jh (j= 二 0, 土 1, 土 2,…). 
两 族 直线 的 交点 (ihi ,jh;) 称 为 网 格 点 或 
节点 , 记 为 (zi, y). 仅 考虑 属于 QUa0 
的 网 格 点 . 如 果 两 个 网 格 点 (x;,zx) 和 
(zi ) 满 足下 面 关 系 式 

| Ps 
2 


那么 称 这 两 个 网 格 点 是 相 邻 的 . 

如 果 一 个 节点 的 4 个 相 邻 的 节点 都 属于 auan, 则 称 此 节点 
为 内 部 节点 ,或 简称 为 内 点 . 全 部 内 点 的 全 体 记 作 m. 如 果 一 个 节 
点 的 4 个 相 邻 的 节点 至 少 有 一 个 不 属于 QUa0, 则 称 其 为 边界 节 
点 ,或 简称 为 界 点 . 全 体 界 点 的 集合 记 为 304. 在 图 12. 1 中 ,以 
“ * "表示 界 点 ,以 “表示 内 点 . 利用 泰勒 级 数 展开 


z [Cin sy) — u(m—iy;) ] 
= 97 1 Lai aE ESIP + Ohi), 


(2) = = au(Czi)yi) 、 &(CZitiy3i) — Ul Ti yy ) 
ç ar 2h, s 


(12.1.6) 


(2) — ulzi yi) d u( Tis Yj 1) — ulzi ryj) 
ylä 3y 2hz z 


(12.1.7) 
对 于 二 阶 偏 导数 ,同样 可 用 泰勒 级 数 展开 获得 近似 表达 式 , 并 且 容 
易 求 得 


(Z5) — Ful, y;) 
Ir); Jz? 


o ultins yj) — 2u(zi,y;) Hultasy:) 
a — o E E, 


hi 
(Z) — Pulz y;) 
3y li 3y 


725 ULE Yj) = 2x(zi ,y;) + u(x, ,y 1) 
= Ne . 


(12.1.8) 
12.1.3 差分 格式 的 构造 方法 


由 泊 松 方程 (12. 1. 2) 的 有 限 差 分 格式 (finite difference 
scheme) 构 造 方法 ,直接 可 以 得 到 拉 普 拉 斯 方程 (12. 1. 1) 的 有 限 
差分 格式 , 因此 , 仅 讨论 泊 松 方程 的 有 限 差 分 格式 . 有 限 差分 格式 
也 称 为 有 限 差分 方法 . S 

取 正 方形 网 格 : h= h =h, ER AA C y), AA 
式 (12. 1.8) 可 以 由 泊 松 方程 直接 得 到 一 近似 表示 式 


ul Tiy) — ulr: sy) + ul xi sy,) + 
i w— 


ulzi s yaa) 一 — 十 x&Czoyi) 、 Fania 


Fu; RIR u (xi s y ) KS iE 0 8 , W| i E zü 8 149 BEE A Et Jy F B) 
有 限 差 分 格式 ,简称 差分 格式 . 


Liu = “i 过 i SE Ui jti 一 = + u; 1 


= | (12.1.9) 
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其 中 fa = f (mi, y;) 

上 述 构造 差分 格式 (12. 1.9) 的 办 法 是 用 泰勒 级 数 展开 ,这 是 
最 方便 的 方法 . 差分 格式 (12.1.9) 中 只 出 现 zx 在 (zi,y) 及 其 4 个 
邻 点 上 的 值 ,所 以 称 其 为 五 点 差分 格式 (five point difference 
scheme). 

有 限 体 积 法 (finite volume method) 是 推导 偏 微分 方程 的 有 
限 差分 格式 的 重要 方法 .下面 用 于 推导 泊 松 方程 的 五 点 差分 格式 
(此 仅 为 说 明 方 法 ). 

设 P=(zxi,y)EN, :其 4 个 邻 点 为 Q= (zi yj) Q, = (tis 
yj) Q, = (timy M Q, =(xz,,y;-i). $ N, A PQ, 的 中 点 ,i= 
1,2,3,4( 见 图 12. 2). 在 阴影 区 域 D; 上 对 泊 松 方程 (12. 1.2) 两 边 
进行 积分 ,有 


dE 


Zad 
£ n Je 


3x 


m 12.2 


1 ` 
其 中 工 i 土地 = (zit zi ),y;++ =, yi+1) 


利用 中 点 求 积 公式 有 
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IES Ody as | yi) >), 
Ix 


把 上 式 右边 的 微 商用 中 心 差 商 来 代替 ,就 得 到 
Sdzdy X uaj — 2u; +u. 


Dý 


同 理 , 有 
|z TE drdy ~ wiin 一 2u + tnj. 
此 外 
Pres h’. 


综合 上 述 各 近似 式 ， 可 以 得 到 逼近 泊 松 方程 的 差分 格式 
L,u = 起 [Gm j — 2u; +u, 1) + Cti jsi kiai 2u; aa uij) ] 


一 一 fj. 
这 就 是 前 面 推导 出 来 的 五 点 差分 格式 . 利用 有 限 体 积 法 来 构造 
变 系数 方程 ,间断 系数 方程 和 非 线性 方程 的 有 限 差分 格式 较为 
方便 . 


12.1.4 常用 的 有 限 差分 格式 


五 点 差分 格式 (12. 1.9) 是 经 常 使 用 的 , 它 的 节点 排列 以 (z;， 
yj) 为 中 心 ,其余 4 个 点 是 (x;,yj;) 的 上 、 下 、 左 、 右 四 个 相 邻 的 节点 
( 见 图 12. 3(a)). 如 果 采 用 图 12. 3(b) 的 节点 ,也 可 以 得 到 逼近 泊 
松 方程 的 差分 格式 


+ 
Pu =z lus; tjt T lij 十 tij 十 


ut! — hus) =— fy. (12. 1.10) 
利用 差分 格式 (12. 1.9) 和 式 (12. 1. 10) 进 行 线性 组 合 可 以 得 
+ 657 。 


图 12.3 


到 逼近 泊 松 方程 的 另 一 差分 格式 
LPu = H[4Ga + ue + uqa Fui — tus) + 
(usai F tii, ja F tija 十 di, 一 4u;)) 
[fs + Cf + fa T fas + fo — 4 方 )]. 
u (12.1.11) 
由 于 差分 格式 (12. 1. 9) 和 式 (12. 1. 10) 都 仅 采 用 五 个 节点 ， 
而 差分 格式 (12. 1. 11) 采 用 了 九 个 节点 ,因此 一 般 也 称 差分 格式 
(12. 1. 11) 为 九 点 差分 格式 . 对 于 一 个 差分 格式 ,其 基本 的 要 求 是 
差分 方程 逼近 微分 方程 ,这 种 逼近 的 近似 程度 的 好 坏 可 以 用 截断 
误差 (truncation error) 来 描述 . | 
设 w=u(z,y) 是 泊 松 方程 (12. 1. 2) 的 充分 光滑 的 解 ,Lu 是 由 
式 (12.1.9) 定 义 的 差分 算 子 (difference operator) , 称 
R, (u) = L,u(z;,y;) — Lulz: yj) (12.1.12) 
为 差分 格式 (12. 1.9) 的 截断 误差 . 
实际 计算 截断 误差 时 ,只 要 将 Liu (zx,y,) 的 各 项 在 (zx;,y;) 展 
成 泰勒 级 数 即 可 通过 初等 计算 可 以 得 到 ,五 点 差分 格式 (12. 1. 9) 
和 (12. 1. 10) 的 截断 误差 是 OC(h?) ,而 九 点 差分 格式 (12. 1. 11) 的 截 
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断 误 差 为 Oh). 由 于 九 点 差分 格式 (12. 1. 11) 截 断 误差 的 阶 高 ,所 
以 经 常 称 其 为 高 阶 格式 . 显然 , 它 更 精确 地 逼近 泊 松 方程 . 在 实际 计 
算 中 ,如 果 精 度 要 求 不 是 很 高 ,以 采用 五 点 差分 格式 较为 合适 . 


12.1.5 边界 条 件 的 处 理 


在 对 内 点 列 出 差分 方程 后 ,为 了 求解 ,还 必须 对 边界 条 件 进 行 
处 理 以 给 出 边界 上 的 关系 式 . 

对 第 一 类 边界 条 件 

u laa = a(z,y), (x,y) e IN, 

在 构造 网 格 时 ,30, 通常 都 不 与 30 重合 ,可 能 有 少数 边界 节点 落 在 
3a0 上 ,而 大 部 分 边界 节点 不 沙 在 a02 上 ,由 此 而 产生 边界 条 件 的 转换 . 

(1) 直接 转移 法 . 车 边界 节点 (zi,y;) 正 好 落 在 93Q 上 ,如 
图 12.4 所 示 , 则 ws 二 a(xi,y;). WRC y REIN 上 ,此 时 30 
与 网 格 线 交 于 P 和 Q 两 点 , 则 取 与 点 (zi, yj) 距离 最 近 的 点 a (>, 
y) 的 值 为 u. 

(2) 线性 插值 . 如 图 12.5 所 示 , 对 于 网 格 点 P JAR QARA 
作 线 性 插值 


h 


u(P) = >75 


PK- 
u(R) +yz, 
其 中 ó= RP<—h. 


图 12.4 


由 于 第 二 类 边界 条 件 可 以 看 作 第 三 类 边界 条 件 的 特殊 情况 
所 以 仅 处 理 第 三 类 边界 条 件 
9 
(S + ku) | 。 = y(x,y). 
仍 假定 正方 形 网 格 . 有 以 下 三 种 情况 : 
(1) 点 忆 在 边界 30 上 , 且 外 法 向 n 与 坐标 轴 平 行 ( 见 图 12. 6) 


“D tQ + ku (P) = y(P). 


图 12.6 
(2) A P EARN 上 ,但 外 法 向 nn 与 坐标 轴 不 平行 ( 见 图 12. 7). 


u( P) = Q) osa + u (P) TAC os + ku (P) = y(P). 


图 12.7 
(3) 点 了 不 在 边界 3Q2 上 ( 见 图 12.8). 


u(P)— u(Q) u(P)— u(R) 
h 


cosa + 1 


cosB+ ku(P) = y(P'*), 
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图 12.8 


其 中 已 为 距 已 最 近 的 92 上 一 点 . 
例 12.1.1 在 Q=((z,y)|10 一 z 一 0.5,0 一 > 一 0.5} 内 考虑 拉 
普 拉 斯 方程 


边界 条 件 为 

u(0,y) = 0, u(x,0) = 0, 

u(xz,0.5) = 200x, u(0.5,y) = 200y. 
用 正方 形 网 格 有 ==0. 125 来 求解 上 述 问 题 . 

E ”采用 差分 格式 (12. 1. 9) 
uy — Unj 一 Mr Wi Wi! = 0, 
i=1,2,3, j=1,2,3, 

用 网 格 点 来 表明 这 些 量 (网 格 点 分 布 见 图 12. 9) ,那么 方程 可 以 写 为 


u(x,0.5)=200x 


“o d - Eu(0.5, y)=200y 
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dul 一 zz — t = Uog uns 
dus — us — ui — us = un» 
dus — us — us = ua Ua» 
Au, — Us — u — Ur = Uos 
dus — uç — a — uz — ua = 0, 
dus — us — us — uy = z» 
Åu, — us — us = uo Ñ+ uo + 
dus — Ug — u — Uus = Ur» 
dus 一 us — Us = us + un. 


方程 的 右边 项 可 从 边界 条 件 的 直接 转移 法 得 到 : 


Uw = Un = Uy 一 Uo = Uw = Uo 一 0, 
ua = ua = 25, us = ue = 50, us = ua = 75, 
从 而 可 得 线性 方程 组 
4 == | 9. —==1 0 0 0 0 0) f% 25 
=l & —1 0 =r 0 0 0 0| | uz 50 
0 —1 4 0 0 =] 0 0 Ol|us 150 
= 0 0 4 —1 0. —1 0 O | lu 0 
0.—1 0 .=—.1 4 —1 0 —1 Ollus|= 0 
0 0 —1 0 一 】 4 0 0 —1||u 50 
0 0 人 4: 一 】 0 0 省 Oj |u 0 
0 0 0 0 =l 0 —1 4 —1llus 0 
0 0 0 0 0 一 1 0 =I 4) (ug 25 


用 高 斯 - 赛 德尔 方法 求解 上 述 线性 代数 方程 组 ,其 结果 如 下 : 


例 12.1.2 ERR Q= ((z,y)|0<z<2,0<y<1) Ñ $r 
普 拉 斯 方程 


边界 条 件 如 图 12. 10 所 示 ( 出 现 第 二 类 边界 条 件 ). 用 正方 形 网 格 
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A 一 0.5 求 解 上 述 问题 . 


E ”用 差分 格式 (12. 1. 9) 来 求解 ,网 格 节点 见 图 12. 10, 对 于 
内 点 4,5,6 有 


图 12.10 


对 于 点 1,2,3 需要 将 相应 点 上 的 六 一 0 进行 离散 ,以 点 2 为 例 ， 


9u| _ us— up 
9y : 2h 
其 中 .为 虚构 网 格 点 ,并 有 up =u ,这 样 ,在 点 2 利用 式 (12. 1.9) 可 得 
2; 4u — 2us — u, —us = 0. 
同样 处 理 点 1,3, 有 


1: 4u, — 2, — ux = 0, 


3: 4u,—2u, —u = 1. 
6 个 差分 方程 写成 矩阵 形式 方程 为 
4 —1 0-2 0 0fu 0 
一 1 4 一 1 A0 2 O| |u 0 
0 一 1 4 0 O —2||a1l_ |1 
一 1 0 0 4 一 1 0llu| 16.5 
0 I 0 =1 4 —1lllus 1 


用 高 斯 - 赛 德尔 迭代 得 


u, = 0.401786, 


us = 0.750000, 
us = 0. 973214, 
u, = 0.428571, 
us = 0. 812500, 
us = 1.071429. 


“上述 例子 说 明 ， 利用 了 内 点 的 差分 方程 和 边界 条 件 的 离散 后 ， 
一 般 都 可 得 到 线性 代数 方程 组 . 对 此 可 用 雅 可 比 迭 代 法 、 高 斯 - 赛 
德尔 迭代 法 .逐次 超 松 弛 方法 等 进行 求解 ,并 且 还 可 以 利用 许多 加 
速 收敛 的 方法 . i 


12.2 双 曲 型 方程 的 差分 方法 


12.2.1 典型 问题 
最 简单 的 双 曲 型 方程 (hyperbolic equations) 是 对 流 方程 


(convection equations): 


i balto, —o<r<%, 1>0. (12.2.1) | 


设 给 定 初 始 条 件 I 
u(z,0) = p(z)， —co<z<co, (12.2.2) 
容易 验证 对 流 方程 (12. 2. 1) 的 解 为 
u(z,t) 一 VCZ 一 at)， —co° < <xr< co, t>0. 
`  G2.2.3) 
这 意味 着 在 Ort 平面 上 沿 每 条 直线 = 一 at 一 C(C 为 常数 ) ,zx 值 保 
持 不 变 , 这 种 直线 就 是 特征 线 (characteristic line)( 见 图 12.11). 
当 a>0 时 ,特征 线 向 左倾 斜 ; 当 a<0 时 ,特征 线 向 右倾 斜 . 在 
任 一 点 (z, 妇 上 的 &， 值 仅 依赖 于 初始 函数 o 在 $=zx 一 at 的 值 ,就 是 
通过 (x,t) 的 特征 线 与 zx 轴 交 点 的 横 坐 标 . 故 解 u 关于 初 值 的 依赖 
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t x—at=Ë t 


x—at=6 
a>0 a<0 
0 x O 
(a) (b) 
12.11 


区 域 (domain of dependence) HAA A & 来 表示 ,如 图 12.11 所 示 . 
如 果 定 解 区 域 0 二 {(z,t)10 达 zx 二 1,t 宇 0}, 则 要 给 出 适当 的 
边界 条 件 . 由 于 对 流 方程 的 解 在 其 特征 线 上 是 不 变 的 ,所 以 边界 条 
件 不 能 任意 给 定 , 如 果 a 二 0, 只 能 在 左边 界 给 条 件 ; 如 果 a 二 0, 只 
能 在 右边 界 给 条 件 . f 
双 曲 型 方程 的 另 一 个 典型 例子 是 波动 方程 (wave equation) : 


2 2 
Zt =a TE, —o<z<0, t>0, (12.2.4) 
其 中 a>0. 给 定 初 始 条 件 
u(z,0) = g(z), 一 coe —<—.r < oo, ` 
Puyapa orzio, (12.2.5) 


则 初 值 问题 (12. 2. 4),(12. 2. 5) 的 解 可 由 达 明 贝尔 (D'Alembert) 
公式 给 出 ; 
gata) Lo(z—a) ,1 [zt ' 
utze) = PEt) tola) +z Í poa. 


(12.2.6) 
由 达 朗 贝尔 公式 不 难看 出 , 初 值 问题 (12. 2. 4) ,(12..2. 5) 的 解 
u 在 点 (z*",t" ) 的 值 u(x" ,t" )， 只 依赖 于 工 轴 上 由 z" 一 at 到 
z’ tat’ ZEKE p 和 内 因此 区 间 [z* 一 at* ,zx* +at* ] 称 为 点 
(zx" ,t" ) 的 依赖 区 间 ( 或 称 依赖 区 域 ), 见 图 12. 12. 
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x*—at* x*+at* x 


图 12.12 


对 于 波动 方程 (12. 2. 4) ,还 可 以 有 初 边 值 混合 问题 , 设 混合 问 


题 的 求解 区 域 为 
Q= (z, |0<<z<1,0<0, 


由 此 波动 方程 及 其 初始 条 件 的 空间 变量 > #BEB T PX la) [o , 7]. 


(1) 对 第 一 类 边界 条 件 , 有 : 
u |. = GO su lami = (O), t20. .(12.2.7) 
(2) 对 第 三 类 边界 条 件 , 有 
` (+p Du)| = F(t), t>0, 
i ai (12. 2.8) 
(W +weud)| =FR, :>0. 


12.2.2 差分 格式 


求解 对 流 方程 和 波动 方程 的 初 值 问题 时 ,求解 区 域 为 
N = ((z=,t) |— so< z= < co,t > 0), " 
即 为 Ort 的 上 半 平 面 . 为 建立 差分 方程 ,首先 要 训 分 网 格 , 设 大 为 
= 轴 方 向 的 步 长 (空间 步 长 ),r 为 上 轴 方 向 的 步 长 (时 间 步 长 ). 令 
rz =jh G=0,+1,+2,-), # =m (n=0,1,2,), 
这 是 二 族 平 行 于 工 轴 和 + 轴 的 直线 ,它们 构成 了 Ort 上 半 平 面 的 
网 格 ,如 图 12.13. 
一 般 情况 下 ,h 可 预先 给 定 ,t 则 根据 不 同 的 差分 格式 而 定 . 
构造 差分 格式 最 简单 的 方法 ,是 用 差 商 代替 微 商 . 以 对 流 方程 
(12. 2. 1) 为 例 ,构造 两 个 常见 格式 . 假定 a 放 0, 注 意 到 
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9u(z;,t,) 一 UCE rta) — ult) LOG), 


3t 


Əu(z;,t,) _. tt) 一 as) L OQ), 


3x 


u(x sn) _ u(xj sit,) Zn sta) +O), 


立即 就 可 得 出 逼近 对 流 方程 (12. 2. 1) 的 两 个 差分 格式 : 


"tr y” nau" 
— path = 0, a2. 2.9) 


m+ op” s... g’ 
a =o, (12. 2. 10) 


其 中 w; 是 在 网 格 点 上 取 值 的 函数 . 

当 由 第 ”个 时 间 层 (在 tnr 的 一 排 节点 ) 推 进 到 n 十 1 层 时 ， 
公式 (12. 2.9) 和 公式 (12. 2. 10) 都 提供 了 逐 点 计算 atl 的 明显 表 
达 式 ,因此 称 它 们 为 显 式 格式 (explicit scheme). 在 公式 (12. 2. 9) 
中 ,在 推算 n 十 1 层 时 只 用 到 第 n 层 的 数据 ,前 后 联系 到 两 个 时 间 
层次 ,所 以 格式 (12. 2. 9) 称 为 两 层 差分 格式 (two-level difference 
scheme). 同样 ,差分 格式 (12, 2. 10) 也 是 两 层 差分 格式 . 

给 出 的 差分 格式 是 否 有 逼 近 到 微分 方程 ,以 及 逼近 微分 方程 的 
程度 如 何 都 可 以 用 截断 误差 来 描述 . 所 谓 截断 误差 就 是 把 微分 方 
程 的 光滑 解 代入 到 差分 方程 中 并 做 泰勒 级 数 展开 后 所 得 到 的 余 
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项 ,容易 验证 ,差分 方程 (12. 2.9) 和 (12. 2. 10) 的 截断 误差 是 O(r) 十 
O(h) ,一 般 简写 为 O(r 十 如. 如 果 步 长 h,r->0, 截 断 误差 也 趋 于 0, 那 
么 称 差分 方程 与 微分 方程 是 相 容 的 . 相 容 性 (consistency) 表 示 差 分 
方程 “收敛 ”于 微分 方程 ,这 是 用 差分 方程 求解 的 必 备 条 件 . 由 于 差 . 
分 格式 是 多 种 多 样 的 ,因此 截断 误差 也 将 不 同 . 如 果 截 断 误差 
E 二 OCr? 十 h"), 则 称 差分 格式 对 时 间 (t) 为 p 阶 精度 ,对 空间 (h) 
为 9 阶 精 度 . 如 果 p= 二 g, 则 称 差 分 格式 是 p 阶 精 度 的 . 显然 差分 格 
式 (12. 2.9)、(12. 2.10) 都 是 一 阶 精度 差分 格式 . 

对 于 一 个 差分 格式 ,要 弄 清 两 个 问题 : 

A) 当 步 长 h,r 一 0 时 ,差分 格式 的 解 是 否 收敛 到 微分 方程 的 
初 值 问题 的 解 ; 

(2) 计算 中 产生 的 误差 ,在 以 后 的 计算 中 是 无 限 增加 还 是 可 
以 控制 . 

第 一 个 问题 称 为 收 钱 性 (convergence) 问 题 ,第 二 个 问题 称 为 ~ 
稳定 性 (stability) 问 题 . f 

考虑 差分 格式 (12. 2.9) 的 收敛 性 问题 . 先 把 式 (12. 2. 10) 变 形 

u; = (1—aà))ur + aku 

HF A=<r/h, — MRH A R0 3⁄8 tr. 

可 以 看 出 ,w? 依赖 于 ”一 1 时 间 层 的 xz: ,zj 而 这 两 个 值 
又 依赖 于 "一 2 时 间 层 的 ww ,w=? ,wz ; 依 此 类 推 ,可 以 知道 ,ur 
最 终 依赖 于 初始 层 n= 二 0 上 的 下 列 值 ( 初 值 条 件 给 出 ) 

Pi-n Pin Pje 

Wik, i z $h E @& FEE Crn JE HR X 39 35 2y f. 好 
在 点 (zj,t,) 的 依赖 区 域 ,有 时 也 称 区 间 [x,_,, zj] 为 差分 解 u? 在 
点 (zj,t,) 的 依赖 区 域 . 这 依赖 区 域 即 是 过 点 (z; ,1,) 的 两 条 直线 


zz 一 Z 一 上 (1 一 4.) 和 zx 二 在 zx 轴 上 截 出 的 区 间 . 


如 果 a 于 >1, 即 了 > 二 ,那么 微分 方程 的 解 u 在 点 (zj ,1,) 的 依赖 
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区 域 [P ,Q] 大 于 差分 解 ww 在 点 (zi 心 ) 的 依赖 区 域 L[P,Q], 见 图 12. 14. 

让 网 格 步 长 变 小 ,但 网 格 比 
t/h 保 持 不 变 , 则 依赖 区 域 LP,Q] 
和 [P“,Q] 不 变 . 显然 ,车 改变 (P'， 
P) 内 的 初 值 ,但 [P,Q] 上 的 初 值 不 
变 , 则 微分 方程 的 初 值 问 题 的 解 
ul(Zxjst,) 可 取 不 同 的 值 ,而 当 h—0, 
r0 时 (rt/h 不 变 ) 差 分 格式 的 解 
u? 是 一 串 确定 的 数 , 它 不 可 能 收敛 
到 不 同 的 ulz, t,), BI H ar/h>1 
时 ,差分 格式 不 收敛 . 由 此 可 以 得 
出 差分 格式 (12. 2. RAR 
含 微 分 方程 初 值 问题 的 依赖 区 域 , 即 


a <l. (12.2.11) 


此 条 件 称 为 库 朗 - 弗 兰 特 里 希 斯 - 勒 维 (Conrant-Friedrichs-Lewy) 
条 件 , 也 称 库 朗 条 件 . 可 以 证 明 , 它 也 是 差分 格式 (12. 2. 10) 收 敛 的 
充分 条 件 . 类 似 的 推导 可 以 得 出 差分 格式 (12. 2.9) 是 不 收敛 的 . 

考虑 差分 格式 (12. 2. 10) 的 稳定 性 问题 . 设 初 值 ww 受 扰 , 即 
Cute) =u +e; 相应 地 好 ER, B Cute); =u; te, ADI 
出 e? 也 满足 差分 方程 


图 12.14 


mhl pn DEE" 
ta =. (12. 2.12) 
We: 


把 初始 误差 6? 表示 为 一 个 简 谐 波 的 形式 
g = (e)p = e, 
其 中 o 为 频率 参数 . 要 求 形 如 
e = [Glo] e (一 0, 士 1, 士 2,…) (12. 2. 13) 
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的 谐 波 解 ,其 中 G= G(o) HAF o 的 增长 因子 (amplification 


factor). H e 的 表达 式 (12. 2. 13) 代 入 式 (12. 2. 12) ,整理 得 
Gl 1 == = 0, I 


此 方程 称 为 差分 方程 (12. 2. 10) 的 特征 方程 , 它 的 根 即 增长 因子 
G = Glw) = 1— aa (1 — e™), (12. 2. 14) 
其 中 A 二 rt/h. 

对 于 式 (12. 2.13), 当 |G(w) | 二 1 时 ,误差 随 n 作 指 数 状 增长 ; 
1G(w) <1 时 ,误差 不 增长 ,由 于 初始 误差 可 以 表示 为 不 同 频率 w 
的 谐 波 的 释 加 ,在 计算 中 舍 人 误差 具有 随机 性 ,应 该 认为 所 有 的 w 
的 频率 组 分 都 是 可 能 出 现 的 ,因此 数值 稳定 的 条 件 对 所 有 的 实数 
w RA 

| Glow) |< 1. (12. 2.15) 

对 于 差分 格式 (12. 2. 10) ,其 增长 因子 为 

G = 1 — aà (1 — coswh ) — aAisinwh, 
| G |? = [1 —aà (1 — coswh ) ]° + a°}? sin? wh 


= 1— 4aà (ì — aà )sin? 2t, 


EU aA <1 A |G| <1,BJJ22 448 sü (12. 2. 10) 在 条 件 a <1 
之 下 是 稳定 的 ,否则 不 稳定 . 

差分 格式 的 稳定 性 判别 条 件 (12. 2. 15) 是 具有 一 般 性 的 . 为 了 
从 线性 常 系数 差分 方程 得 到 判别 稳定 性 用 的 特征 方程 ,只 要 将 u 
BA G" e 代入 相应 的 差分 方程 即 可 . 

对 于 差分 格式 (12. 2. 9) ,特征 方程 为 
= S =0 


T 


从 而 得 增长 因子 
G= 1+aÀ(1— e) = 1 +aà (l — cosoh) — aàÀisinoh , 
| G |: = [1 +aàÀ (1 — coswh)]J + a*22sinteh 
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= 1+ aà) (l + aX)sin’ e, 


Ae, S n] REHE RIA H A IE |G|<1,Br 126 ys L AF5 EN. 

差分 格式 (12. 2. 10) 在 条 件 aa <1 之 下 是 稳定 的 ,这 种 在 一 定 
条 件 下 稳定 的 差分 格式 称 为 条 件 稳定 的 差分 格式 ; 而 像 式 
(12. 2. 9) 那 样 的 差分 格式 则 称 为 绝对 不 稳定 的 差分 格式 . 差分 格 
式 (12. 2. 10) 在 条 件 ar <1 之 下 既 稳 定 也 收敛 ,而 差分 格式 
(12. 2. 9) 不 但 不 稳定 而 且 不 收敛. 稳定 性 和 收敛 性 的 关系 由 拉克 

斯 (Lax) 等 价 定理 给 出 . 

定理 12.2.1 给 定 一 个 适 定 的 线性 初 值 问题 及 其 相应 的 相 
容 的 差分 格式 , 则 差分 格式 的 收敛 性 等 价 于 差分 格式 的 稳定 性 . 

所 谓 适 定 的 初 值 问题 ,是 指 该 初 值 问题 的 解 存 在 ,惟一 并 连续 
依赖 于 初始 数据 . 


12.2.3 ”对 流 方程 的 差分 格式 


对 流 方程 是 最 简单 的 双 曲 型 方程 ,对 其 差分 格式 的 研究 将 有 
助 于 求解 复杂 的 双 曲 型 方程 和 双 曲 型 方程 组 . 
逼近 对 流 方程 (12. 2. 1) 的 中 心 差分 格式 


ati uta 一 u? 


g p EL = 0 (12.2.16) 


是 很 自然 的 一 个 差分 格式 ， i a OCr+ h°). 容易 求 出 其 
增长 因子 
G(w) = 1 — aàisinwh , 
| G |? = 1 +a’ sin wh, 
因此 这 是 一 个 绝对 不 稳定 的 格式 . 
` Ç 2.16) 8 


wt za s= usai) 


+a ul =o, — (12.2.17) 
T 2h 
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称 其 为 拉克 斯 - 弗 里 特 里 希 斯 (Lax-Friedrichs) 格 式 ,容易 求 出 其 
RRE E=o(Ë ] HOCH). 由 于 在 双 曲 型 方程 的 计算 中 ,一 


T 
般 采 用 r= 二 OC(h) ,因而 格式 (12. 2. 17) 的 截断 误差 化 为 E=Ocr+ 
h). 这 是 一 个 一 阶 精度 的 格式 ,其 增长 因子 为 
G(w) = coswh — iaàsinwh , 
| G |? = 1—(1—aA)sin'oh, 
故 格式 (12. 2. 1RR EERE |a |A<1. 
为 提高 差分 格式 的 精度 ,考虑 差分 格式 


iil Ea = +a 一 0， (12.2.18) 
一 般 称 为 蛙 跳 格式 (leapfrog scheme). 显然 ,这 是 一 个 二 阶 精度 格 
式 , 其 稳定 性 条 件 为 lal4 二 1. 要 计算 n 十 1 层 上 的 值 u;t' ,就 必须 
应 用 n—l,n 两 个 时 人 间 层 的 值 u 2 1 suj- ,前 后 联系 到 三 个 时 
间 层 次 ,因此 这 样 的 格式 称 为 三 层 格式 (three-level scheme). 这 种 
格式 在 实际 计算 时 ,必须 保留 两 个 时 间 层 的 数据 ,从 而 增加 计算 机 
的 存储 量 ; 此 外 ,从 第 0 层 推 进 到 第 1 层 还 必须 用 另外 格式 来 补 
充 ,所 以 使 用 中 有 一 定 的 不 便 . 
从 中 心 差分 格式 (12. 2. 16) 进 行 修正 ,还 可 以 得 到 另 一 个 很 有 
效 的 格式 . 设 u 二 u(z,t) 是 对 流 方程 (12. 2. 1) 的 光滑 解 ,把 它 代 人 
差分 格式 并 进行 泰勒 级 数 展开 . 


U(Xj stn) — u(z;,t,) pa u (mi rtn) — Ul Eji stn) 
$ 


2h 
- (EAEG) + e +o aa 
由 于 w=u(z, 直 是 对 流 方程 的 解 ,所 以 有 
— AA. 
at 3r’ 
人 
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Cuj — 2u; + uzi) + O(zh°), 


H k 49 3] 8 jr X13182 (12. 2. 1) 的 修正 中 心 差分 格式 


1 


2 
rO — t) + Pk Cuba un) — Be 


gpz Wh — 2u; + ujm) = 0. 
(12. 2.19) 
此 格式 的 截断 误差 已 =O(2 十 尼 ), 所 以 是 二 阶 精 诬 格 式 , 其 稳定 
性 条 件 是 |al) 和 1. 这 是 一 个 二 层 格式 ,使 用 方便 ,因而 受到 普遍 重 
W. 格式 (12. 2. 19) 也 称 为 拉克 斯 - 温 德 罗 夫 (Lax-Wendroff) 格 式 ， 


其 经 常 使 用 的 还 有 以 下 形式 : 


urt! =u; — Lai lun ass ?1) 十 


2 
Fata? Gua — 2u; + uj)» 
eri A= r/h. 

当 a>0 时 ,差分 格式 (12. 2. 9) 是 不 稳定 的 ,而 格式 (12. 2. 10) 
在 条 件 a4 壹 1 之 下 是 稳定 的 ; 如 果 设 a 二 0, 同 样 分 析 可 以 知道 , 差 
分 格式 (12. 2. 10) 是 绝对 不 稳定 的 ,而 格式 (12. 2.9) 在 条 件 |al) 和 1 
之 下 是 稳定 的 . 所 以 ,差分 格式 (12. 2.9) 和 (12. 2. 10) 稳 定 与 否 同 
对 流 方程 (12. 2. 1) 中 a 的 符号 有 关 . 由 于 对 流 方程 (12. 2. 1) 有 一 - 
族 特征 线 

I 一 at 二 C (C 为 常数 )， 
当 a2>0 时 ,特征 线 向 右倾 斜 ; 当 a 二 0 时 ,特征 线 向 左倾 斜 , 因 此 
所 构造 的 差分 格式 是 否 稳定 ,实质 上 与 特征 线 走向 有 关 . 如 果 差 分 
格式 与 微分 方程 特征 线 的 走向 一 致 , 则 在 |al4 三 1 条 件 下 是 稳定 
的 ; 反之 ,差分 格式 与 微分 方程 特征 线 走向 不 一 致 , 则 对 任意 的 网 
格 比 都 是 不 稳定 的 . 沿 特征 线 走向 建立 的 差分 格式 称 为 特征 型 差 
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及 初始 条 件 =o (j= 二 0,1,…,]), 可 以 显 式 (不 用 解 方程 组 ) 地 
求解 ,所 以 使 用 方便 . 

例 12.2.2 用 拉克 斯 - 弗 里 德里 希 斯 格式 、 迎 风 (upwind) 格 
式 、 拉 克 斯 - 温 德 洛 夫 格 式 和 上 比 姆 - 沃 明 格 式 计算 对 流 方程 初 什 
问题 


EE r A — co < x < co,t > 0 
(12. 2. 22) 
1, 0, 
u(z,0) = u (z) = S 
0, rr>>0， 


W 取 X=t/h==0.5, 计 算 到 :==0.5. 12.15 表示 h=0.01 
的 计算 结果 ,图 12.16 表示 h=0. 0025 的 计算 结果 ,( 实 线 示 为 解 
析 解 ,点 线 为 数值 解 ,为 比较 起 见 ,解析 解 中 增 画 了 一 条 连接 线 ). 


拉克 斯 - 弗 里 德里 希 斯 迎风 格式 
1.5 15 
1.0 1.0 
0.5 0.5 
0.0 0.0 
—0.5 -0.5 
02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10 
拉克 斯 - 温 德 洛 夫 格式 比 姆 - 沃 明 格式 
1.5 1.5 
1.0 1.0 
0.5 0.5 
0.0 0.0 
-0.5 -0.5 
02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10 
图 12.15 
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分 格式 ,通常 也 称 迎 风 差 分 格式 (upwind difference scheme). 
利用 微分 方程 的 特征 线 以 及 微分 方程 的 解 在 特征 线 上 为 常数 
这 一 事实 ,还 可 以 构造 出 二 阶 迎 风 差分 格式 . 设 a 二 0, 其 格式 可 以 
写 为 
ut =u} — ah (u; — uta) — 


Aqa — aà) lu} — 2u? + us), (12. 2. 20) 


这 个 格式 的 稳定 性 条 件 是 al <2. 

此 格式 由 R. M. Beam 和 R. F. Warming + 1976 年 提出 ,所 
以 一 般 也 称 其 为 比 姆 - 沃 明 (Beam-Warming) 格 式 . 

通 近 对 流 方程 (12. 2. 1) 的 差分 格式 还 可 以 是 


u"! — u" u"! — th 
— s 一 0 (a> 0), (12.2.21) 


这 个 格式 在 第 ntl 时 间 层 上 有 多 于 一 个 点 上 的 未 知 函 数值 出 现 ， 
故 称 其 为 隐 式 格式 (implicit diffence scheme). 隐 式 差分 格式 适用 
于 求解 初 边 值 混合 问题 或 具有 周期 条 件 的 初 值 问题 . 对 于 稳 式 格 
式 ,一 般 都 要 求解 代数 方程 组 (但 很 多 双 曲 型 方程 的 隐 式 格式 则 可 
直接 计算 ). 差分 格式 (12. 2. 21) 的 增长 因子 为 
1 
“= 证 ad=eey， 

所 以 对 任意 的 + 有 |G| 志 1, 这 样 的 格式 称 为 绝对 稳定 的 ，- 

用 隐 式 差分 格式 (12. 2. 21) 解 初 边 值 混合 问题 . 

设 求解 区 域 Q= ((z,i)10 过 z 委 lt 全 0} ,此 时 网 格 由 直线 族 


r= xz; = jh, k= + G= 0,1; J), 


t=t =m, rt>0 (n = 0,1,.…) 
HAR. 设 a>>0, 则 ut (n220) 8 E. 再 由 方程 (12. 2. 2) , 即 


"tl 一 2 z aÀ. ntl ; = ... 一 
uj Tt tipan (J = 1,2, „J 1) 
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拉克 斯 - 弗 里 德里 希 斯 格式 迎风 格式 


1.5 1.5 
1.0 1.0 
0.5 0.5 
0.0 0.0 
-0.5 -0.5 
00 02 04 06 08 1.0 00 02 04 06 08 1.0 
拉克 斯 - 温 德 洛 夫 格式 比 姆 - 沃 明 格式 
1.5 15 
1.0 1.0 
0.5 0.5 
00 0.0 
-0.5 -0.5 


00 02 04 06 08 1.0 00 02 04 06 O8 1.0 


图 12.16 


求解 对 流 方程 (12. 2. 1) 的 常见 差分 格式 如 表 12.1 所 示 . 


表 12.1 


格式 与 截断 误差 


1 


二 (0 — w) +G uj- 


E=O(r+h) 


迎风 格式 a) <1 


Lagt =u) +a —aD=0 


E=O(r+h) 


绝对 不 稳定 


右 偏 显 式 格 式 


Ë 
Tagtig ut 
E=O(r+h) 


迎风 隐 式 格式 


* 676 ° 


续 表 


格式 与 截断 误差 


ln + 5 
= Leuh uj) +g Oj u- )=0 


E=O(r+h°) 


中 心 显 式 格式 绝对 不 稳定 


Lagh —u)+s> ACR —w+})=0 
E=O(r+h) 


1 $ 1 " P 
Tagh -up tzl ag =u) + 


中 心 隐 式 格式 绝对 稳定 


平均 隐 式 格式 绝对 稳定 


拉克 斯 - 弗 里 a er 


德里 希 斯 格式 


w) =0 
E=O(h?/r)+O(rt+h’) 
ujt = uj — EESTE M — g) + Lary 

2 r a 2 
(uta ~ 2u; tuji) 
E=O(Z2 th’) 


拉克 斯 - 温 德 
洛 夫 格 式 


ut! =u agia) Qa) Cw 
— 2u- 十 好 -2) 
E=0O(r: +h’) 


asut ngt) 


E=0O(r +h’) 


温 德 洛 夫 绝对 稳定 


ut =u; + gi | — uj) 


E=O( +h) 


罗 伯 蒋 - 维 斯 
史 式 格式 


绝对 稳定 
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续 表 


格式 与 截断 误差 


1 1 
tT — G. tua) ss 
%1 r vY d atin uj- 


a 
2 


utt! —u" 一 "让 
步 又 2 L La jti k ia 
r 


Richtmyer 


多 步 格式 


E=0 +h) 


1 
BRIW =p at) Aaa) 


T E Co: E S | ws 


E=0O(r +h’) 


u; Su; — aà (uji ~u; ) 
MacCormack 
多 步 方法 


axl 


w+! =A +u? )—aà lu? —w-1)] 
E=0 +h) 


12.2.4 二 维 对 流 方程 的 差分 格式 


简单 的 二 维 对 流 扩散 方程 的 初 值 问 题 
Aaa C 0 < z,y < ot>0), 
u(r,y+0) = f(xz,y). 


(12. 2. 23) 
其 解 为 ulr, yt) =flr—at,y— bt). 
首先 对 区 域 进行 离散 ,t, = nrn >00, r 为 时 间 步 长 . z, = jh, 
G=0, £1, +2,); y=kh, (k=0, +1, +2,0) JEH h, Mh, 
分 别 为 z 方向 和 y 方向 的 空间 步 长 . 为 简单 起 见 , 令 h =h, =h, 
引信 记号 I 
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Qa Ui = Ujk T Uji’ 
Ôr Uj = Ujta — Ujo 
Ôr- Uje = Uj 一 Uj- k . 


OU = Ujeti T Uji s 


(12. 2. 24) 
Ou = Uje — Uj o 
Ò,- ua = Ujk — uj,=-1 ° 
Ozu a = Uj 一 2up + Uji” 
Qupa = Ujan — Zu F Uji» 
方程 (12. 2. 23) 的 中 心 格 式 为 
ut = us — ea — bra ouh, Q2. 2. 25) 


2h 
此 格式 的 截断 误差 为 O(r+ h° + ); 这 个 格式 是 绝对 不 稳定 的 ， 
相应 的 隐 式 格式 为 


ut 十 于 aoup +i apuy = uh, (12. 2.26) 
此 格式 是 无 条 件 稳定 的 . 二 维 的 拉克 斯 - 弗 里 德里 希 斯 格式 是 


umn! = uaa Huhia Huan Huja) 一 


— bi, h (12.2.22) 
稳定 性 条 件 为 


(12. 2. 28) 
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交替 方向 隐 式 格式 有 


人 (1 +a Es Jut = uh» 
1 (12.2. 29) 


z 
此 方法 也 称 局 部 一 维 方法 ,其 精度 为 OC(r 十 hi 十 如), 并 是 无 条 件 
稳定 性 ,常见 的 二 维 对 流 方程 格式 见 表 12. 2. 


格式 与 截断 误差 


b 
uyt =u} — > nu 一 地 
E=0lr+h +h) 


+ b Eò», ) = ut 
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中 心 格式 绝对 不 稳定 


ut =a, rtia Hiat Fua) 


拉克 斯 - 弗 里 德 


近似 分 裂 格 式 
(一 维 拉克 斯 - 
温 德 洛 夫 格式 ) 


max lal $, 


b$} <i 


无 条 件 稳定 


am Ju = aQ ujt 


E=O(2 +h’ +h) 
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续 表 


格式 与 截断 误差 
a r 
ug = (1-4 58. 
br à 
(1-9, a 
b + . 
(1+4 in us =u} 
E=O(# +k +h) 


(++, ag = (Fin 


b £ 
BL 
Delta 公式 
b . 
(1+ EE, ) Aua = Aud 
Aug = ug —uk 
E=O( +h +h) 


12.2.5 波动 方程 的 差分 格式 


波动 方程 (12. 2. 4) 的 差分 格式 可 以 直接 由 差 商 代替 微 商 而 
得 到 


nhl Dyn mI p 一 2u; ; 
a 2u T tu (12.2. 30) 
L h 


这 是 一 个 二 阶 精 度 的 显 式 格式 ,其 稳定 性 条 件 是 aa <1,J3trh A= 


r/h. 隐 式 格式 的 形式 很 多 ,差分 格式 
好 所 一 zuj +u 2 El =e +u (12. 2. 31) 


是 一 个 隐 式 格式 ,其 截断 误差 为 O(r 十 hr), 这 是 一 个 绝对 稳定 的 
差分 格式 . 更 一 般 的 差分 格式 是 冯 ，。 诺 伊 曼 (von Neumann) 格 式 


el -一 n n=l | 8 atl mhl 
u = g /gu z + uri Æ 
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(1 一 20) 和 


(12.2. 32) 
其 中 0<6<1. 利用 泰勒 级 数 展开 ,可 以 直接 验证 对 任意 的 9€ [0,1]， 


截断 误差 都 是 OC +M). 此 格式 的 稳定 性 条 件 是 , MRE, 
则 差分 格式 绝对 稳定 ; 如果 0<0<< 工 , 则 差分 格式 的 稳定 性 条 件 为 
0<a<< .特别 地 , 当 0 一 0 时 ,差分 格式 (12. 2. 32) 化 为 显 式 


格式 . 
格式 (12. 2. 32) 的 另外 两 个 重要 的 特殊 情形 是 9 二 去 和 o= 


+ 当 0 一 去 时 ,差分 格式 化 为 


urt — 2u +u 
r? 


=a 1 [88 — 287 +u + uni e | +u J, 


此 格式 称 为 平均 隐 式 格式 ,由 于 0 之 工 二 ,所 以 是 稳定 的 . oik 


winasqa ANSKE. 
关于 初始 条 件 的 差分 近似 ,对 于 第 一 个 初始 条 件 wx(z,0) = 
9(Z) (一 co<z<co), 可 以 用 直接 转移 的 方法 ,得 到 
uj = ph) = g, G =0, +1, +2,). — G(12.2.33) 


HFR -NAR EEO =r) (一 oo 二 + 二 oo) ,一 种 方法 是 


uj — u x ; Ë) 
HOU pih) = G= El, E2), 


(12. 2. 34) 
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容易 看 出 , 式 (12. 2. 34) 的 截断 误差 为 O(r) ,如 果 采 用 汉 。 诺 伊 曼 
差分 格式 (包括 9=0, 地 ,去 ) 进 行 计算 ,那么 初始 条 件 的 差分 近似 
与 方程 的 差分 近似 不 适应 . 为 提高 式 (12. 2. 34) 的 截断 误差 可 采用 


a a 
= (j= 二 0, 土 1, 圭 2,…). (12.2.35) 


这 种 方法 的 截断 误差 为 O(r*). 但 是 ,因为 它 又 引进 了 新 的 未 知 
数 局 !', 所 以 由 式 (12. 2. 35) 不 能 确定 uj. 为 确定 必 , 应 把 式 
(12.2. 35) 和 在 (zi,0) 上 的 差分 方程 联 立 求 出 u. 设 采用 显 式 格 
式 进行 计算 ,那么 在 (x; ,0) 上 有 


ul — 2u +u _ + uba 20 十 ui 
r? E JÜ 9 
此 式 与 式 (12. 2. 35) 联 立 , 可 以 消去 uj' 并 得 到 


a: 22 


d = TÀ Cpr tgm) + (1 — aap trp» 


(12. 2. 36) 
Jeri A= r/h. 
有 了 初始 条 件 的 离散 ,利用 式 (12. 2. 33) 、 式 (12. 2. 34) 或 
式 (12. 2.36) 可 以 算出 初始 层 (一 0) 及 第 一 层 (" 一 1) 各 网 格 点 上 
的 值 ,然后 再 利用 差分 格式 逐 层 算出 任意 网 格 点 上 的 值 . 
关于 波动 方程 的 初 边 值 混合 问题 . 由 求解 区 域 Q= {(z,7?) | 
0<=r=<1,1Z0) ,因此 网 格 由 直线 


> z) = jh h = + G = 0,1,2, J), 


t=t,=m (r> 0,n2> 0) 
所 构成 . 对 于 边界 条 件 的 离散 ,有 以 下 方法 : 
(1) 第 一 类 边界 条 件 采 用 直接 转移 ， . 
ui = j = (m), uj = @; = @, (m). (12. 2. 37) 
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(2) 第 三 类 边界 条 件 采 用 两 种 办 法 . 第 一 种 办 法 是 直接 用 差 
商 代 替 微 商 , 即 
2 +u = F3, 


SLOH + iuj = Ft. 


(12. 2. 38) 


其 中 
m = m (ne), = pm), Fi = Fa (m), F, = F, (m). 


其 截断 误差 为 O). 第 二 种 办 法 是 将 网 格 平移 半 个 步 长 , 即 在 
网 格 
= (+ +)h aa = + G = 1,0,1, J), 
t= nm (n> 0) 
上 讨论 差分 近似 . 此 情况 下 第 三 边界 条 件 的 差分 近似 是 
Ka u =F}, 


(12. 2. 39) 


(12. 2. 40) 


— uj + uja -a 


+i = F:, 


其 截断 误差 为 O(h?). Waaa. M EESE u; 在 
内 部 节点 上 的 值 以 后 ,应 再 用 插值 法 求 出 f==0 和 xz=/ 上 上 zx 的 值 . 


12.3 抛物 型 方程 的 差分 方法 


12.3.1 典型 问题 
抛物 型 方程 (parabolic equations) 的 最 简单 方程 是 扩散 方程 
(diffusion equation), 即 
u 2 (一 ce < z< co,t>0), (12.3.1) 
其 中 5 二 0. 此 方程 也 称 热 传导 方程 ,如 果 给 定 初始 条 件 


u(r,0) = glr) (— ° < z < co), (12. 3.25 
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就 构成 了 初 值 问题 . 这 个 初 值 问题 的 解 可 以 表示 为 


| Est Jode 
(一 ce < z < co ,t > 0). (12.3.3) 
对 于 扩散 方程 (12. 3. 1) 还 有 初 边 值 混合 问题 , 即 在 区 域 Q — 
{(z,t)10 志 zx 二 1,t 宇 0} 内 考虑 扩散 方程 的 求解 ,除了 给 出 在 Q 内 
的 方程 (12. 3. 1) 和 初始 条 件 (12. 3. 2) 之 外 ,还 要 给 出 边界 条 件 . 边 
界 条 件 提 法 如 下 : 
(1) 第 一 类 边界 条 件 


u(xz,t) = 


u(0,t) = m(t), t20, 
(12.3.4) 
ull,t) = plt), t20. 
(2) 第 三 类 边界 条 件 
9 ' 
(s: — A 0u) =uD, 20, 
(12.3.5) 


9 
(+a (u) | =G), 120, 


其 中 4(#) 宇 0(i 二 1,2). 如 果 在 式 (12. 3. 5) 中 ,ha 为 零 , 则 称 为 
第 二 类 边界 条 件 . 

抛物 型 方程 的 另 一 典型 例子 是 对 流 扩 散 方程 (convection 
diffusion equation) 

z +a s =b s 
其 中 5 二 0. IARRATA REX FE su Bk 23 PE 093846, b 
很 小 时 ,方程 反映 对 流 方程 的 特征 , 当 a 很 小 时 ,方程 反映 扩散 方 
程 的 特征 . 如 果 仍 取 式 (12. 3. 2) 作 为 初始 条 件 , 则 构成 对 流 扩散 方 
程 的 初 值 问题 ,这 个 初 值 问题 的 解 可 以 表示 为 


E (r— g-a) 

exp|[— ë code. 
(12.3.7) 
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(~œ < z< sot Z 0), (12.3.6) 


最 简单 的 二 维 扩散 方程 的 初 边 值 问题 为 


u (+ =). 0<z<l, 0<y<l, :2>0, b>0, 


ul(T,y,0) = @(z=,y), O< x, yl 
u(0,y,t) = pm OD ,ull yt) = m (yt), 
0<y<!, t>0, 
u(r,0,t) = u (z,t),u(r,l,t) = u, (x,t), 
0<zxz=<¿ t2>0. 
(12. 3. 8) 


12.3.2 扩散 方程 的 差分 格式 


初 值 问 题 的 网 客 剖 分 如 下 : G h Ar 分 别 是 z 轴 方 向 和 + 轴 
正方 向 的 步 长 ,x 二 jh(j 二 0, 十 1,…),t, 二 nr(n 二 0,1,…), 两 组 
平行 线 构成 了 Ort 上 半 平 面 的 网 格 . 利用 差 商 替代 微 商 的 办 法 可 
以 获得 一 系列 逼近 扩散 方程 (12. 3. 1) 的 差分 格式 . 


(1) 显 式 格式 
goo 二 peb ti i, (12.3.9) 
其 截断 误差 为 OCT ,增长 因子 为 


G = 1— 4bàsin? eh, 


Eh A= r/h° E À 为 网 格 比 .但 是 ,此 处 与 双 曲 型 方程 的 差分 格式 
中 的 网 格 比 含义 不 同 . 由 增长 因子 G, 可 以 得 格式 (12. 3. 9) 的 稳定 
性 条 件 为 


1 
O <° 
=. senl 
即 bi 
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(2) 隐 式 格式 


nhl oyn nl O, ml mH 
Soi = s 2 tu, (12. 3. 10) 


其 截断 误差 为 Or 十 尼 ) ,增长 因子 为 
G= 1 . 
1 + 464 sin? ka 
由 此 可 知 , 此 格式 对 任何 网 格 比 都 是 稳定 的 . 
(3) 克 兰 克 - 尼 科 尔 松 格式 
u — u _, llu — 2u; + u, 
D A A A 


F 


ntl pntl tl 
| (12.3.11) 


这 是 一 个 绝对 稳定 的 隐 式 格式 ,特别 是 它 的 截断 误差 为 Olè + 
及 ), 即 为 二 阶 精 度 格式 . 这 个 格式 称 为 克 兰 克 - 尼 科 尔 森 (Crank- 
Nicolson) 格 式 , 简 记 为 CN 格式 . 


(4) 里 查 森 格式 
s a =, uha, (12. 3.12) 
r 


这 是 一 个 二 阶 精 度 的 三 层 格式 ,其 增长 因子 为 


. š h 
Gi, 一 一 46Asin2 eh +,/1 + (sa sin S) P 


因此 里 查 森 (Richardson) 格 式 是 一 个 绝对 不 稳定 的 格式 . 
(5) 杜 福特 -弗兰克 尔格 式 


s =, GP Tr tu, (12.3, 13) 
T 


杜 福特 -弗兰克 尔 (Du Fort-Frankel) 格 式 是 里 查 森 格式 的 一 种 修 
正 , 是 绝对 稳定 的 差分 格式 . 其 截断 误差 


E= s(E) (EE) + oc +h?) +o(5). 
如 果 取 =O), WJ 34 +, A—0 BF E 并 不 趋 于 0, 所 以 差分 格式 
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(12. 3. 13) 与 微分 方程 (12. 3. 1) 是 不 相 容 的 . 只 有 当 r,h 85 T. 0 时 
天 也 趋 于 0, 差 分 格式 (12. 3. 13) 才 能 相 容 于 扩散 方程 (12. 3. 1). 


通 近 扩散 方程 (12.3. 1) 的 常见 差分 格式 见 表 12.3. 
表 12.3 


差分 格式 与 截断 误差 


Letum 


7 (WH ~ 2u} Huj- ) 
E=O(r+h) 


M n< 


| Lagt =y) =b ragt 24 +i 
E=O(r+h) 


BOI — u= rapa 2u Hujai) 
E=0 +h) 


1 1 
O —u)=b zlost — pytt -F 
绝对 稳定 


ugt} ) + (ua —2u +u, )] 
E=O( +h) 


1 
> <0<1, 
Legt u =b [60621 —2t + Ds 
] 绝对 稳定 
wti) HO) (u —2u Hus) 1 
<<, 


E=b(-}—0) < O) +O +h) 
: h<; 


加 权 隐 式 
格式 


0=0: 
a+ = Ya —_ = 
Tt r 


绝对 稳定 


=b ot 2u Hutt) 
E=0r +h) 
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续 表 


=+: 
3utl—u _ 1 u =u 


2 r 2 Ë 


绝对 稳定 


=b jot 2t Hih) 


pe zur tl)+ 绝对 稳定 


格式 
PRON — 2u; +H uj- >] 


E=O(# +h) 


i (Zuti — 2u + 六 )+ 


5 (3 ti 


niz” -2u tbu )+ 


3 
12: a 一 2 十 到 wj ) 绝对 稳定 


u+! +u) 


utt! — yt! Wn 一) 十 
aj —uj mp a A n 
杜 福特 - 弗 兰 Dr 


? 绝对 稳定 
E=0 +) +O(E) 
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续 表 
差分 格式 与 截断 误差 
Leth un 一 2 十 光一 0 

n 十 1 十 j= 二 偶数 
La =a) Š gt — 2g 二 wt!)=0 
7n 十 1 十 j= 二 奇数 

2 x, 
E=O( +h )+O(# ) 


跳 点 格式 绝对 稳定 


wt =u tb AGAS) —u—utl+utl) 


r 
rH 


Saul'ev 格式 | ut =t 十 b E agti t — utu) 绝对 稳定 


E=O(+M)+O(Z) 


对 于 扩散 方程 初 值 问题 (12. 3. 1) 和 (12. 3. 2) 的 求解 ,还 必须 
有 初始 条 件 (12. 3. 2) 的 离散 ,这 可 以 用 直接 转移 法 得 到 
u? = g(jh) = g; (12. 3. 14) 


再 由 式 (12. 3. 1) 的 差分 方程 及 式 (12. 3. 14) 进 行 逐 层 计算 . 
关于 初 边 值 混合 问题 的 求解 ,网 格 不 同 于 初 值 问题 . 此 时 设 


z = jh, h= F ET E S) 


t, = nc, (n= 0,1,2, rr 为 时 间 步 长 )， 

对 于 第 一 类 边界 条 件 , 可 以 用 直接 转移 法 ,条 件 (12. 3. 4) 的 离 
散 为 

ug = pm (nr) uj = (nr), n2> 0. (12. 3. 15) 

由 于 第 三 类 边界 条 件 中 含有 导数 ,所 以 不 能 用 直接 转移 的 

办 法 ,通常 采用 下 面 两 种 方法 (类 同 于 对 波动 方程 的 处 理 ) 来 
处 理 : 
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(1) 第 一 种 方法 


xi a us —A(nr)u = u (m), 
站 (12. 3. 16) 
+ Aa Cnr ) uy = u (mc). 
(2) 第 二 种 方法 
将 网 格 平移 半 个 步 长 , 即 在 网 格 


= (++). = TL G=-16,,-,D, 


t, = nz (n = 0,1,2,.) 
上 讨论 差分 近似 . 在 此 情况 下 ,第 三 类 边界 条 件 的 差分 近似 为 


各 二 和 一 (mr) BEN 


2 = u (rz), 
N Ma 2.3.17) 
SO + h (mr) r ss = v(m). 


在 计算 出 所 有 的 w 在 内 部 节点 上 的 值 之 后 ,再 用 插值 线 求 出 z= 
0 和 zz 一 上 的 值 . 


例 12.3.1 扩散 方程 的 初 边 值 混合 问题 的 求解 . 
a a Pu, 0>r>1,>0, 
at ax 


u(0,t) = u(1,t) = 0, 


u(r,0) = sin(xz), 


t> 0, 


0 < += 1, 
分 别 用 隐 式 格式 、 克 拉克 - 尼 科 尔 森 格式 和 显 式 格式 解 之 ,并 比较 
其 结果 . 


解 ” 取 空间 步 长 h=0.1, 时 间 步 长 r=0.01, 网 格 比 A= =1 
(1) 隐 式 格式 


ut — u _ uh — 2u1t! + ah 
wi z 


t 


n+l — a+ 
uo = ui 


(j = 1,2, ,9), 
=0, 
u? = sin(xz;) (j= 0,1,2,--,9,10). 
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#* 839) A=r/h'=1,n D B25 yk A 


— ut) + 3u — uti =u (j = 1,2,.,9), 


ug = un = 0, 
u = sin(xz;) (j = 0,1,.,9,10). 
写成 矩阵 形式 ,有 
3 —1 
ur ut 
—1 3 —1 
; u! u; 
e 282 sei] ° I 
i 3 us j us 


这 是 以 对 角 占 优 的 三 对 角 线 矩阵 为 系数 和 矩阵 的 线性 代数 方程 组 ， 
可 以 用 追赶 法 解 之 .重复 计算 ,可 以 得 到 := 一 0. 5 的 一 组 解 ,其 结果 
见 表 12. 4. 


# 12.4 


解析 解 
u(x;,0.5) 


0 0 0 

0.1 0. 00222241 0. 00289802 8. 19876X 10° | 0. 00230512 
0.2 0. 00422728 0. 00551236 |—1.55719X10° | 0.00438461 
0.3 0. 00581836 0. 00758711 2. 13833X 10° | 0. 00603489 
0.4 0. 00683989 0.00891518 I —2.50642X10' | 0.0070944 
0.5 0. 00719188 0. 00937818 2.62685X10° | 0.00745954 
0.6 0. 00683989 0. 00891918 |—2.49015X10° | 0. 0070944 
0.7 0. 00581836 0. 00758711 2. 11200X 10" | 0. 00603489 
0.8 0. 00422728 0. 00551236 |—1.53086X105 | 0. 00438461 
0.9 0. 00222241 0. 00289802 8. 03604X 10°" | 0. 00230512 
1.0 0 0 0 0 
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(2) 克拉 克 - 尼 科 尔 森 格式 
w —u 1 (a —2u" +u", 
h: 


全 2 


和 n+l m+1 
Sicz tui) G = 1,2,---,9). 


由 于 4==t/h*= 二 1, 所 以 上 述 方程 组 化 为 

— ut} + 4u — ut = uta +u, (= 1,2,.,9), 
此 仍 是 以 对 角 占 优 的 三 对 角 线 矩阵 为 系数 的 线性 代数 方程 组 ,可 
用 追赶 法 解 之 . 重复 计算 ,可 以 得 到 =0.5 的 一 组 解 ,其 结果 见 
表 12. 4. 

(3) 显 式 格式 

u = u, u +u (j = 1,2,.,n). 

由 初始 条 件 开 始 , 直 接 计算 可 得 到 :一 0. 5 的 一 组 解 ,其 结果 见 
表 12. 4. 

本 题 的 解析 解 为 

u(z,t) = er sin(rz)。 

为 比较 起 见 ,其 在 网 格 点 的 值 也 列 在 表 12. 4 rh. 

由 表 12. 4 可 以 看 出 ,克拉克 - 尼 科 尔 森 格式 的 结果 较为 精确 ， 
而 显 式 格式 的 结果 已 面貌 皆 非 了 . 这 是 因为 一 1, 格 式 已 不 稳定 ， 
所 以 计算 不 出 正确 的 数值 结果 . 如 果 对 于 显 式 格式 取 一 0. 05 B 
取 r=0. 0005 ,此 时 可 得 出 与 克拉 克 - 尼 科 尔 森 相近 的 结果 .所 以 ， 
在 扩散 方程 的 求解 中 ,克拉 克 - 尼 科 尔 森 格式 是 十 分 可 取 的 ,而 显 


， 式 格式 则 一 般 不 宜 采用 . 


12.3.3 对流 扩 散 方 程 的 差分 方法 


把 对 流 方程 的 差分 格式 和 扩散 方程 的 差分 格式 结合 起 来 , 容 
易 构造 出 对 流 扩散 方程 的 差分 格式 ， 
逼近 对 流 扩 散 方 程 (12. 3.6) 的 中 心 显 式 格式 为 
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u — uz Fa uty ge n bn — 2uj + uj- 
T 


(12. 3. 18) 
其 截断 误差 为 O(r 十 让), 容 易 求 出 它 的 增长 因子 
G = [1 — 280 — coswh)]— iasinwh , 
其 中 


由 此 容易 得 到 差分 格式 (12. 3. 18) 的 稳定 性 条 件 是 
<+ 和 a<? 
容易 推导 出 ,用 中 心 显 式 格式 求解 微分 方程 
W au = Qa 2 (12.3.19) 


Ix’ 
当 一 ~0 时 ,方程 (12. 3. 19) 与 对 流 扩散 方程 (12. 3. 65) 是 相同 
的 .但 是 ,在 计算 中 r 天 0, 因 此 用 差分 格式 (12. 3. 18) 来 计算 方程 


(12. 3. 6) 时 ,导致 扩散 效应 的 减少 . 特别 当 去 a 接近 于 几时 更 为 
显著 .为 使 扩散 效应 不 致 于 减少 ,由 此 导出 修正 显 式 中 心 格式 , 即 


nl n 
和 = (b+ Fa) ja — 2u + un), 


(12. 3. 20) 
此 格式 的 截断 误差 为 O(r + h°) ,稳定 性 条 件 为 
Sl, 

，” 在 实际 应 用 中 ,经 常 碰 到 |a| 污 5 的 情况 , 即 所 谓 对 流 占 优 的 
情况 ,这 种 情况 中 心 差分 格式 将 不 能 很 好 地 进行 计算 ,而 迎风 格式 
则 大 致 可 以 应 用 . 为 确定 起 见 , 令 ae>0, 则 逼近 对 流 方程 (12. 3. 6) 
的 迎风 显 式 格式 为 

a" u" 4d u" pa =i u"a 一 B + uia 
(12. 3. 21) 
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其 截断 误差 为 OC +h) ,增长 因子 
G=[1 一 (28 十 a)(] — coswh )] — aisinwh . 
由 此 可 以 推出 差分 格式 (12. 3. 21) 的 稳定 条 件 为 
a +28< 1. 

迎风 格式 的 截断 误差 均 为 一 阶 ,为 提高 其 精度 ,同样 可 以 计算 
对 流 占 优 的 扩散 问题 还 有 指数 格式 及 萨 马尔 斯 基 (Samarskii) 格 式 . 

显 式 差分 格式 稳定 性 是 有 条 件 的 ,因此 相应 的 隐 式 格式 很 受 
重视 ,特别 是 克拉 克 - 尼 科 尔 森 格式 ,相应 的 指数 格式 被 称 为 有 限 
解析 格式 ,也 很 受 重视 . 

常用 的 差分 格式 见 表 12. 5. 


# 12.5 


差分 格式 与 截断 误差 


1 
Gg =u) Hg Oia wj- ) 


中 心 显 式 格式 =b PON —2u +u) 


E=O(r+h°) 


Lagh 


— u) H a u- 1) 
= (ot Er) kain- 2u} +u3-1) 
E=0(r+h?) 


Eagt u DH a uj-1) 


杜 福特 - 弗 兰 
克 尔 显 式 格 式 =b [wa agt +u ea] 
I E=O(/ht)+OC +h) 
Legt- +3-Gg—a-4) 
=b FG —2u Huj- ) 
E=O(r+h) 


+ 695 + 


## 


二 Gao —u)+ Gl — ul) 


2h 


=o uti — 2u Haut 


E=O(r+h') 


loa u) + [Gg —utl) + 


(unsi —un- )] 


克拉 克 - 尼 科 b m 十 1 — 2, "+1 + 
尔 森 格式 [ee 20t" F at] 


= 绝对 稳定 


Gua —2ul Huji J 


E=O(r: +h’) 


a Cr) —itl 
迎 


格式 绝对 稳定 


=b Fah — 2u Hutt) 


E=0(r +h) 
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续 表 


A EaR 


u" wt 
r 2h 


po 20 tatt 绝对 稳定 
h. 
E=O(r+h:) 
隐 式 拍 数 i 


格式 


REL -~ ntl — ntl 
uj uj ai z 


Rut Hurt] 


绝对 稳定 


12.3.4 二 维 扩散 方程 的 差分 方法 


考虑 二 维 扩散 方程 的 初 边 值 混合 问题 (12. 3. 8) 的 差分 格式 . 
首先 对 区 域 
N= ((z=,y,) | 0< zy Slt >d} 
进行 网 格 训 分 . 为 简单 起 见 ,z 方 向 和 >y 方向 的 空间 步 长 皆 取 六 ， 
时 间 步 长 为 r, 这 样 网 格 节点 可 以 记 为 z, =jh,y, =kh,t,=nr, £ 
中 j,k 二 0,1,…,M,Mh==1,n 之 0. 引进 记号 
Fu = ujra — 2uy F wii, 
OU = uj, — uh + uja» 
其 中 wj 是 取 在 网 格 点 上 的 函数 . 
利用 差 商 替代 微 商 的 办 法 ,可 以 直接 写 出 问题 (12. 3. 8) 中 扩 
散 方程 的 一 些 差 分 格式 . 一 维 扩散 方程 显 式 格式 的 直接 推广 是 


m 一 y”, 


公公 = A un + euz), (12. 3. 22) 


容易 求 得 此 差分 格式 的 截断 误差 同一 维 情况 一 样 , 即 为 O(r + 
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h°). 仿 一 维 的 方法 ,可 以 算出 式 (12. 3.22) 的 增长 因子 


= 1 — 4b Č sin? th — 4b L sin? %2’ 
G=1 4b rsin 2 4b ssin 2 ， 


所 以 差分 格式 (12, 3. 22) 的 稳定 性 条 件 是 
1 


b z < +: 


在 一 维 情形 ,稳定 性 要 求 b < Bf 12.3. 1 可 以 看 出 , 显 


式 格式 的 时 间 步 长 > 是 克拉 克 - 尼 科 尔 森 格式 的 时 间 步 长 的 1/20 
时 才能 计算 出 相近 的 数值 结果 ,而 二 维 扩散 方程 的 显 式 格式 的 步 
长 要 求 更 严 , 所 以 在 实际 计算 中 采用 显 式 格式 是 不 可 取 的 . 

一 维 全 隐 格 式 和 克拉 克 - 尼 科 尔 森 格式 的 直接 推广 为 


nh 


uk =4 = f ui + Bu, (12. 3. 23) 
和 
u. — un nH 
+ 


T J ; 

(12. 3. 24) 

这 两 个 格式 的 截断 误差 分 别 为 Orth A OCr 十 有), 并 都 是 绝 

对 稳定 的 .但 是 ,用 差分 格式 (12. 3. 23) 和 (12. 3. 24) 来 求解 问题 

(12. 3.8), 其 形成 的 线性 代数 方程 组 的 系数 矩阵 已 不 是 三 对 角 

线 矩 阵 ,所 以 不 能 用 追赶 法 求解 . 由 于 在 每 一 时 间 层 上 ,求解 线 

性 代数 方程 组 是 费事 的 ,所 以 瞻 式 格式 在 实际 计算 中 也 是 不 方 

便 的 . 

经 常 使 用 的 格式 ,一 般 都 具有 绝对 稳定 、 有 合理 的 精度 、 得 到 

的 代数 方程 组 容易 求解 等 优点 ,交替 方向 隐 式 格式 就 是 其 中 之 一 . 

如 ,逼近 问题 (12. 3. 8) 中 扩散 方程 的 皮 斯 曼 - 瑞 奇 福 尔 德 
(Peaceman-Rachford) 格 式 
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T — un b b ë 
a = Bul + rd 
1 (12. 3. 25) 
2 — ug? _ b b 
“A “upi + rap, 


它 的 截断 误差 为 0(z +k +h), B zÇ (12. 3. 25) 可 知 , 在 一 个 时 
: 间 步 长 上 ,只 要 在 方向 和 y 方向 用 一 系列 追赶 法 就 可 以 解 出 方 
程 组 ,因而 计算 容易 . 类 似 地 ,有 近似 分 裂 方法 、 局 部 一 维 方法 都 有 
同样 解法 ,具体 格式 见 表 12. 6. 


ntd $ 
= [guy au] 
E=O(r+h' +h) 


D'yakonov 
格式 


E=O( +h +h) 
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iki — uh =b £ wt Huk ) 
r h: :( 2 


ati — ntt atl "++ 
和 


E=O( +h +h) 


12.4 有 限 元 方法 


解 椭 贺 型 达 值 问题 的 有 限 元 方法 ,可 以 看 成 是 变 分 原理 与 函 
数 分 片 多 项 式 插 值 逼 近 方 法 的 结合 . 在 几何 条 件 和 物理 条 件 比较 
复杂 的 问题 中 ,有 限 元 方法 比 有 限 差 分 方法 有 更 广泛 的 适应 性 . 


12.4.1 椭圆 型 边 值 问题 的 变 分 原理 
考虑 Ory 平面 的 区 域 2 上 如 下 的 边 值 问题 ， 
9 /, 2u Ə / au y sa 
u EaG EAG 3)]= f, Gy) EN, (12.4.1) 
u=0, (m,y) E ən, (12.4.2) 
k +ou =g, (zx,y) € Il, (12. 4. 3) 


其 中 0 的 边界 30 分 为 互 不 重奏 的 两 部 分 30， 和 30: n EIN 上 的 
外 法 线 方向 ,f,g Akro 都 是 给 定 的 函数 ,k 是 一 阶 偏 导数 连续 的 
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函数 , 且 &Cz,y) 三 如 >0,o 是 连续 函数 , 且 cCzyy) 之 0. 
对 应 于 边 值 问题 (12. 4. 1) 一 (12.4.3), 有 下 面 的 变 分 问题 ,其 
中 的 函数 集合 
V= (o|u€C!'(0),o|a =0}. - (12.4.4) 
泛 函 下 和 双 线 性 泛 函 D 满足 


Fw) = [saras + Í, gods, (12.4.5) 
n h K 
ðu Iv , Ju Iv 
Dd) = p (Wan 3 3e )dzdy + | uvas. (2.4.6) 
个 辽 金 变 分 问题 : 
R vxEV, 使 得 
Dlu,v) — Fœ) = 0 (12. 4.7) 
对 一 切 vEY 成 立 . 
里 茨 变 分 问题 : 
求 xEV, 使 得 
JO) < JC) (12.4.8) 
对 一 切 vEY 成 立 . 其 中 


Jo) = Dw) — F(2). (12.4.9) 


如 果 把 边 值 问题 (12. 4. 1) 一 (12. 4. 3) 的 物理 意义 理解 为 弹性 
薄膜 的 平衡 问题 ,那么 伽 辽 金 变 分 问题 (12. 4. 7) 和 里 蒋 变 分 问题 
(12.4. 8) 可 以 分 别 理解 为 对 应 平衡 问题 的 虚 功 原理 和 最 小 势能 原 
理 . 它们 以 不 同 的 形式 反映 同一 物理 现象 . 

定理 12. 4.1 如 果 xE C (0) 是 边 值 问题 (12. 4. 1) 一 (12. 4. 3) 
的 解 , 则 u 是 伽 辽 金 变 分 问题 (12. 4. 7) 的 解 . 反之 ,如 果 u R MT 
金 变 分 问题 (12. 4. 7) 的 解 ,上 且 u € C' (OQ), M| u 是 边 值 问题 
(12.4.1) 一 (12.4.3) 的 解 . 如 果 u 是 伽 辽 金 变 分 问题 (12. 4. 7) 的 
解 , 则 是 里 蒋 变 分 问题 (12. 4. 8) 的 解 ,反之 亦 然 . 
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事实 上 ,在 变 分 问题 中 , 式 (12. 4.4) 所 表示 的 函数 空间 V 中 ， 
vE€EC'(0) 的 条 件 可 以 改 为 v 及 wv 的 一 阶 偏 导数 都 是 平方 可 积 的 ， 
这 样 , 变 分 问题 就 存在 惟一 的 解 , 而 且 定 理 12. 4. 1 成 立 . 这 涉及 用 
索 伯 列 夫 空间 (Sobolev space) 理 论 讨 论 微 分 方程 及 有 限 元 方法 的 
理论 问题 . I 
如 果 在 方程 (12. 4. 1) 中 的 系 
数 上 (z,y) 有 间断 , 它 的 间断 线 将 Q 
分 为 若干 个 子 域 ,为 了 简化 讨论 ， aa 
设 间断 线 厂 将 区 域 0 分 为 子 域 0， 
和 0; ,并 规定 了 本 的 法 线 方 向 nn， 图 12.17 
如 图 12.17 所 示 . 记 上 的 函数 值 
CY 为 该 函数 当 自 变 量 从 OQ, 趋 于 丁 时 的 极限 值 (i 二 1,2). 
间断 系数 边 值 问题 的 一 个 例子 是 : 
- [0 He] eea, 
u=0, (Tr,y) € ap， 


Ih 


kI +ou =g, (z,y) € ap:， 
u =u, (ry)ET, - (12.4.10) 
1 党 
人 2) = (k 2) , A (12.4.11) 
其 中 式 (12. 4. 10) 和 式 (12.4. 11) 保 证 ç Mk 有 在 上 的 连续 性 . 


定理 12. 4.2 在 系数 上 间断 的 情况 下 , 边 值 问题 对 应 的 变 分 
问题 仍 是 式 (12. 4. 7) 和 式 (12. 4. 8). 

根据 变 分 原理 用 有 限 元 方法 处 理 人 间断 系数 的 边 值 问题 ,与 非 
间断 系数 的 边 值 问题 的 处 理 方法 是 相同 的 . 
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12.4.2 三 角形 线性 元 


用 有 限 元 方法 解 二 维 椭圆 型 边 值 问题 ,最 常用 和 最 简单 的 方 
法 是 对 区 域 Q 做 三 角形 前 分 ,在 每 个 三 角形 单元 上 做 线性 插值 . 

将 2 剖 分 为 一 组 三 角形 的 组 合 ,Q 的 边界 就 以 折线 替代 , 如 
12. 18 所 示 , 设 这 组 三 角形 最 大 边 长 为 h. 


12.18 


每 个 剖 分 后 的 三 角形 称 为 一 个 单元 , 它 的 顶点 称 为 节点 . 对 单 
元 和 节点 进行 编号 . 设 有 NE 个 单元 ei(& 二 1,2,…,NE); 有 NP 
个 节点 P;, 其 坐标 为 (zi;,y;) (i==1,2,… NP). 剖 分 时 注意 不 要 出 
现 大 钝 角 的 三 角形 ,同时 可 以 根据 物理 量 的 变化 布置 节点 的 朴 密 ， 
在 关键 部 位 可 加 密 , 其 他 部 位 可 放 朴 ,但 朴 密 的 过 渡 要 避免 变化 
太 快 . 

用 区 域 0 上 的 分 片 线性 插值 函数 近似 ,这 样 的 函数 在 0 上 
是 连续 的 ,而 且 在 每 个 单元 ee 上 都 是 z,y 的 一 次 多 项 式 ,把 这 样 
的 分 片 线性 多 项 式 记 为 u, (z, y). 为 了 在 每 个 单元 e, 上 列 出 
ui (zyy) 的 表达 式 , 设 e 是 任意 一 个 单元 ,其 顶点 为 已 ,Pi，,P。， 并 
规定 i,j,m 按 逆 时 针 顺 序 排列 ,如 图 12. 19. 

设 u, (z, y) fE = fB JÉ t 3ú e 的 三 个 顶点 上 的 值 为 

Ui = Uhl Lis Yi)o Uj = u(z;,y;), Um = UTns Ym). 
三 角形 单元 e 的 面积 为 
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P, P; 
图 12.19 
zi yi 1 
A, =+ Ti y; 1 
Z Ym 1 
这 样 在 单元 e 上 ,有 
u,(z,y) = Ni.(z=,y)u + N;(z,y)u; + N,(z,y)u,. 


(12. 4: 12) 


其 中 Ni(z,y),NiCz,y) 和 No(Cz,y) 称 为 线性 插值 基 函 数 (basis 
function of linear interpolation) , RKA X 


二 Le 
Ni(z,y) = za, (oT 二 biy 十 ci)， 


N,(z,y) = (artbyte), (12.4.13) 


24. 
Sel: 
N, (x,y) = 7A, Can + b,y + c.) 
其 中 
ai = y; — Ym? aj = y, — Yis a, = yi — y; 
b, = r, — Tj» bj = Z=, — Zm» bm = z; — Tis 
Z; y; £, Ym Ti | 
ci 一 ， c = yu E 
Ža Yu i Yi x; Yj 
ER PE HE (ELE PA BOH tl F 09 E pR : 
Qk se . 
N, (xz, yi) = ° fera (k,l = i,j,m), 


(12.4.14) 
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N, + N; + N, = 1, 
LGN; + GN; + :=,,N,, = xz, (12.4.15) 
y N, + y;N, + YaNa = y. 
作为 例子 ,考虑 边 值 问 题 (12. 4. 1) — (12, 4. 3) 中 系数 k(z,y)=:1 
的 情形 . 从 变 分 问题 (12. 4.7) 出 发 ,以 分 片 线性 插值 函数 近似 u, 
可 得 到 近似 变 分 问题 (approximate variational problem): 
求 u, € V, ,使 得 
D(u, sv) — Fln) = 0, (12.4.16) 
对 一 切 u € V, 成 立 , 其 中 D(。,。，) 与 F(，。) 仍 如 式 (12. 4. 6) 和 
式 (12. 4. DER V, 则 是 所 有 在 30, 上 为 零 的 分 片 线性 函数 的 集合 . 
为 了 将 近似 变 分 问题 (12. 4. 16) 逐 个 单元 计算 , 记 第 = 个 单元 
为 e, ,其 边界 为 9e,. 若 3e, 中 至 少 有 一 条 边 在 2 的 边界 30: EW 
把 这 有 段 边界 记 为 7,. 若 ae, 的 三 条 边 都 不 在 30: 上 ,规定 y, 为 空 
集 ,在 其 上 积分 值 为 零 . 这 样 ,近似 变 分 问题 (12. 4. 16) 可 写成 : 
求 HER 使 得 


Iur IVa Qu CAIN | 
> g (s Jx 十 5y 3y )dzdy + ouds] 


= > [fraas] sva] (12. 4,17) 


对 一 切 u, € V, 成 立 . 
里 茨 变 分 问题 (12. 4. 8) 的 近似 变 分 问题 可 以 类 似 地 写 出 . 在 
边 值 问题 中 车 k(x,y) 不 是 常数 ,以 上 问题 的 提 法 只 需 稍 作 修改 . 
为 了 逐 元 计算 (12.4.17) 中 的 积分 , 设 e H APP; Pn HAA 
上 us,vs 之 值 分 别 为 wiya yun Hl V; Vj s Um o FFE E 
u, = (uis üj» 8.09; 
U, = (Vis Us Un)”, 
= (N， Np Na). 
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ME e, 上 有 


Gun Ov 
3x 9 工 
= Bu, , = Bo, , 
9u, Ius 
3y dy 
1 [a a; am 
B = >— ; 
24. b; A 


为 了 方便 起 见 , 如 果 y. 不 是 空 集 , 设 y, 是 PiP; 边 (其 他 情形 
以 下 计算 类 似 ), 引 入 参数 : 为 P,P; 上 的 弧 长 ,对 应 点 P, 有 :=0， 
对 应 点 P; 有 t==1, 这 样 可 得 
ed z 3 _ 
N| =1- +£, N, |y =+ Na | zz =°. 
将 这 些 式 子 代 人 等 式 (12. 4. 17) 左 端的 积分 ,可 得 


Bus 9 |, un am Í, 
I FP" 十 一 一 Jy Əy S* )dzdy + suyu, dz = LK, Me 


其 中 K, 为 单元 刚度 矩阵 (element stiffness matzix) : 


K, = K, +K. ， 
Ë Ky L 
K. = |E Ej | 
k. Ek. 


z 1 ON 
k, = Ta, a: +b) (st = i,j m). 


当 y, 为 空 集 时 ,KK, =0. 否则 


ko Ske Ra 
K., = A Ë; Rim 9 
K. o GN 
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mi = mm 一 = Ryn = k... = 0. 


等 式 (12. 4. 17) 右 端的 积分 可 得 
[rwaray+[| guhids 一 v; F, , 


其 中 F. 为 单元 荷载 向 量 (element load vector) : 


j 
lI 
e 
CE 
my 
a 


F, = [|[N.fdzdy Gm 


当 y, HZR, 一 0, 否 则 


F, = [| (1—F)eae, fi fad; o]. 
为 了 把 式 (12.4.17) 中 各 单元 的 积分 琶 加 起 来 . 令 向 量 
u = (uysuz UNp)T, 
也 一 (ua ，… Vyp)". 
设 单元 e= 王 AP,PiP。, 则 
V = (usus vn) = C, 0, 
Bth c, 是 一 个 3XNP 的 和 矩阵. 设 P, 点 在 节点 总 编号 中 序号 为 
ki W C, 的 第 1 行 第 &; 个 元 素 为 1, 其余 元 素 为 0. 同 理 C, 的 第 2， 
3 行 只 有 一 个 非 零 元 素 , 其 值 为 1, 它 的 位 置 由 已 ,P, 在 节点 总 编 
号 中 的 序号 决定 . 同 理 . 
u, = (uisu; (aa C, u. 
式 (12.4.17) 左 端 积分 的 用 加 得 到 
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NE 

X) vK, u, = v Ku, 
其 中 下 称 为 刚度 矩阵 (stiffness matrix) ,也 称 为 总 刚度 矩阵 . 它 是 
NPX NP 的 矩阵 ,表达 式 为 


K = D CK, C.. 
式 (12.4.17) 右 端 积分 的 个 加 得 到 
Dy viIF. = oF, 


其 中 正 称 为 荷载 向 量 (load vector) ,也 称 总 荷载 向 量 . CE NP 维 
的 向 量 , 表 达 式 为 
NE 
F= J CF.. 
式 (12. 4. 17) 最 后 成 为 等 式 
vi(Ku— F) = 0. (12.4. 18) 

在 实际 计算 总 刚度 矩阵 天 时 ,应 注意 它 由 CE K, C. (n=1， 
2,…，,NE) 酸 加 而 得 . C: K, C. 是 NPXNP 的 矩阵 ,但 它 只 有 9 个 
非 零 元 素 , 这 9 个 元 素 就 是 K. 的 9 个 元 素 , 它 们 在 NP X NP #: 
中 的 位 置 由 P, ,Pi Pn 在 节点 总 编号 中 的 序号 所 确定 ,所 以 Cr K, 
C. 只 是 由 3X3 矩阵 K,.“ 扩 大 ”为 NPX NP 的 矩阵 . 例如 , 若 计算 e, 
时 ,P;,P, 和 P。 在 节点 总 编号 的 序号 分 别 是 101,102,95, 则 有 

í : : : 
khmm 9 kmi kmj e 第 95 行 


Rim `... kii kij ... | 第 101 行 
Rm “Ri Rj 第 102 行 


第 95 列 第 101 列 第 102 列 
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同 理 ,C7 F, 是 NP 维 向 量 , 它 只 有 三 个 非 零 元 素 ,所 以 它 是 三 维 
Él F. 的 “扩大 ”. 在 上 面 的 例子 中 


F, | 95 
CCF. w : , 

F; [i01 

F; |102 


为 了 叙述 方便 ,假设 节点 编号 时 ,把 边界 30: (给 出 本 质 边 界 
条 件 的 部 分 ) 的 节点 排 在 最 前 面 , 即 Pa, P:,…,P,, 其 他 节点 为 
P. Pr，…Pvp. 在 近似 变 分 问题 (12. 4. 16) 中 ,mm 都 属于 
V,, Bl u, Ku, 在 节点 P i P... P, 上 的 值 都 为 0. 这 样 NP 维 向 
量 w 和 wv 的 前 /个 分 量 都 为 0, 即 
v= (0,0,% ,0 Umi UH UNP ) To 
u = (0,0, Orti runes" snp ). 
这 样 M LF y [B] 88 (12.4. 16) (12. 4. 17) 化 为 如 下 的 离散 问题 
(discrete problem): 
R u=(0,0,*, 0, uiti Uitz UNP)!, 
使 得 s T(Ku — F) = 0 (12. 4. 19) 
对 任意 的 v = (0,0,0, Vti sU 2 s**t s UNP )7 成 立 . 
以 上 离散 问题 可 以 化 为 求解 线性 代数 方程 组 的 问题 . 用 分 块 
矩阵 记号 记 


E vi e uú = F, 

”3 (i; E Pig d a) 

其 中 Ku 是 LXI 的 方 阵 ,Kss 是 (NP 一 1) X (NP 一) 的 方 阵 ,v1 和 
ul ,F 都 是 1X1 的 和 矩阵 ,上 且 wr 和 wi 的 元 素 均 为 0; vy 和 wn，,Fy 
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都 是 (NP 一 2) X1 的 矩阵 . 因此 ,离散 问题 (12. 4. 19) 又 可 写成 : 

R Ug S (trpi rtrt ss Unp)T, 

使 得 vi [Kzu — (Fi — Kau, )] = 0 (12. 4.20) 
对 任意 的 ma = (Viti rViz s**t 1vnP ) "成立. 

由 于 vg 的 任意 性 ,离散 问题 (12. 4. 20) 化 为 求解 方程 组 

Kzu = Fu — Kau; , (12. 4. 21) 

其 中 系数 矩阵 Ko 是 从 总 刚度 矩阵 K 中 划 去 前 ! £T 1 列 而 得 . 若 
901 上 的 节点 不 是 排 在 前 /个 , 则 在 KK 中 划 去 相应 的 /1 行 ! 列 . Fa 
也 类 似 地 从 下 得 到 . 在 齐 次 边界 条 件 (12. 4. 2) 下 ,ui 应 为 零 向 量 . 
车 边 值 问题 在 30, 是 非 齐 次 的 约束 边界 条 件 , 则 ui 是 已 知 的 非 零 
向 量 . 

解 离散 问题 (12. 4. 19) 的 另 一 种 方法 是 保持 刚度 和 矩阵 K 的 阶 
数 ,将 问题 化 为 解 方 程 组 f 


IL 01fu w uY 
P | m |- l, —Ka wi 
其 中 五 是 : 阶 单位 阵 ,wi 是 由 30; 上 节点 的 值 组 成 的 向 量 . 它 和 
方程 组 (12. 4. 21) 是 等 价 的 . 
也 可 以 选择 一 个 大 数 N, 例 如 N 王 10"" ,求解 方程 组 
K. Ks) fu F, 
网 O. | = 向 | , (12. 4. 23) 
er rE B) rik dp E] E Ku EEK B) XF fa St pu 8 3 N HETE 
不 变 所 得 的 矩阵 , 即 


, (12. 4. 22) 


ku N kiz x ku 
K. = < a vu F . 
kn ke piat kuN 


Ky Kz Ka sU Un „Fi 仍 同 上 ,而 
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ulku N 
Z u? kas N 


=) 


ufku N 
其 中 uisus esu, H u 在 93Q 上 节点 的 已 知 值 . 解 方程 组 
(12. 4. 23) 的 实际 效果 和 人 解 方程 组 (12. 4. 21) 的 效果 相同 , 且 系 数 
和 矩阵 仍 保持 对 称 性 . 
例 12. 4.3 考虑 矩形 域 上 无 热源 的 定常 温度 场 , 边 界 上 给 出 
绝热 条 件 或 给 定 温度 值 ,其 边 值 问题 为 


3u Fu 

St 0<r<20<y<2, 
u=50 (y=0), u=10 (y=2), 
uo (r=0), =o (z = 2). 
9r 


用 线性 元 方法 求 其 温度 分 布 . 
解 ” 对 区 域 {(z,y)10 志 x 三 2,0 达 y 夺 2} 做 三 角形 剖 分 , 共 16 
个 三 角形 单元 ,15 个 节点 . 单元 编号 和 节点 编号 如 图 12. 20 所 示 . 


图 12.20 


*。 711 ° 


节点 的 坐标 如 表 12. 7 所 示 . 


每 个 单元 的 参数 QiyQjiyQnm 及 bi» j Öm 如 表 12.8 所 示 . 
38 12.8 


0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 


S—1 04 
—1 10-1 0=8 
0—1 5 0 有 0 一 4 
=4 0"0 10-2 0 一 4 
-8 办 一 2 202 0—8 
一 和 -0—2 10 0 0 一 
一 4 0 0 10 一 2 0 一 4 
一 一 一 2 一 和 0 一 8 
一 4 0—2 10 0 0 一 4 
一 上 0-0 10—2 0—4 
一 8 0 一 2 20 一 2 0 一 8 
一 000 一 《4 
=4 O "0 S 1. 0 
一 8 (04 1l0—1 
= 0-1 $ 


进行 边界 约束 条 件 处 理 时 ,注意 这 类 边界 上 节点 编号 是 1,2， 
3 和 13,14,15 共 6 个 点 .用 方程 (12. 4. 22) 的 方法 ,有 
u = u = u = 50, j; = uv = us = 100. 
把 总 刚度 矩阵 中 第 1,2,3,13,14,15 行 和 列 的 对 角 线 元 素 改 为 1, 其 他 
元 素 改 为 0, 方 程 组 的 右 端 也 按 式 (12. 4. 22) 计 算 , 最 后 得 到 方程 组 


4 u 50 
4 uz 50 
4 u3 50 
10—2 0—4 u4 50 
—2 2 U Y: us 100 
0—2 10 0 0—4 us 50 
— OU 24 u7 0 

了 -8 0—2 20-2 0-8 w|= | ol. 
—4 0-2 10 0 0 一 4 ug 0 
—4 0 0 10=~2 0 ujo 100 
—8 052 2 一 2 ull 200 
—4 70 一 2 10 uiz 100 
4 U13 100 
4 ul4 100 
4) (us 100 
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按照 单元 刚度 矩阵 公式 计算 时 ,由 于 本 例 边界 条 件 中 o= g = 
0, 所 以 变 分 问题 中 不 出 现 y, 上 的 线 积分 项 , 即 K, 为 零 矩 阵 . 由 单 
元 参数 表 可 看 到 ,所 有 编号 为 奇数 的 单元 和 编号 为 偶数 的 单元 的 
参数 分 别 都 相同 ,三 角形 元 的 面积 亦 相同 . 所 以 编号 为 奇数 的 单元 
的 单元 刚度 矩阵 都 是 一 样 的 ,编号 为 偶数 的 单元 也 同样 . 可 计算 得 
5 —4 一 1 
—4 4 ol 
—1 0 1 
第 1 号 单元 的 节点 PPj P. 编号 为 第 4, 第 1, 第 5 号 节点 ， 
单元 刚度 矩阵 “扩大 ”后 得 
4 = —4 0 


Sly <s 5 —1 
0 = —1 1 


同 理 , 第 2, 第 3 号 单元 的 刚度 矩阵 “扩大 ”后 得 
1 

| 5 ss —4 

îl; ; 
4 


1y : : : 
ren E e AAA 5 —1 
O Z 1 1 


JE fb 8 JG BJ Er 6 BE 28 LUE I AK” , BERK G RI BEE RE 
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该 方程 组 的 解 是 
Ui = u: = us = 50, U, = us = us = 62. 5 
u, = us = us = 75, uo = un = u, = 87.5, 
us = uw = us = 100. 


这 就 是 线性 元 方法 求 出 的 边 值 问 题 的 解 在 节点 上 的 值 . 
12.4.3 ”三 角形 单元 上 的 高 次 插值 

三 角形 单元 除了 用 上 述 线性 多 项 式 插值 外 ,还 可 以 用 变量 x， 
y ËJ k 次 多 项 式 插值 . k 次 完全 多 项 式 有 去 (十 1 AHD, M 


1 0 次 
= y 1 次 
x? zy y? 2 次 


z? zy xy’ y? 3 次 


所 以 上 次 拉 格 朗 日 插值 需要 让 (十 1) (4 十 2) 个 节点 ,一 般 按照 三 角 
形 各 边 的 上 等 分 点 及 它们 连 线 的 交点 作为 节点 ,如 图 12. 21 所 示 . 


Pi P, P; 
Ps P P; 
P. P 

P4 

1 y aki Pe P: Pi B | 8 P 
k=1 k=2 k=3 
3 节点 6 节点 10 节 点 
图 12.21 


设 三 角形 元 e 二 AP1P;P; ,其 面积 是 A., 节 点 P, 的 坐标 是 
(ziyy). 对 于 e 内 任意 一 点 P(z,y), 定 义 它 的 面积 坐标 (area 
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coordinate) 为 


(12. 4. 24) 


la] 
< 
= — — = = = = 


zz y 1 
这 里 的 L, , L, , L, 即 式 (12. 4. 13) 的 Ni, N, ,Non. 由 式 (12.4. 14) 
和 式 (12.4. 15) 有 
0, iZj 


， i=j, 


L,(P;) = | (ëj = 1,2,3). 


3 3 3 
PIL = 1, Dlrzi=z, J Ly =y. 
i=l i=l i=] 
点 P(xz,y) 的 面积 坐标 L, s L; , L; 
的 几何 意义 用 图 12. 22 所 示 的 三 角形 面 


积 比 表示 . 


Sapp,p, App, P, 
L, = s , s 5 
Ap Peps SP, PzP; 
L= S,,, r, š 图 12.22 
Sar r,r, 
fE z-? FER £ -7 平面 的 变换 
= L ( , , 
y a (12. 4.25) 
Pa L: (x,y). 
其 逆 变 换 为 : 
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x = (mi — zs)£ + (z; — zs)7n + zs 
(12.4.26) 


y = (s — y! )8 + (ys — yyt ys. 


变换 (12. 4. 25) 将 z-y 平面 上 的 三 角形 元 e 变换 为 4 -n 平面 
上 的 标准 三 角形 e, 如 图 12. 23 所 示 . 


P. n 
: x p, (0,1) 
"1 Ë P; 
O -3 P, P. 
(0,0) (1,0) š 


图 12.23 


在 近似 变 分 问题 中 ,积分 的 计算 可 以 在 。 上 进行 ,积分 公式 为 
[ew (z,y),L,(z=,y),L,(z,y))3rzdy 


= 24| aef Ece 一 一 四 dn (12. 4. 27) 
其 中 一 个 重要 的 例子 是 
MTM en A1 l2 l3! ` 
fe Pa drdy ay Fa TDI es 


(12. 4. 28) 
RIP Ai A2 sA: 为 非 负 整数 . 

对 三 角形 单元 ,经 常用 到 数值 积分 方法 , 表 12. 9 列举 了 一 些 
数值 积分 公式 ,一 般 形 式 是 


JE La Lazy = A or FLP LP LP), 
k=1 


(12.4. 29) 
其 中 m 是 积分 节点 的 个 数 ,p* 是 对 应 第 k AIARRA, LIU, 
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LP LP 是 第 个 节点 的 面积 坐标 , 表 中 的 精度 次 数 n 是 指 公式 
(12. 4. 29) 对 不 超过 nn 次 的 多 项 式 是 准确 的 ; 


(0.2,0.6,0. 2) 


(0.6,0.2,0. "| 
(0.2,0.2,0. 6) 


0. 2250000000 


7 (a spB B. ) 
(A rar sh ] 0. 1323941527 
ai =0. 0597158717 (Bi 1Pi sa) 5 
B. =0. 4701420641 Car sh a) E 
az =0. 7974269853 (hrap) 
f =0. 1012865073 (Re ,Ba ,a2) 


在 三 角形 单元 e 上 ,如 果 是 次 拉 格 朗 日 插值 中 = 二 2 的 情 
形 , 则 有 6 个 节点 ,节点 P, 的 面积 坐标 分 别 是 


(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), 


(ozz) (zez) (7z) 
车 函数 u 在 节点 P; 上 的 值 为 ui(i==1,2,…,6), 则 在 e 上 w 的 二 
次 插值 函数 是 
。718 。 


6 
u = DyuiN,, (12. 4. 30) 


其 中 N, 为 三 角形 单元 上 的 二 次 播 值 基 函 数 (basis function of 


quadrtic interpolation) : 
N, = L,(2L,—1) (i=1,2,3) 
N, =4L,L,, N; =4L,L,, N, =4L,L,. (12.4.31) 
由 式 (12. 4. 30) 和 式 (12.4.31), 可 以 类 似 于 线性 插值 情形 ,得 
到 近似 变 分 问题 和 对 应 的 离散 问题 . 
MRE k= 3 的 情形 , 则 10 个 节点 的 面积 坐标 分 别 是 
(1,0,0), (9,1,0), (0,0,1), 


(2.1 (oaj (ta); 


(23) (Fer) (E) (225): 
= # JÉ AT Eh = A y E Gñ #& (basis functions of cubic 


interpolation) 是 
1 


Ni = +L.GL,- DC3L 一 2 G = 1,2,3)， 

N, = Z LiL, GL, _ 1, 

N; = TL L GL 二 5 

N, = TL LGL 二 (12. 4. 32) 
N, = AGL 1), 


2 
N, = T LL GL, -一 


Np TL. L, GL, S, 
E TAA 
在 三 角形 单元 e E , AA u 的 三 次 插值 函数 表示 为 
。719 。 


u, = 2 uN.. 
在 做 了 三 角形 前 分 的 区 域 0 上 ,得 到 分 片 三 次 插值 函数 uly), 
(zx,y) EQN, 在 某 一 个 单元 的 一 条 边 上 ,us(z,y) 可 以 表示 为 该 边 弧 
长 参数 1 的 三 次 函数 ,可 由 该 边 上 4 个 节点 的 wu; 值 惟一 确定 ,所 以 
us《Z，y) 在 每 条 边 上 都 是 连续 的 ,有 u, EC). 分 片 线性 插值 和 


分 片 二 次 插值 也 有 此 性 质 . 
12.4.4 矩形 单元 


除了 三 角形 前 分 外 , 窃 形 前 分 也 是 一 种 应 用 广泛 的 训 分 方法 ， 
矩形 前 分 方法 把 边 值 问题 (12. 4. 1) 一 (12. 4. 3) 的 求解 区 域 2 前 分 
为 若干 个 矩形 单元 (rectangular finite element) 的 组 合 , 这 些 和 矩形 单元 
的 边 都 平行 于 坐标 轴 , 如 图 12. 24 所 示 ,其 中 (z-,y) 是 矩形 的 形 心 . 


Pa (x1, y2) Ps (x2, y2) 


e 
° 
(xç, ye) 


7 | Piny) — P;(xyy) . i 
P,(-1-1) P(1,-1) 


o xX 


图 12.24 


矩阵 单元 e 中 任 一 -点 P (z, y) h 3 80 8 $£ (local coordinate) 
定义 为 . 


£= 2z 一 ze)， 
T: 一 Tı 
(12. 4. 33) 
= 2(y— y) 
7 X: — x ` 


° T20» 


式 (12.4.33) 可 以 看 成 rz-y 平面 至 & wp 平面 的 一 个 变换 , 它 将 
单元 。 变换 到 标准 单元 e ,如 图 12. 24 所 示 . 
和 矩形 单元 上 双 线 性 插值 函数 共有 4 项 , 即 
u, (x,y) = a + bz + cy + dzy. (12. 4. 34) 
在 e 上 ,4 个 节点 的 函数 值 可 以 确定 4 个 系数 a,b,c,d, 而 1,zx,y， 
zy 这 4 项 可 以 看 成 


BGE >= | z š 
=< *£# xy i 
在 式 (12. 4. 34) 中 ,车 或 y 有 一 个 变量 固定 ,u, 就 是 另 一 变量 的 
线性 函数 . 

在 标准 单元 。 上 ,节点 P, ERNE) (i 二 1,2,3,4), 如 
图 12. 24 所 示 . 设 在 È, 点 xz 的 值 为 xi(i=1,2,3,4), 则 在 e 上 的 
双 线 性 插值 函数 为 


4 
u, = ZN (12. 4. 35) 
其 中 Ni(i 一 1,2,3， 4) 为 双 线 性 插值 基 函 数 (basis functions of 


bilinear interpolation) : 
N: = +) (1+ my) (i=1,2,3,4). (12.4.36) 


和 矩形 单元 上 双 二 次 插值 共有 9 项 ， 
可 看 成 


1 1 y y’ 
zl(I y y)= |= zy zy’ 
= Z rty rty 


双 二 次 插值 共 需 9 个 节点 ,如 图 12.25 
所 示 . 
双 二 次 播 值 基 函 数 (basic functions 


of biquadratic interpolation) 为 


N. 
N: 
N, 
N, 
N; 
Ns 
N; 


N; 
N, 


=a- D4-D, 
= 于 多 (6 十 DG9 一 D， 
= +@G(+DGQ+D, 
= +@G—DGQ+D, 
= Da- 7), 
= DG - 8), 
= 二 (e+ D7), 


一 去 9(9 十 1D)(1 一 个 )， 
= (1 一 ee)(1 一 也). 


(12. 4. 37) 


在 双 二 次 插值 式 中 去 掉 y 项 ,对 应 在 z 中 去 掉 内 部 节点 
户 ,, 得 到 不 完全 的 双 二 次 插值 ,不 完全 双 二 次 插值 基 函 数 是 
N == 40-90- pPA+E+ p, 


2 


N: =— (+8(1—D(—é+D, 


N; 
N, 


4 


=- 1049A +p), 


l I 


cj 一 j= ec 一 w= 


== 


| 
a| = 


(1—OU+DI+E—D, 
(1 一 闻 )(1 一 5， 
(1—&)(1—), 
(1 一 7)(1 十 6， 
(1 一 名 )(1 十 刀 ， 


(12. 4. 38) 


在 2 上 分 片 线性 插值 .分 片 二 次 插值 和 分 片 不 完全 二 次 插值 
所 得 的 分 片 插值 函数 ,都 属于 CC). 


12.4.5 等 参数 单元 


设 NGi=1,2,3,4) 是 式 (12. 4. 36) 所 示 的 双 线 性 插值 基 吗 
数 , 作 变换 


(12. 4. 39) 


j = DzNi(é nD, 
i=l 

y m DyN: E). 
i=l 


此 变换 将 z-y 平面 的 任意 四 边 形 单元 e 变换 到 7 平面 的 标准 正 
方形 单元 e, 如 图 12. 26 所 示 . 


Pa (x4, ya) 


Ps (as, y3) 
Bi (x, <l 


P>; (x2, y2) 


12.26 
# ° 上 取 插 值 公式 为 
= DuN, (GPE (12. 4. 40) 
即 可 做 近似 变 分 问题 计算 ， 这 种 任意 四 边 形 单元 的 方法 称 为 4 节 
点 四 边 形 等 参数 单元 (isoparametric element) 方 法 . 
设 N;(i 二 1,2,…,8) 为 式 (12. 4. 38) 的 不 完全 双 二 次 插值 基 


函数 , 则 8 节点 四 边 形 等 参数 单元 的 插值 公式 为 
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u = J uN: Ey). (12. 4. 41) 
对 应 的 变换 为 


8 
T= DLN: E), 
Pa (12. 4. 42) 


8 
n Ski DYN: CE). 


此 变换 将 图 12. 27 的 单元 e 变换 到 标准 单元 2 ,其 中 e 的 边界 都 是 
二 次 曲线 . 


P4 
Ps Ps 
P, 
P, P P; 
J 
Lo N 
o x 
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13 多重 网 格 法 


多 重 网 格 法 (mnultigrid method) 是 由 前 苏联 人 Fedorenk 在 
1964 年 提出 的 . 20 世纪 70 年 代 ,A. Brandt 和 W. Hackbush 重新 
认识 多 重 网 格 法 的 效率 . 80 年 代 以 后 ,多 重 网 格 学 科 的 基本 核心 ， 
包括 基本 原则 、 传 统 应 用 及 理论 都 已 建立 ,出 现 了 一 系列 的 多 重 网 
格 法 的 文章 和 专著 ,其 中 有 代表 性 的 是 参考 文献 [59 一 66]. 

多 重 网 格 法 是 一 种 “近乎 最 优 ?的 特殊 的 迁 代 途径 . 在 偏 微分 
方程 数值 解 中 , 当 离 散 网 格 步 长 h 变 小 时 , 它 的 收敛 速度 并 不 减 
慢 , 而 经 典 的 迭代 法 随 六 的 变 小 而 变 慢 . 因此 ,多 重 网 格 法 达到 问 
题 预定 精度 所 需 的 计算 工作 量 仅 与 未 知 量 的 个 数 N 成 正比 , 即 
OCN) , 比 一 般 迭 代 法 有 效 得 多 . 

多 重 网 格 法 广泛 应 用 于 微分 方程 和 积分 方程 的 数值 解 , 特 
别 是 椭圆 型 偏 微 分 方程 . 除 此 之 外 ,还 可 应 用 于 求解 抛物 型 问题 
和 其 他 依赖 于 时 间 的 问题 ,本 征 值 问题 ,分 歧 问 题 \ 非 线性 问题 
和 直接 用 于 无 几何 意义 的 代数 方程 组 ( 称 为 代数 多 重 网 格 法 ); 
在 向 量 机 或 并 行 计算 机 上 使 用 多 重 网 格 法 更 有 效 . 因此 ,多 重 网 
格 法 是 一 种 通用 的 非常 有 效 的 特殊 类 型 的 迭代 法 ,已 相当 成 功 
地 应 用 于 流体 计算 、 结 构 力 学 计算 和 高 度 非 线性 的 半导体 器 件 
模拟 计算 等 领域 . | 

本 章 侧重 于 介绍 多 重 网 格 法 的 基本 原理 ,基本 要 素 、 多 重 网 格 
算法 ,有 关 收 敛 性 结论 和 计算 机 上 的 执行 性 能 . 
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13.1 多 重 网 格 法 基本 原理 


13.1.1 模型 


要 求解 的 连续 问题 是 
Lu = f, (13.1.1) 


其 中 工 是 一 个 微分 算 子 或 积分 算 子 或 泛 函 求 极 值 算 子 . 
例 13.1.1 两 点 边 值 问题 : 
Ë wz)+ou(z) = f(z), O< z< 1, 2 0, 
u(0) = u(1) = 0, 
(13.1.2) 


d? 
则 L=—qz te 


例 13.1.2 二 维 泊 松 方程 第 一 边 值 问题 : 
— (luz Hüp) = f(z,y), 
区 ED={(zry)10<ry<1) (13.1.3) 
u=0, (zy) € ən? 
则 L=— (Zt). 
不 论 用 有 限 差分 法 还 是 用 有 限 元 法 求解 这 两 个 问题 ,都 是 首 
先 对 解 域 进行 剖 分 ,然后 对 微分 算 子 进行 离散 ,得 到 离散 后 的 方 
程 组 l 
Liu, = fa. (13.1.4) 
对 例 13. 1. 1 的 解 域 L[0,1], 均 匀 训 分 成 N 等 分 , 步 长 h= 
1/N, 对 微分 算 子 用 中 心 差分 离散 ,得 到 如 下 的 离散 方程 组 : 


| = f(x), 1<;j<N-1, 


Uo = Un = 0, 
(13.1.5) 
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则 有 


2 + ah° 一 1 
一 1 2+0? —1 
L=} n, ， 
一 1 2+oh: 一 1 
一 1 2 + oh 
(13.1.6) 


Hep LERNO” m f, ERY. 

对 例 13. 1.2, 若 其 解 域 为 方形 ,T 和 J 分 别 为 x 方向 和 y 方 
向 的 等 分 数 , 则 h, =1/1,h,=1/J. 用 Q, 表示 该 二 维 网 格 点 的 集 
合 ,ulzi,y;) 表 示 微分 方程 的 精确 解 , ui 表示 差分 方程 精确 解 . 用 
五 点 差分 格式 去 离散 微分 方程 (13. 1. 3) ,得 到 差分 方程 组 


— u=. + 2u 一 Uu+1.j — ui, + 2u; — ui s. £ 
= Gaa 
u; =0, i=0,1 (0<j<D, j=0,J, 0<i<lI. 
(13-1.72 
3 h,=h,—h, kE k WPF HE2|(I—1)X (J 一 1) 个 未 知 量 ,得 
A 一 工 
1 —1 A -=f 
L, = ” a E ° (13. 1.8) 
=f A I 
=] A i 


其 中 4,IER ,4 为 严格 对 角 占 优 的 三 对 角 矩 阵 , 工 为 
位 和 矩阵,L; 为 (I 一 1)X(J 一 1) 阶 的 大 型 稀 朴 矩阵 . 


13.1.2 多 重 网 格 法 思想 


对 于 离散 后 得 到 的 线性 代数 方程 组 (13. 1. 4) ,传统 的 迭代 解 
法 是 在 确定 的 一 种 网 格 Q, 上 采用 某 种 迭代 解法 . D| in eE n] tk 8 
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代 法 8 Rr - 98 $Ë R AE G-S 法 )、SOR 法 ,交替 方 向 法 等 
以 及 它们 的 改进 技术 . 而 多 重 网 格 法 恰恰 不 是 在 一 种 确定 的 网 格 
上 求解 ,而 采用 不 同等 级 的 均匀 网 格 训 分 . 
假定 有 一 组 网 格 OQ, ,0 ，… ,004 , 称 为 网 格 序列 Q, Ck =o, 
1,… ,MD. 随 着 上 的 增加 ,差分 网 格 愈 来 愈 细 ,这 些 网 格 都 用 同一 
种 方式 剖 分 得 到 ,都 逼近 同一 个 区 域 Q. 我 们 感 兴 趣 的 是 要 求解 
fx 上 的 差分 方程 组 
Luus = fu. (13. 1. 9) 
称 在 Q, EE Lu = f, HARA O, 问题 , 称 在 Nn 上 求解 差分 方 
程 (13. 1.9) 的 问题 为 Qu 问题 . 
对 于 线性 问题 , 令 un 为 Qu 问题 的 近似 解 , um 为 精确 解 ， 
则 有 
üm = Um 十 ww， 
其 中 vw 称 为 修正 量 . 代入 方程 (13. 1.9) 后 ,得 
Lugu = du. 
称 上 式 为 亏损 方程 ,其 中 
du = fu — Luum 
称 为 亏损 量 (defective number). 
线性 多 重 网 格 法 是 一 种 特殊 的 迭代 过 程 , 它 把 Q. 上 求解 方 
程 (13. 1. 9) 与 在 粗 网 Q, 上 求解 亏损 方程 
i Liv, = d, (13.1.10) 
相 结合 ,而 求解 2 上 的 亏损 方程 又 把 在 0 上 和 迭代 (13.1. 10) 与 求 
解 Q,-, 上 的 亏损 方程 相 结 合 . 这 样 一 种 巧妙 的 结合 构成 一 种 收敛 
速度 很 快 的 迭代 方法 ,这 就 是 多 重 网 格 法 的 基本 思想 . 


13.1.3 双 网 格 方法 


双 网 格 方法 (two-grid method) 是 多 重 网 格 法 的 基础 . 首先 令 
述 仅 附加 一 种 网 格 的 双 网 格 方法 ,然后 再 推广 到 一 系列 网 格 的 多 
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重 网 格 方法 . 

双 网 格 方法 用 两 种 网 格 ,一 种 用 Qn 表示 , 另 一 种 用 0 表示 . 
网 格 步 长 分 别 为 H 和 六 .通常 H= 2h. 在 Qn fü Q, 上 的 差分 算 子 
分 别 为 Ln ML, ALR ML 存在 . 

现在 的 任务 是 在 Q, 上 求解 方程 组 . 


Liu, = fa. (13. 1,11) 
粗细 两 种 网 格 上 的 值 需要 转移 ,下 面 定 义 由 粗 网 到 细 网 及 由 
细 网 到 粗 网 上 网 格 函数 的 转移 算 子 . 


揪 值 (interpolation) 算 子 或 延 拓 (prolongation) 算 子 Ii 表示 
粗 网 到 细 网 上 值 的 转移 . 如 一 维 线性 插值 


= 
l 
co| 一 
[=] 
= 
t> 
— 
s= 
8 
= 
Ë 
|= 
= 
- 


(13.1.12) 
式 (13.1. 12) 表 示 粗 网 上 的 值 按 此 权 系数 分 配 到 邻近 点 的 细 网 
上 去 ， 


HUH = Urs 
us; = uf, N 
Bp H H o<j<5 7l 
uipi = EH, wa 


限制 (restriction) 算 子 下 表示 由 细 网 到 粗 网 上 值 的 转移 , 如 
一 维 限 制 算 子 
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1 2-1 
121 


ralu 21} 或 met "i ， 
121 
(13.1.13) 
Iiu, = wp， 
m poat uba (1 <;<1-1). 


下 面 叙述 用 双 网 格 方法 求解 方程 (13. 1. 11) 时 ,由 已 知 u” iF 
算 wu:"*” 的 一 个 迭代 步 或 一 个 循环 步 . 共 分 三 个 阶段 : 

(1) 前 光滑 (pre-smoothing) : 

给 定 初 值 w”, 选 定 一 种 松弛 法 ,在 Q, 上 对 方程 (13. 1. 11) 作 
vi (一 1 或 2) 次 和 迭代 (也 称 松弛 ) 计 算 ui” 

uP E Sh (uP Lrs fa) 

(2) 得 网 修正 (coarse grid correction, 简称 CGC): 

Q 计算 细 网 亏损 量 ; di”= f,— L,ul”; 

O 限制 亏损 量 (由 细 网 到 粗 网 ): dip = IF4t” , 

© 在 Qu ER 

Luv = dt (13.1.14) 

的 精确 解 v3?. 

@ 插值 修正 量 ( 由 粗 网 到 细 网 ): v” =h. 

@ 对 ut” EBE: f7 一 & +. (9. 

(3) 后 光滑 (post-smoothing) : 

以 i 为 选 代 的 初始 近似 值 , 在 Q, 上 对 方程 (13. 1. 11) fE 
ve (2 一 1 或 2) 次 和 迭代 计算 u, 

u Z So (U Las fa). 
为 直观 起 见 , 用 下 列 路 径 表示 双 网 格 的 一 个 循环 步 的 计算 : 
。730 。 


Sa 一 - a Se 
Q uP 一 = 区 — d =f, -L u” om 一 = u + — u+ 


bo h 
On dL 


这 过 程 示 于 图 13. 1, 图 中 加 口 \、j 了 分 别 表示 松弛 , 求 精确 


解 和 限制 亏损 量 及 插值 修正 量 . S O 
这 样 一 种 特殊 先 代 过 程 的 迁 代 公式 为 x 
uit = Me 和 + N, Cfa)» 
JORR6358405EBE3S m 383 
f Mj = S= KES" ， (13.1.15) 
其 中 KË Š r, — B,LYMIEL, (13.1.16) 
是 粗 网 修正 的 迭代 矩阵 . 


13.1.4 多 重 网 格 法 原理 一 一 一 维 模型 问题 分 析 


细 网 上 松弛 S" ,S* 和 粗 网 修正 是 双 网 格 方法 的 两 大 要 素 . 车 
仅 在 细 网 上 作 松 弛 ,如 雅 可 比 松弛 ,高 斯 - 赛 德尔 松弛 和 SOR 松 
弛 . 当 网 格 步 长 ho 时 ,收敛 性 变 得 很 差 . 若 单独 用 粗 网 修正 ,在 
选 代 时 , 粗 网 修正 的 迭代 矩阵 KE 的 谱 半径 pCKE) 三 1, 从 而 不 收 
敛 . 如 果 把 细 网 松弛 和 粗 网 修正 相 结合 , 则 构成 一 种 收敛 速度 很 快 
的 一 种 特殊 的 迭代 法 . 下 面 以 13. 1. 1 节 中 的 一 维 模 型 (o = 二 0) 为 
例 , 对 这 两 个 要 素 作 具 体 分 析 . 
1. 细 网 松弛 
` 细 网 上 方程 Au==b 的 定常 迭代 法 为 
ut) = Bu™ + g. (13.1.17a) 
将 方程 的 系数 矩阵 4 分 解 为 4 一 六 - 工 一 D, 其 中 也 为 4 的 对 角 线 
元 素 构成 的 对 角 和 矩阵 ,一 工 为 4 的 下 三 角 部 分 构成 的 严格 下 三 角 
EE, U 为 4 的 上 三 角 部 分 构成 的 严格 上 三 角 矩 阵 . 5 B y ' 
别 取 
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(1) B, = D’ (L +U), 

(2) Bos = (D—L)”'U, 

G) Bsor = (D—eL)'1((1—e)D + AU), 0< o < 2, 

(4) Bu = (1—o)I+ oB, = I— D'A, 0< w< 1 

(13.1.17b) 

时 ,可 分 别 得 到 雅 可 比 和 迭代 ,高 斯 - 赛 德 尔 迭 代 ,SOR 迭代 和 雅 可 
比 -w 选 代 法 (又 称 为 阻尼 雅 可 比 和 迭代 ). 迭代 收敛 的 充分 必要 条 件 
是 o(B)<1. 迭代 收敛 的 一 种 充分 条 件 是 eB 一 1. 称 p(B) 为 渐 
近 收 你 因子 ， 人 # || B | 为 收 
缩 数 . 

对 o=0 的 一 维 离散 模型 (13. 1. 5) 和 (13. 1. 6) , 令 AS k Lrs 
b=h'f,,h=1/N,5 Ki A 的 第 个 特征 值 和 相应 的 第 & 个 特征 
向 量 的 第 j 个 分 量 ,它们 分 别 为 


a (A) = 4sin i, 1 C N=—1, 
a3. 1.18) 


wy = sint, — 1<k<N-1, 


其 中 ww 也 是 矩阵 4 的 傅 里 叶 模 I 
雅 可 A EE Re j 个 分 量 分 别 为 

A, (B,) = 1— 2sin? ir, 1<k<N-1, 
wiy = sin ŽE, 1<k<N-TI. 


(13.1.19) 
Jacobi-w 2840 BE HI APIE (8 fl E 18] 8t 8365 ; 个 分 量 分 别 为 


uB), = 1-A = 1 一 2usin $E, 1<k<N-1, 
u = sin ŽE, 1<k<N-1. 
(13.1.20) 
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G-S 迭代 阵 的 特征 值 和 特征 向 量 的 第 j 个 分 量 分 别 为 
A, (Bos) = cos? $R, 1<k<N-1, 


u = cos/ sin Ar = Nsin ĀE, 1<)j<N,1< k< N-—1. 
Š (13.1.21) 
下 面 先 分 析 松 弛 对 初始 误差 的 光滑 作用 . 设 和 迭代 的 初始 误差 
向 量 用 4 的 NN 一 1 个 线性 无 关 的 特征 向 量 表 示 为 


用 (13.1.17) 式 作 nn 次 迭代 后 ,有 


N—1 


e® = B'e” = SleQl(B)Dw, c € R, (13.1.22) 


k=1 


这 说 明 经 ”次 迭代 后 ,初始 误差 的 第 k MERA AB) w, WR 
. 数 (13. 1.22) 的 各 项 分 成 两 部 分 , 即 高 频 分 量 和 低频 分 量 . 当 ”一 8 
时 , 示 于 图 13. 2, 其 中 刚好 给 出 Qn 上 “ 半 波 ”的 个 数 . 所 谓 低频 


k=1 k=7 
k=2 k=6 
k=3 k=5 
Qu 上 的 可 见 分 量 
k=4 
4 上 的 不 可 见 分 量 
图 13.2 
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即 在 粗 网 Qn 上 能 表现 出 来 的 那 部 分 特征 函数 ,而 高 频 是 在 Qn 上 
根本 看 不 见 的 那 部 分 特征 函数 . 具体 定义 为 


低频 : wy 1ST. 
高 频 : ww ,六 <kSN—1. 
为 了 度量 松弛 方法 对 误差 的 光滑 程度 ,定义 
p(B) = wa, , | Ax(CB) |, 
为 松弛 法 的 光滑 因子 (smoothing factor), 即 松弛 后 消除 误差 的 高 
频 振荡 分 量 , 使 误差 变 光 滑 ， 但 并 不 是 显著 地 减 小 误 兰 . 图 13. 3 为 
松弛 法 典型 的 光滑 误差 特性 . 


松弛 前 一 ~、 AAAA 


松弛 后 £ — AANA 
低频 :振幅 稍 减 高 频 : 振幅 显著 减少 


图 13.3 


对 阻尼 雅 可 比方 法 , 选 w 使 max{4w;(B,) ,hn(B.)} 达 到 最 小 , 即 

àn (B) =— àn (Bj), 
从 而 求 出 最 佳 参数 w=2/3. 图 13.4 表示 w=1/3,1/2,2/3,1 时 
AMx(Bi) 随 上 变化 的 曲线 ,显然 ,w 一 2/3 的 阻尼 雅 可 比 法 能 最 好 地 
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阻尼 高 频 分 量 . 这 时 
ù (Bza) 一 1 一 + sin 25, 


34 N/2<k<N—1 时 ,|XA4(Byois)| 三 1/3, 即 有 光滑 因子 (Bza) = 
1/3, 可 见 对 误差 的 高 频 分 量 有 很 好 的 光滑 作用 . M 0 二 k= N/2， 
N=8 时 ,1/2 二 |44(Bws)| 二 1, 因 此 ,对 误差 的 低频 分 量 衰减 不 
K. 当 w=1 时 , 雅 可 比 -w 迭代 法 就 是 雅 可 比 和 迭代 法 , 它 对 误差 的 高 
频 和 低频 分 量 的 衰减 均 很 慢 , 仅 对 N/2 附近 的 波 阻 尼 快 ,因此 雅 可 比 
方法 对 误差 的 高 频 分 量 光 滑 效应 差 , 在 多 重 网 格 法 中 一 般 不 采用 |. 

再 分 析 G-S 迭代 法 ,图 13. 5 表示 X44(Bo.s) = cos° (kx=/ N) Bü k 
变化 的 曲线 ,其 特征 向 量 


G-S ima. jkn jf 
wyo = A sin ZZ = A wy 


IKESK N=—1. 


则 有 
N—1 N-1 I 
e” = 5) c wS , em = Bose® = > ri (Bcs)w,, 
ta k=1 
M(Ba.s) 
NI2 N k 
图 13.5 


其 中 w, 为 矩阵 4 的 特征 向 量 . 要 想 解析 地 说 明 G-S 迭代 法 对 误 
差 的 高 频 分 量 的 快 衰减 是 困难 的 ,从 数值 试验 结果 进行 分 析 , 对 
N=64 的 一 维 模型 , 若 以 w, 作为 初始 猜测 , 则 用 G-S 迭代 将 w, 
减 小 到 原来 的 1/100 所 需 的 迭代 次 数 与 波 数 之 间 的 关系 曲线 如 
13. 6 所 示 . 由 此 可 见 ,G-S 迭代 法 对 低频 误差 训 减 很 慢 , 对 高 频 
的 振荡 误差 衰减 很 快 . 
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迭代 次 数 
š 


l 6 32 48 6 
波 数 


图 13.6 


从 以 上 分 析 可 知 , 作 几 次 阻尼 雅 可 比 迭 代 或 G-S 迭代 均 能 有 
效 地 衰减 误差 的 高 频 分 量 . 振荡 模 一 旦 被 消去 , 留 下 光滑 模 ,再 继 
续 迭 代 已 无 效 . 弥补 的 办 法 之 一 是 采用 多 重 网 格 ,特别 是 粗 网 修 
正 . 因此 ,有 转向 粗 网 计算 的 必要 性 . 


2. 粗 网 修正 
先 看 谱 半径 
2 2 2 
p(B.) = max 1 一 zusir' 25 |a, 1— 955 = 1— Oh), 
2p? 
p(B;) = max 1-2sim $E |a E = 1— Ohè), 
=. 2 kx w. a 2 
p(Bcs) 一 max cos N = 1—O0(h°), 


同 理 有 p(Bsor) 二 1 一 OC(h). 从 而 在 粗 网 上 ,由 于 网 格 变 粗 .h EK, Ë 
代 谱 半径 均 变 小 ,收敛 率 增加 ,因此 ,转向 粗 网 有 加 速 收敛 的 作用 . 

再 看 双 网 格 法 CGC 中 步骤 四 ,从 粗 网 转移 到 细 网 后 的 作用 . 从 
图 13.7 可 见 ,0, (N= 12) E k=4 的 波 是 低频 波 ,限制 转移 到 粗 网 
Q, (N=6) LÆ k=4 的 高 频 波 . 在 粗 网 上 松弛 可 将 粗 网 上 的 高 频 
模 约 化 , 即 减 小 了 细 网 上 的 低频 模 , 比 一 直 在 细 网 上 和 迭代 消灭 不 了 
低频 模 更 有 效 , 使 收敛 速度 加 快 , 但 上 仍 会 留 下 它 的 低频 模 . 

对 应 于 双 网 格 法 的 CGC 中 步骤 @, 在 多 重 网 格 法 中 ,这 一 步 
不 是 精确 地 求解 ,而 是 迭代 求解 亏损 方程 . 迭代 同样 只 能 光滑 Qa 
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Cask 
Qy (N= 12,k=4) NA i 
Qu: (N=6,k=4) N 


图 13.7 


上 的 高 频 分 量 , 同 理 只 需 和 迭代 1 一 2 次 后 便 有 转向 更 粗 网 格 0 的 
必要 . 重复 这 个 过 程 ,继续 转向 Du ,Pi 等 ,直到 最 粗 网 格 上 的 亏 
损 量 可 精确 地 求解 . 这 是 多 重 网 格 法 与 双 网 格 法 的 不 同 之 处 . 

在 CGC 步骤 加 中 ,为 何 求解 亏损 方程 工 ro 入 一 中 而 不 去 求 
解 粗 网 方程 Luus 二 fn? 这 是 因为 希望 最 终 的 亏损 量 是 零 向 量 ，. 
从 而 可 用 零 向 量 作为 迭代 的 初始 量 ,这 比 起 用 up = u 作为 初 
始 向 量 去 求解 Lnun = fa 收敛 速度 快 ,也 方便 . 

在 CGC 步骤 图 和 加 中 ,将 粗 网 函数 转移 到 细 网 及 对 细 网 解 进 
行 修正 ,这 使 细 网 解 得 到 更 好 的 近似 值 . 

综 上 所 述 ,多重 网 格 法 是 把 在 细 网 上 松弛 消失 误差 中 的 高 频 
振荡 分 量 , 使 误差 光滑 化 ,并 和 在 粗 网 上 低频 分 量 容 易 收敛 及 在 粗 
网 上 修正 为 细 网 提供 更 好 的 初始 值 等 相 结合 ,形成 一 种 特殊 的 收 
敛 快 的 迭代 过 程 . 

例 13.1.3 用 多 重 网 格 法 计算 一 维 模型 问题 hu 一 0(N 一 48) 
的 解 . 取 初 始 向 量 

ut) = (sin(12jx/N) + sin(30;x/N))/2, 
用 w=2/3 的 阻尼 雅 可 比 松弛 ,前 松弛 v= 二 3, 后 松弛 v =3. 
设 uw 为 一 维 问题 的 精确 解 向 量 ,wu 为 细 网 上 的 近似 解 向 量 ， 
+ 737 ， 


ax 为 粗 网 上 的 近似 解 向 量 , 初 始 误差 向 量 || e || -= luu, l. = 
|| —u, || =1. 00. 

一 个 双 网 格 迭 代步 的 计算 结果 : 

(1) 在 细 网 上 松弛 3 次 后 的 误差 为 | e, | = =0. 261, X Fr R 
差 的 振荡 分 量 基本 消去 . 

(2) 用 完全 加 权 算 子 转移 亏损 量 到 粗 网 ,在 An EX Anen = 
dx 松弛 3 次 后 ,有 误差 l en || 一 0.0591 ,为 初始 误差 的 6%. 

(3) 粗 网 修正 后 ,再 作 3 次 细 网 松弛 ,有 误差 ‖e || - =0. 02, 

(4) 再 把 亏损 量 转移 到 粗 网 ,又 在 Qx 上 松弛 3 次 后 ,有 误差 
lle, M =0. 00977. 

3. 双 网 格 方法 收敛 性 

定理 13.1.4 用 双 网 格 方法 求解 一 维 模型 问题 ,选择 w 王 2/3 
的 阻尼 雅 可 比 松弛 法 , 取 v 二 0,u, 为 细 网 上 的 近似 解 向 量 ,其 初 
始 误差 向 量 为 e, ,经 双 网 格 法 一 个 循环 步 以 后 的 误差 为 2,, 则 有 
误差 估计 

le l< (++-)le H 
当 i =2 时 ， 
lle, ll, < 0. 782 || e, |. 
j 次 双 网 格 步 后 的 误差 为 
l| ë? (< 0.782 || e la. 

因此 , 双 网 格 方法 以 一 个 与 h 无 关 的 收敛 速率 收敛 于 零 . 

双 网 格 方法 在 实际 计算 中 用 得 不 多 ,但 它 是 多 重 网 格 方法 的 
理论 基础 ,通过 它 阐 述 了 多 重 网 格 法 的 基本 原理 . 


13.2 线性 多 重 网 格 法 
多 重 网 格 法 是 在 愈 来 愈 粗 的 网 格 上 递归 地 使 用 双 网 格 方法 . 


仅 在 最 粗 的 网 格 上 精确 地 求解 差分 方程 . 现在 定义 多 重 网 格 法 所 
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用 的 符号 和 算 子 : 
网 格 步 长 序列 hh,(k==0,1,… M) ,通常 hi = 二 hh,_1/2 二 2- 坏 ， 
网 格 序列 ”Qik=0,1,… ,MD). 
差分 算 子 序列 Li(k=0,1,…,MD) , 设 L; 存在 . 
松弛 算 子 序列 Sn ,Li ,fi). 
限制 算 子 序 列 R71(k=1,2,…,M): G) >G). 
插值 算 子 序列 B- k=1,2,, M): G(0,-,)—>G(0,). 
其 中 G(Q,) 为 在 A 上 网 格 函 数 的 线性 空间 ， 


下 面 叙述 用 多 重 网 格 法 迭代 求解 方 理 组 
Luüy = k 3.2.1) 
的 计算 过 程 . 设 已 知 up R uM”, 
at 至 MR, (ul? (13. 2. 2) 
其 中 R=V 为 V 循环 ,R 一 W 为 W 循环 .仿照 双 网 格 方法 ,计算 分 
为 3 个 阶段 . 


(1) 前 光滑 : 给 定 初 值 xi ,在 An EE (人 1) 次 松弛 得 
o £ s. (ul? ,Lu sfm). 
(2) 粗 网 修正 : 
O 计算 亏损 量 dp = fu— Luak. 
O 限制 亏损 量 ap = Da. 
© 在 Qw-!: 上 近似 求解 亏损 方程 
Lau; oP, = dg. (13. 2.3) 
计算 (13.2. 3) 式 时 ,以 零 网 格 本 数 作为 初始 近似值 , 即 9 :一 0, 作 
M 一 1 网 格 法 的 > 型 迭代 . M 一 1 网 格 法 用 Am- Gu, (Ü No B 
via SE MRa (O ,Lu sdua). 
在 最 粗 的 网 格 上 精确 求解 
Lovo = ds. 
@ ño De oia. 
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© 修正 An E BJ) sa 83148 a =u +u. 
(3) 后 光滑 : 在 Qu 上 作 v( 全 1) 次 迭代 得 
ut £ Se (UP „Lms fu). 
上 面 粗 网 修正 中 的 = 也 是 循环 参数 ,一 般 r=1,2 sk 3, 4 r>3 
时 多 重 网 格 法 就 不 太 有 效 了 . 我 们 称 r=1 为 V 循环 ,r= 二 2 为 W tš 
环 ,r= 二 3 很 少见 . 
用 图 13. 8 的 符号 分 别 表示 M=1,2,3 时 ,r= 二 1,2,3 的 多 重 网 
格 法 的 一 个 循环 (或 一 个 迭代 步 ). 图 13. 9 的 流程 图 表示 一 个 多 重 
网 格 迭 代步 的 计算 过 程 ,其 中 引入 了 一 个 开关 参数 C (k), 
0 过 C(k) 二 7, 以 控制 转向 粗 网 和 返回 细 网 . 
多 重 网 格 法 的 迭代 公式 是 
uit 一 Muu? + Nul fu), 


MM=1 RARD M=2 三 网 格 方法 
M: 
No: V fo: 


M=3 四 网 格 方法 


13.8 
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第 4 次 近似 值 u 


C()=0(k =0,1,--- , M) 
k=M,vu=u4 du = fu 


m:= S” (Ve L, di) ,CUD=C(D+1 
dii := IC (dk -L090) ,k=k-1 


是 
精确 求解 Lev dk 


第 n+1 次 先 代 近似 值 uM = ww 


HH M ŽS? — BL; RL)S: 
M, # S? h, — Ë Uia — AOL IPLOS, ` 
k = 2,3, ,M. 3. 2. 4) 
而 Am #I Qu 的 双 网 格 算 子 为 
MY Šf Sh (I — IP L IM Lm) Sh. (13.2.5) 
式 (13. 2.4) 与 式 (13. 2.5) 的 差别 在 于 用 (Her-: — Au ) Lu RE 
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式 (13.2.5) 中 的 Lwi; ,这 说 明 用 Qui Nm- s No 的 M 一 1 网 格 
~ 型 多 重 网 格 和 迭代 去 近似 求解 


Lui v = dhh. 


以 上 是 线性 多 重 网 格 法 的 计算 步骤 . 关于 多 重 网 格 法 的 收敛 
性 ,一 般 来 说 , 若 双 网 格 方法 收敛 很 好 , 则 相应 的 r—= 2 的 多 重 网 格 
法 亦 收 敛 得 很 好 . 


13.3 完整 的 多 重 网 格 法 


多 重 网 格 法 与 完整 网 格 技巧 相 结 合 ,或 者 说 与 套 和 迭代 技术 相 
结合 , 称 为 完整 的 多 重 网 格 法 (full multigrid method, 简称 FMG 
方法 ) ,FMG 方法 效果 更 明显 . 所 谓 套 和 迭代 就 是 粗 网 为 细 网 提供 
良好 的 初 值 . 这 是 古典 迭代 方法 (例如 SOR 方法 ) 不 可 能 做 到 的 . 

FMG 方法 的 计算 步骤 和 流程 图 分 别 示 于 图 13. 10 和 图 13. 11 
中 .在 图 13.11 中 ,INT 表示 插值 ,MGI 表示 在 Q,(&=0,1,…,M) 上 
用 多 重 网 格 r 型 迭代 求解 方程 Lu , = f, (k=0,1,--- , M). 4 r=1 时 
为 V 循环 , 称 为 FMV Jy ik ,r=2 时 为 W 循环 , 称 为 FMW 方法 . 在 
图 13. 11 中 , 当 M=6,r=1 时 为 图 13.10 所 示 的 FMV 过 程 . 


图 13.10 FMG 方法 计算 步骤 


由 式 (13. 2. 2) ,一 个 多 重 网 格 法 的 V 循环 步 为 
sty ç s= MV m (ul? sLu :fu), 
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k: = 0k: = Lf, 


i: =MGI(k, r ; uË) 


13.11 FMG 方法 流程 图 


一 个 FMV 的 循环 步 定义 为 
ut” := FMVu (uM | Lu fu) 
其 计算 步骤 如 下 : z 
将 fusfu-! sfm- ;及 Um, Um-i UM ,初始 化 为 零 . 在 最 
粗 网 格 上 松弛 或 直接 求解 方程 hu 二 九 ， 


Uy = üm 十 IM iUm» 
Um 一 MV me Cu- Lm- sfm)» i 
Umi = Umi + IM tUm- > 
uwi = MV ua (Uma Lu-i fui) 
Um = Uy + IMa Umi» 
um = MVulum Lms fm). 
FMV 循环 的 递归 如 下 : 
(1) 如 果 Qu 为 最 粗 网 格 , 则 转 到 步骤 43) ,否则 
Fiai = IM (fu — Auum), 
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uy = 0, 

unu- = FMV mn (Wu Lu sfm). 
(2) 修正 uu = uut IM- Um. 
(3) um =MVu (uu Lum» fu). 


13.4 二 维 多 重 网 格 诸 元 素 


13.4.1 差分 格式 


对 二 维 模型 问题 ( 例 13. 1. 2), 熟 知 的 五 点 差分 格式 是 
3K(13.1.7). 当 且 .二 hh 二 hh 时 ,对 每 点 (zi,y;) 上 的 函数 值 ui 与 周 
围 邻 点 的 关系 可 表示 为 

一 1 
—1 4 一 1 

一 1 


xi(zyy) =hif,(z,y), VCzy) E M. 


(13.4.1) 
对 九 点 差分 格式 ,可 用 九 点 星 表示 : 
一 1 一 4 —1| 
1 — h 
让 20 ey =s]! 8 11 f,Cz,y). 
—1 —4 —1 
(13.4.2) 
13.4.2 光滑 迭代 


式 (13.1.17) 中 所 列 的 几 种 迭代 方法 对 二 维 泊 松 方程 边 值 问 
题 例 13. 1. 2 均 有 效 ,对 奇异 摄 动 等 特殊 问题 需要 适当 选取 光滑 过 
程 . 下面 讨论 几 种 经 典 的 选 代 . 

1. G-S & 


多 维 G-S 迭代 与 未 知 量 的 编号 次 序 有 关 . 对 于 二 维 情况 , 通 
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过 0 上 网 点 即 x' 二 (zx',y') 的 排列 次 序 确定 未 知 量 u... :二 wi (x') 
的 顺序 . 

字典 顺序 : x 方向 上 的 点 由 左 到 右 ,y 方向 上 的 线 由 下 往 上 逐 
点 排列 , 见 图 13. 12. . 

旋转 字典 顺序 : y 方向 上 的 点 由 下 往 上 ,z 方 向 上 的 线 由 左 往 
右 逐 点 排列 , 见 图 13.13. 


el14e15 es16 417 +18 @19 ele4e89l2 e 16 e 19 
es9 el0 dll el12 e13 e3e741l %]5%]8 
ed4 »5 6 e7 e8 es2e6910e。14e17 


图 13.12 图 13.13 


红 - 黑 顺序 : A= (jh a Th )|j,. LEZ), HE Q, 中 的 点 分 成 
两 类 , 称 j 十 /为 偶数 的 点 为 红 点 Q= (ho lh), j +i 为 偶数 )， 
用 表示; (= 0,/Q, 的 点 为 黑 点 ,用 se 表 示 , 见 图 13.14. 

斑马 顺序 ; 把 j 为 偶数 的 线 称 为 红线 ,用 es 表示 ; j 为 奇数 的 
线 称 为 黑 线 ,用 sm 表示 , 见 图 13.15. 


®7 17 °8 ?18 °9 m19 m14 8]5 16917818 s i9 
®4 11595 %16 %6 e4 05 96 °7 eg 
ml202 9133 @14 a9 aj0®]]m]2 m13 


图 13.14 图 13.15 


四 色 硕 序 ; 把 02; 分 成 4 个 集 ， 
G= {Gh lh) jl 为 偶数 } ,用 se 表示 . 
E= Gh lhd lj l HARO, MRR. 
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= (Ghi sIh,)1j 为 偶数 ,1 为 奇数 } ,用 表示 . ` 
(= 1Gho lh) lj 为 奇数 ,! 为 偶数 }, 用 x 表 示 ， 
按 字典 顺序 依次 排列 04,28 Qi 和; 中 的 网 点 , 见 图 13.16. 


a7 x17m8 |xl8g s9 x19 
e2 @l2|e3 @13 e4 
xi4m5 |x!5 m6 x 16 


图 13.16 


(1) 点 G-S 和 迭代 
字典 顺序 和 旋转 字典 顺序 适合 于 逐 点 G-S 迭代 ,迭代 公式 为 


1) ) (ntl) (ntl) (m) 
— ufi? 2u 一 uij — uini + 2u Y — uijt — f 
2 2 aca ij’ 
h: h; 
(13.4.3) 


其 中 at HRR ui) u t E RH A RM, utj uta, 
上 一 次 迭代 之 值 . 
红 黑 顺序 适合 于 五 点 差分 格式 , 先 依次 算 红 点 ,再 依次 算 黑 
点 ,其 迭代 公式 为 
— uË), + 2u? Duhy | Dui + Qu Zun — pa 
(13. 4.4) 
其 中 红 点 上 的 uiy 为 待 求 量 , 其 相 邻 的 黑 点 均 为 前 一 次 的 迭代 
值 , 黑 点 上 的 量 为 已 知 量 . 下 一 轮 计算 时 , 黑 点 上 的 量 为 待 求 量 ,其 
相 邻 的 红 点 上 均 为 前 一 次 的 迭代 值 ,这 时 , 红 点 上 的 量 为 已 知 量 . 
四 色 顺 序 适 合 于 九 点 差分 格式 . 先 依次 算 Q) 中 的 点 ,接着 依 
KA 2# 中 的 点 ,再 依次 算 9; 中 的 点 ,最 后 依次 算 Q: 中 的 点 ,这 
样 构成 一 次 迭代 . 
Q) 中 点 的 G-S 迭代 公式 为 
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y 


gial zoui” — € uin 1, 产 1 十 utj F u.m T ustij) T 


Auh y Tutu Hua Hua) ] 
= 8f + fP), + fi. + fia + fia) 
[od 点 的 G-S 迭代 公式 为 
TY L [2066 — uta + utia + ut, + utpa) 一 
AG; u uta + uta) ] 
=E + fin, + fi + fia + fia), 
0 中 点 的 G-S 迭代 公式 为 
sa [20815 一 (生产 Tutu + ui H uia) 一 
“q. Hugh + uit Huho] 
BOAI + ft? + HA + AAD. 
P. 中 点 的 G-S 迭代 公式 为 
as [205 PHD — (ush), 十 ulta + uiia + ushm) 一 
ACE Huty + ute Hut] 


=s 8 f + f + ft + frt + ftp " 


在 以 上 4 个 公式 中 仅 y 为 未 知 量 ,其 余 均 为 已 知 量 , 仍 属 点 
G-S 公式 . 每 个 公式 中 待 求 点 与 周围 邻 点 的 关系 见 图 13.17. 


a x . . @ o x w x @° e Q 

@ ° Q x am x . Q o . x. 

a x . . Q œ x wm x 四 Q 

Q4 的 邻 点 人 2 的 邻 点 QRA Qk 的 邻 点 
图 13.17 


(2) 块 G-S 迭代 

如 果 将 图 13. 12 中 的 字典 顺序 网 点 进行 分 组 ,在 Q 上 ,y 为 
常量 的 每 条 线 上 的 网 点 为 一 组 , 共 分 成 四 组 ,分 别 为 = 二 {1,2， 
3}, i ={4,5,6,7,8}, I} ={9,10,11,12,13}, Iį ={14,15,16,17, 
18,19} ,对 五 点 差分 格式 ,类 似 于 式 (13. 1. 8) ,可 得 矩阵 方程 组 

A —I ` [ul fi 
—I A, —I ui fi 
—I A, 一 了 | 只 f 
—I A, Jl fi 
Ep ul, fi E R'A, E R” „uh, fi,u, fi ERË, A, A, E R, 
ut, fi E Rê, A, ERS ,A; CG=1,2,3,4) 33 = X fi E BE , 从 而 形成 
一 次 求解 一 条 线 上 未 知 量 的 块 迭 代 公式 : 

Aunt) = auf bu H fi (i=1,2,3,4), 
其 中 a =b =0,a, =a, =a, =1,bh, =b =b, =1. 上 式 右 端 均 为 已 
知 向 量 , 可 直接 用 追赶 法 求解 此 方程 组 . 称 以 上 的 块 迭 代 法 为 字 
典 x- 线 G-S 迭代 法 . 

车 用 旋转 字典 顺序 ,在 Q, Eor 为 常量 的 每 条 线 上 的 网 点 为 
一 组 , 则 类 似 地 可 构成 字典 y- 线 G-S 迭代 法 . 

按 斑马 顺序 ,如 图 13.15 构造 相应 的 G-S 迭代 称 为 x- 斑 马 线 
G-S 和 迭代 法 . 同 理 可 构造 了 斑马线 G-S 迭代 法 . 

在 通常 情况 下 , 线 G-S 迭代 法 的 光滑 性 质 稍 比 点 G-S 迭代 法 好 . 

2. 阻尼 雅 可 比方 法 

对 于 二 维 模型 例 13. 1. 2, 其 离散 方程 为 式 (13. 1. 7) 和 
R3. 1.8). #A=M' L, , á h,=h,=h=1/N 时 ,A 的 特征 值 和 特 
征 向 量 分 别 为 

A (A) = 4(1 一 + Ccos(himh) + cos(kexh)) ), 
1Kkısk: S< N—1, (13.4.5) 
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Wi, (A) = 2sin(kixz)sin(kzxy), 1 =< kh k, < 及 一 1 


(13.4.6) 
A x= (rz,y)€ ñ,. 
阻尼 雅 可 比 松弛 公式 是 
uP = uP Holz (x) — u”), (13. 4.7) 
aa) + Lu” 一 站 ai =f), rEM, (13.4.8) 
其 迭代 和 矩阵 为 
B = I — ZA, + (1224695 
易 知 其 特征 值 和 特征 向 量 分 别 为 
a (B) = 1— 2 [2 — cos IE — cos BE), 1<h,h S N-—1, 
(13.4. 10) 
w (Bj) = 2sin(b;xz)sin(k,xy), 1< b, jk, < N—1: 
(13.4.11) 


HP k= (Cki ska). BARDE Bo Hy A ME e E w, (BI) 展 
开 , 则 有 . 
e> = > diw:(B),), 


IXl&N-1 
| k |= max(k skz), 
其 中 d, IAR, Z n VRA 
e” = >: dài (Bju) wi (Bju). 


IiSN-1 
把 级 数 分 成 高 频 和 低频 两 部 分 
低频 :; w. |k| < N/2, 
高 频 : w N/2<|k|<N—1, 
Ü w (E max{àn (Bie) ,An(Bi,)} 达 到 最 小 , 即 
Asa (Ba) =— àn (Bju) > 
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求 出 使 阻尼 雅 可 比 迭 代 法 收敛 最 快 的 最 佳 松 弛 因子 o, = 2/3. 同 
一 维 一 样 ,wow = 2/3 的 雅 可 比 迭 代 法 能 再 次 很 好 地 阻尼 高 频 分 
量 , 这 时 

kin . 2 zz). 


= 1—4 jp (mx 
A, (B,,) = 1 3 sin (sin N 


当 N/2<|k|<N—1 Ht, |.(Byzs)| 夺 1/3, 即 阻尼 雅 可 比 迭 代 法 
的 光滑 因子 (Bjzs) 二 1/3, 故 它 对 高 频 分 量 有 很 好 的 光滑 作用 . 
阻尼 雅 可 比 迭代 法 与 未 知 量 的 排列 顺序 无 关 . 
对 于 块 阻尼 雅 可 比 法 , 仅 有 阻尼 xz- 线 雅 可 比 迭 代 法 和 阻尼 
y- 线 雅 可 比 迭代 法 ,它们 均 与 块 的 排列 顺序 无 关 . 


13.4.3 网 格 粗 化 


常用 的 网 格 粗 化 方式 有 : 

标准 粗 化 : hi- 二 2h,( 见 图 13. 18). RER hii /hi =k /h1=2, 
可 以 假定 zx My 方向 上 的 网 格 步 长 hi 和 hx 是 不 同 的 . 

半 粗 化 : z 粗 化 ,由 hi- = hi A hihi = 定义 粗 网 格 ,或 y 
粗 化 ,由 hi- =h fl hI /h1—=2 定义 粗 网 格 ( 见 图 13.19). 

红 黑 粗 化 : 仅 考 虑 方 网 格 , 即 及 = 成, 又 称 为 /2 的 均匀 网 格 粗 
化 ( 见 图 13.20). 
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13.4.4 EARE 


1. 分 片 线性 插值 作为 延 拓 
对 二 阶 或 四 阶 微分 方程 边 值 问题 ,一 般 用 分 片 线性 插值 就 足 
够 了 . 这 里 只 介绍 九 点 延 拓 和 七 点 延 拓 . 
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(1) 九 点 延 拓 
用 如 下 的 九 点 星 模式 符号 描述 ， 
1 2 71 
I, 全 2 4 l 
J 29. 21 
它 表 示 粗 网 上 的 函数 值 按 此 权 系数 分 配 到 邻近 的 细 网 点 上 去 . 取 
一 个 标准 单元 (0,2h) X (0,2h) 为 例 . 如 果 粗 细 网 点 重合 , 则 在 该 
点 细 网 函数 值 就 等 于 粗 网 点 函数 值 , 即 
u,(0,0) = ur: (0,0), ui(0,2h) = ui1(0,2h), 
i = u (2h,0), u,(2h,2h) = u-i (2h,2h). 
若 细 网 点 位 于 两 个 粗 网 点 之 间 , 则 用 这 两 个 粗 网 点 上 的 函数 值 作 
线性 插值 ,就 得 到 细 网 点 上 的 函数 值 ， 
ui(0,h) = Cur (0,0) + ur (0,2h))/2, 
u,(h,0) = Curi (0,0) + umi (2h,0))/2, 
u, (2h,h) = Cur (2h,0) + ur (2h, 2h))/2, 
ulh, 2h) = Cur (0,2h) + urm (2h, 2h))/2. 
有 两 种 插值 方法 求 位 于 四 个 粗 网 点 中 心 的 细 网 点 函数 值 , 即 
u, (h,h) =(u=i(0,0) + ur (2h,0) + 
uri (02h) + um (2h,2h))/4 
或 us(h,h) =(u=i(0,0) + ur: (2h,2h))/2. 
对 于 其 他 网 格 单元 (2ih; ,2ihi + 2h,) X (jh: ,2jhi 十 2h;)，, 可 得 到 
类 似 的 双 线 性 插值 公式 . 

九 点 延 拓 对 应 于 双 线 性 有 限 元 . 对 于 0 过 zyy 近 2hy u, = 
Iuri Bu, (x,y) 与 wi 在 (0,0),(2h,0),(0,2h),(2h,2h) 点 上 
函数 值 的 双 线 性 插值 相同 . 

(2) 七 点 延 拓 

用 如 下 的 七 点 星 模式 符号 描述 : 
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0 1⁄2 1⁄2 
rn, = | 1/2 1 al; 
1/2 1⁄2 0 

七 点 延 拓 对 应 于 三 角形 上 的 线性 有 限 元 . 对 于 O< r, yh, u= 
tw 的 ww(zyy) 与 -1 在 (0,0),(0,2h),(2h,2h) 点 上 函数 值 
的 线性 插值 相同 . . 

分 片 线性 插值 推广 到 三 维 或 更 高 维 是 显然 的 . 

2. 高 阶 插值 

对 于 四 阶 微分 方程 边 值 问题 ,通常 用 分 片 二 次 延 拓 是 足够 的 ， 
而 用 三 次 插值 更 好 些 , 因 为 它 并 不 比 二 次 插值 公式 复杂 . 

若 已 知 粗 网 上 的 插值 节点 (zx 一 3hi,y), (z — his y); (z + 
hisy), (r +3h: y), WIRA Cy) = Gh ojh) (i 为 奇数 ,ji 为 偶 
数 ) 的 三 次 拉 格 朗 日 插值 (天 -xu )Czyy) 为 


u; (2 yy = L [y u E T E E EE O EE 
16 


Slum Chir) E (ara Ces kiss], 


z € [= — 3h, ,=z + 3h, ]. (13, 4.12) 
当 点 (xz,y) 中 的 j 为 奇数 时 ,我 们 能 重复 y 方 向 的 插值 过 程 . 由 插 
值 公式 的 余 项 可 知 ,三 次 拉 格 朗 日 插值 对 于 任 一 双 三 次 函数 
>> aszx'y’ 是 精确 的 . 

如 果 某 个 插值 点 有 一 个 或 两 个 邻 点 不 在 域内 , 则 不 能 用 三 次 
插值 公式 ,如 在 边界 附近 , 取 边 界 点 (z 一 ss,y) 为 插值 节点 ,再 取 
两 个 内 部 粗 网 点 (z 十 及 ，y),(z 十 3h,y) 为 插值 节点 并 且 边 界 条 
件 是 齐 次 狄 利克 雷 条 件 u(x 一 shi，,y) =0, 那 么 用 如 下 的 二 次 拉 格 
朗 日 插值 公式 去 求 细 网 点 上 的 函数 值 w(x,y) 和 wi(z 十 2hs,y) 更 
方便 : 
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ulz, y) w. I+ ° Žun +h yy) AI 


— . l, (z+ ah y), 


3+ 2 
u, (z + 2h, y) = t. Fuma hoy) + 
2+s 


3 十 Bu (z+ 3hssy). 
在 区 域内 部 的 单 边 二 次 插值 公式 为 


ulz, y) 一 一 un (x— 3h,sy) + Ñu (一 各 yy) + 


Bu 二 hsy). 


13.4.5 限制 
1. 九 点 限制 
用 如 下 的 九 点 星 模式 符号 描述 : 
1 2 1 
miel, 4 2|. 
1 2 1 


九 点 限制 即 完全 加 权 算 子 , 若 有 和 粗 网 点 (2h,2h), 按 完全 加 权 算 子 
运算 ,该 粗 网 点 上 的 函数 值 与 周围 细 网 点 上 函数 值 的 关系 如 下 : 


ui (2h,2) = [4u (2h 2h) + 2G, (2h ,h) + u (h,2h) + 
u, (3h, 2h) + u, (2h ,3h)) +u (h,h) + u, (3h,h) + 
ua (h,3h) + uy (3h,3h) ]. 


2. 七 点 限制 
用 如 下 的 七 点 星 模式 符号 描述 ; 
0 “1⁄2 1⁄2 
I sy 1 v| 
1/2 1⁄2 0 
e 7537 


显然 , 按 七 点 加 权 运 算 , 粗 网 点 (2h,2A) 上 的 函数 值 与 周围 细 网 点 
上 函数 值 的 关系 如 下 : 


t-i (2h,2h) = [ u (2h,2h) + + Cu Chh) + a (h,2h) + 


us (3h,2h) + u, (2h,3h) + u (h,h) + u, (3h,3h)) ]. 
对 多 重 网 格 的 每 一 层 上 定义 如 下 内 积 : 
Guau) = X) hiu, (x) u (x), 


r€ n, 
其 中 以 是 维 数 ,2E 民 .从 而 可 以 定义 伴随 映射 (adjoint injection) 
(有 wz = (us TE) vems 
PRO)" 为 ,的 伴随 映射 . 
当 d=2 时, 易 知 
hš 1 


K Aa (T, )" = gy TD = gD. 


因此 , 九 点 限制 是 九 点 延 拓 的 伴随 ,七 点 限制 是 七 点 延 拓 的 伴随 . 

关于 延 拓 和 限制 的 附注 : 

(1) 最 显然 的 一 种 限制 算 子 是 直接 映射 (injection), 即 粗 网 向 
量 直接 取 相 应 细 网 点 上 的 值 , 这 种 算 子 没有 伴随 

(2) 令 2m 为 所 求解 的 微分 方程 的 阶 ,m， 为 延 拓 的 阶 ,mg 为 
限制 的 阶 , 则 它们 应 满足 条 件 m, +mx> 2m. 


13.5 非 线性 多 重 网 格 法 


非 线 性 微分 方程 ,如 二 元 方程 
— Au(r,y)=e 
其 右 端 项 关于 x(z,y) 是 非 线性 的 ,或 边界 条 件 是 非 线 性 的 . 把 微 
分 方程 和 边界 条 件 结合 起 来 ,可 以 得 到 抽象 方程 


Lu = f. 6132555 


u(r.y) 
9 
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前 面 所 述 的 线性 多 重 网 格 方法 完全 适合 于 这 类 非 线性 边 值 问 题 ， 
这 里 仅 讨论 两 种 方法 : 13. 5. 1 节 讨 论 基于 线性 化 的 方法 ,13. 5. 2 
节 讨论 非 线 性 多 重 网 格 方法 的 本 质 处 理 . 


13.5.1 牛顿 多 重 网 格 法 


牛顿 多 重 网 格 法 是 一 种 基于 线性 化 的 方法 . 令 
gu) = Lu — f = 0. (13.5.2) 
在 0Q.(& 二 0,1,2,…,M) 上 分 别 用 五 点 差分 离散 上 式 后 ,得 到 如 下 
离散 形式 的 非 线 性 方程 组 
pu) =0 (k=0,1,2,.,M), 3.5.3) 
其 中 Pu, ER™ N, =L X J- hL 为 xz 方向 的 网 点 数 ,J 为 y 方 
向 的 网 点 数 . 
将 gi (5) 在 ui” 处 作 泰勒 展开 ,使 去 u, 一 ul” 的 高 阶 项 , 留 下 
线性 项 ,这 本 质 上 是 把 p (wu ) 线 性 化 . 得 到 如 下 的 牛顿 迭代 公式 : 


yui” w, = di”, 
n = 0,1,2,, (13.5.4) 


uit = ut 一 W, j 
其 中 
di” =— gi (ui™ ), 
Ipi Ipi Igi 
Jui Ju; EPA 
3⁄ ag _.. 9@ 
(ua) = Cu) = |I Juk But | (me) 
: Aue ° . . 
Ipi Ipi Ipi 
Jul Əu EDH 


这 是 向 量 p, 对 向 量 ws 的 导数 , 即 在 u, 处 的 雅 可 比 和 矩阵. 
牛顿 多 重 网 格 算法 如 下 ， 
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(1) 给 定 初 值 ul”. 
(2) 进行 迭代 ,n= 二 0,1 2 
9 《 


D 计算 dP =— p Uui ) syi” = uP y: 


@ 以 wp 为 初 值 ,对 vw, = d 执行 一 个 线性 多 重 网 格 和 
代步 ,得 到 wP. 

图 HA uf? =u” +w. 
这 是 一 个 典型 的 牛顿 多 重 网 格 迁 代 算法 . 


13.5.2 非 线性 多 重 网 格 法 


利用 非 线性 多 重 网 格 算法 能 避免 牛顿 迭代 中 的 线性 化 ,这 个 
算法 与 线性 多 重 网 格 法 一 样 有 效 .下面 讨论 这 个 算法 ,注意 它 与 线 
性 情况 的 不 同 之 处 

1. 非 线性 阻尼 雅 可 比 迭代 方法 

在 多 重 网 格 法 中 ,我 们 感 兴趣 的 是 非 线性 迭代 法 对 高 频 误差 
分 量 的 光滑 性 质 . 众所周知 ,在 迭代 方法 中 引信 松弛 参数 w 4 
0<¿<1 时 , 低 松弛 校正 可 以 扩大 收敛 域 ,如 将 牛顿 迭代 法 (13. 5. 4) 
的 第 二 式 改 为 t =u” 十 wwi. 本 节 着 重 讨论 雅 可 比 -牛顿 w 松 
弛 法 和 雅 可 比 -皮卡 (Picard)w 松弛 法 . 

考虑 非 线性 问题 (13. 5. 1) 的 离散 方程 组 

Lu, = frs 
为 讨论 方便 起 见 , 将 该 非 线 性 差分 方程 写成 如 下 形式 : 
Lus = Lust g(x,u,) = frs 
其 中 L, 为 线性 差分 算 子 . 为 讨论 方便 起 见 , 设 L, 为 五 点 差分 算 
子 ,g(x,ui) 为 u, 的 线性 或 非 线 性 函数 . 

类 似 于 式 (13. 4. 7) 和 式 (13. 4. 8) ,一 个 非 线 性 阻尼 雅 可 比 松 

弛 定义 为 
ui” = ul” Holz — u”), (13.5.5) 
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jru + (Lius = u )+ gx) = fa. (13.5.6) 
将 式 (13. 5.6) 中 的 非 线性 项 g(x,z,)fE ui” 处 作 泰 勒 展开 , 仅 留 
下 关于 (z, 一 wh”) 的 线性 项 , 则 被 线性 化 为 
fu + (Liu — Sup )+ Gul) + 
IE Cerua — uk") = fas (13.5.7) 


称 式 (13. 5.5) 和 式 (13. 5.7) 为 雅 可 比 -牛顿 w 松弛 法 . 
若 用 PF00054 084 5.6) 中 的 g(x,z,) WE 
起 4 (Lui? 一 pru )+ gxu) = fas (13.5.8) 
称 式 (13. 5. Rs 5. 8) 为 雅 可 比 - 皮 卡 w 松弛 法 . 
为 具体 讨论 以 上 两 种 迭代 方法 的 光滑 效应 ,假设 g 为 wu 的 线 


性 函数 , 即 I 
g(x,u) = cu, c> 0, 


显然 3 一 ,将 它们 代入 式 (13. 5. 6) 和 式 (13. 5.7), 则 雅 可 比 - 牛 
顿 w 松弛 法 的 和 迭代 和 矩阵 为 


oo 
Bs. = (1 rr) mb (13.5.9) 
雅 可 比 -皮卡 w 松弛 法 的 和 迭代 矩阵 为 
_ wpoh’ _ wph? 
Ba. = (1-25 )n L. G3.5.10) 
当 ou = tre wp BÍ, B... = Bpo. IH zÉ (13. 4. 9) 和 式 (13. 4. 10) 
可 知 
wh? 
B. = I, — #7 L> (3. 5.11) 
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AGB.) = 1— [2 — cos iT — cos 2), 1<hkh SN-1, 


2 N N 
(13.5.12) 
将 式 (13. 5. 11) 和 式 (13. 5.12) 代 入 式 (13. 5. 9) 和 式 (13. 5. 10) ,得 
(1 — an)ch? 
Bin, = eri a aE E = YS 
z _ wch? 
Br, = By, 4 一. 
易 得 它们 的 特征 值 分 别 为 
_ 4 (1 — wn)ch’ 
A(B;..) = qq gpa) tipa 
s 
A(B;.) = A(B;,.) _ A 
雅 可 比 -牛顿 w 松弛 法 的 光滑 因子 为 
HB ) wav | ABr) | 
So _ 2cos(xh) _ 4cos(xh) 
—max| 1—e (1 4 十 ch )| L 让 JE 
(13. 5. 13) 


其 中 大 = (ksk), |k| =max{ki sk}. 上 式 括 弧 内 的 两 个 值 , 它 们 
R: b, 和 分 别 取 N/2 和 NN 一 1 时 得 到 的 4(Bis。) 以 及 kl M k, 均 
取 N 一 1 时 得 到 的 4(Biw). 从 上 式 可 知 对 固定 的 wx (0 二 wy 二 1) 
和 固定 的 h, 当 c 一 co 时 ,有 
limy (Bin. ) =| 1 — wy [z 
可 以 求 出 雅 可 比 -牛顿 w 松弛 法 的 最 佳 松弛 因子 和 最 佳 光滑 


因子 分 别 为 
4 十 ch? 3cos(xh) 
@ 4 二 hi 十 cos(nh)” #™ 4 cCh'+ cos(xh)` 


易 见 对 固定 的 h, 雅 可 比 -牛顿 w 松弛 法 的 光滑 因子 随 c 的 增加 而 
变 好 . 
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对 雅 可 比 -皮卡 w 松 弛 法 ,将 on = tt, 代入 式 (13. 5. 13)， 


则 有 雅 可 比 -皮卡 w 松弛 法 的 光滑 因子 


4 十 ch? 2cos(xh) 
KBr) =m | 


ch? — 2cos(xh) 
| 


— Ateh’ (1 十 42 ) 


4 4 + ch? 
-oo 
| 4+ch?+4cos(xh) | 

wp 人 
易 知 当 固定 wp (0 二 wp 二 1) 和 及 , 随 c 增加 到 充分 大 时 , 雅 可 比 - 皮 
卡 w 松弛 法 没有 光滑 性 质 . 
2. 亏损 方程 
考虑 非 线 性 问题 (13. 5. 1) 的 离散 方程 组 
Lus = frs 
Joh É, 为 差分 算 子 ,h 为 网 格 步 长 . $ u; 为 精确 解 ,us 为 近似 
解 ,w 为 误差 .将 ui =u, + x, 代 人 上 式 , 有 
L, Cu, +u) = fa. 
4 Ë, 为 线性 算 子 工 , 时 , 则 
L,u, + Livr = f, + 


1—e [1 + 


亏损 方程 为 
Liv, = d, 
Joh d, = f, —L,u,. 从 亏损 方程 求 出 w ,用 它 对 u, 进行 修正 . 
4 Í, 为 非 线 性 算 子 时 ,上 不 能 分 别 作用 于 ws 和 wi, 则 
Lu +u) — Ebru, = f, — bu,. 
仍 令 d, = f, —L,u, , 则 亏损 方程 为 
L, Cu, +u) — Êru, = d,, 
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在 粗 网 Q, 上 的 亏损 方程 为 
La (Fu, 十 mp) — La (IFu,) = IFd,, 
其 中 IF 为 限制 算 子 . 与 线性 情况 不 同 , 不 是 在 粗 网 上 直接 求解 校 
ERv ,而 是 求解 完全 逼近 量 un = IPu, + on , 即 求 解 方 程 
Lnun = da +Ê (IFu,), 
然后 ,有 校正 量 
Vy = un — luh. 

3. FAS 双 网 格 方法 

FAS(full approximation storage) 方 法 是 非 线 性 多 重 网 格 法 ， 
它 的 特点 是 不 存储 校正 量 vn ,而 是 存储 完全 近似 量 wn = Ifui + 
vs. 其 中 用 C 表示 非 线 性 松弛 法 松弛 vy 次 的 松弛 算 子 ,而 不 同 于 
线性 松弛 法 中 的 松弛 算 子 符号 S'. 

FAS 双 网 格 算法 为 : 

(1) 前 光滑 : 对 u ENA, 上 作 次 非 线 性 松弛 ,得 到 

u” def £ G'i Cut” L... fa). 

(2) 粗 网 修正 : 

D 限制 近似 解 : up = Bu, 

@ 计算 网 格 亏损 量 : di” = f, — Lui”. 

@ 限制 亏损 量 : dp =d”. 

@ 计 算 fn=dn 十 Lnu 久 ,在 人 Qn 上 求解 亏损 方程 上 nun = fu, 
RIG u uy. 

© 计算 Qn 上 的 修正 量 : vip Suy 一 Tew”. 

© 插值 修正 量 : o” = Toi. , 

@ Xt u” 作 修 正 : u =u” +o”. 

(3) 后 光滑 : 对 ul” 在 Q。 上 作 v 次 非 线性 松弛 ,得 到 

uto :一 G» (a it f) 3, 
4. FAS 多 重 网 格 法 
下 面 讨论 用 FAS 多 重 网 格 法 求解 Qu 上 离散 的 非 线性 方 
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程 组 
Luum = fu 
的 计算 过 程 .已 知 gp , 求 ut 1=MFAS ug „Èm, fu). ti FAS 
双 网 格 法 ,计算 分 三 个 阶段 : 
(1) 前 光滑 : 对 ul 在 Qw 上 作 次 非 线 性 松弛 ,得 到 
u := Gn (wb? ,Lu fu). 

(2) 粗 网 修正 : 

D 限制 近似 解 : uy =M ug. 

O 计算 An 上 的 亏损 量 : du) 二 fv 一 LuwuW. 

O 限制 亏损 量 : d IM dW. 

@ 计算 fw-1= 二 du-! +Üu- u4 ,在 fw-1 上 求解 非 线 性 亏损 
方程 Lu umi = fui MIHI um- :二 MFAS (u4 , Èu- 
Jo 以 2 好, 作为 初始 值 , 作 MFAS 网 格 法 的 r(r 宇 1) 型 迭代 ， 
需 用 到 网 格 Nm-Nm- o. 

© 计算 Qw-; 上 的 修正 量 : vi Sum- IM uk. 

@ 插值 修正 量 : v 二 IY ua. 

@ Hup WEE: up =u +o. 

(3) 后 光滑 : uP 在 Qw 上 作 v 次 非 线性 松弛 ,得 到 

ut = Ge (uf? ,Lu fu). 


13.6 计算 机 上 的 执行 性 能 


13.6.1 数据 结构 


多 重 网 格 法 的 程序 可 以 做 到 高 度 模块 化 ,如 松弛 、 揪 值 和 限制 
均 可 编 成 独立 的 子 程序 ,容易 调用 ,容易 蔡 换 . 除 此 之 外 ,对 于 规则 
区 域 还 需 采用 合理 的 数据 结构 ,当然 ,对 于 不 规则 区 域 或 网 格局 部 
加 密 情 况 除 外 . 
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对 于 规则 区 域 , 只 需 用 两 个 数组 . 一 个 数组 v 存放 每 层 网 格 上 
的 解 向 量 和 误差 向 量 ,从 最 粗 网 格 到 最 细 网 格 , 逐 点 依次 排列 ; 5 
一 个 数组 f 存放 每 层 网 格 上 的 右 端 项 和 余 项 ,也 是 从 最 粗 网 格 到 
最 细 网 格 依次 排列 . 这 两 个 数组 均 应 包括 边界 点 ,对 一 维 问题 ,第 
k BA 2 十 1 个 点 . 
图 13. 21 描述 了 间隔 数 N 一 16, 网 格 层 数 M=4,V 循环 的 一 
维 问题 的 典型 数据 结构 ,说 明 数 据 结构 随 V 循环 在 变化 . 
v RiR 了 数组 
met 
3.5 9 17 : 17 
art Car 


yv% 
在 a4 上 松弛 
4h f* 


在 Qu 上 松 池 了 | x | 人 rzTzT x | 
在 ow 上 求解 EEDAN 
在 Qw 上 修正 和 松弛 ORA] x | 
在 thw 上 修正 和 松弛 


vt 


TE (上 修正 和 松弛 Goe] yy | 
本 表示 当前 步 的 数据 
二 表示 不 变 的 数据 
Co J 表示 零 


图 13.21 
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先 初始 化 每 层 网 格 的 解 向 量 , 即 置 数组 w 为 零 ,最 细 网 格 上 的 
右边 数组 了 是 已 知 的 ,其 余 层 的 了 也 置 为 零 . 4 V 循环 往 粗 网 方 
向 下 降 时 ,每 层 网 格 上 的 松弛 把 该 层 解 向 量 数组 填 满 ,同时 把 余 项 
转移 到 下 一 层 粗 网 ,把 该 层 的 右 端 数组 填 满 . 当 V 循环 往 细 网 方 
向 上 升 时 ,右边 数组 不 变 , 但 在 每 层 网 格 上 又 进行 松弛 , 重 写 该 层 
的 解数 组 段 ,同时 把 前 一 层 粗 网 上 的 解数 组 段 冲 成 零 ,目的 是 为 执 
行 另 一 个 V 循环 提供 零 初始 值 . 

二 维 问题 的 数据 结构 和 一 维 类 似 , 仅 仅 每 层 网 格 上 的 数据 段 
比 一 维 情况 长 些 . 


13.6.2 存储 量 


考虑 d t n 层 网 格 ,每 层 网 点 为 N*, N=2", 每 层 存储 v 和 上 了 
两 个 数组 . 存储 量 
M, =2N° + 2CN/2)* + e + 2(N/2")3 
=2N4(1+ 2-4 + 24 +... d 24) < 2N4/(1 — 2-3). 
X d=1 时 ,Mi<2(2N) ,不 足 2 倍 细 网 存储 量 . 


当 d=2 时 ,M: 一 地 (2N?) ,不 足 4/3 倍 细 网 存储 量 . 


当 d=3 MM <È OND, RE 8/7 倍 细 网 存储 量 . 
因此 ,多 重 网 格 法 的 存储 量 随 问题 维 数 的 增加 而 相对 地 下 降 . 
13.6.3 计算 量 


记 WU(work unit) 为 工作 单位 , 即 一 个 WU 为 细 网 上 执行 一 
次 松弛 所 需 的 算术 运算 量 ,v =, =1 的 一 个 V 循环 多 重 网 格 法 
的 工作 量 为 


Wya = 2WUQ T 24 2 += 274) < 22 
则 有 


WU 


2-4 
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Wu <4 WU, Ww <£ WU, W. < E WU. 


n =n =1 的 一 个 FMYV 多 重 网 格 法 的 工作 量 为 


Wermva = Wa + 2-4 + 2-4 E + 2 4) < a 一 


WU 


则 有 

Wru < 8 WU, Wmv < " WU, Wewvs <š wU. 

设 p 为 微分 方程 的 阶 ,M 是 一 个 常数 ,e 是 一 个 小 量 为 解 的 计 
算 精 度 , 则 在 一 (e/(2M))" "条件 下 ,多 重 网 格 法 收 贫 到 截断 误 
差 级 所 需 的 运算 量 为 : V 循环 多 重 网 格 法 的 总 运算 量 为 
O(N“logN),FMV 多 重 网 格 法 的 总 运算 量 为 OON?). 这 比 求解 线 
性 代数 方程 组 的 直接 方法 的 计算 速度 还 要 快 ， 
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14 积分 方程 数值 解法 


14.1 引言 


积分 方程 (integral equation) 
b 
ya) = af K(=,s)y(s)ds + f(z) (14.1.1) 


称 为 第 二 类 ( 弗 雷 德 霍 姆 ) (Fredholm) 积 分 方程 (Fredholm 
integral equation of the second kind) ,其 中 y 为 未 知 函 数 ,K 为 积 
分 方程 的 核 (kernel of the integral equation) , f 为 右 端 项 或 称 自 
由 项 ,4 为 参数 .A,K 和 上 了 了 均 为 已 知 . 积分 方程 (14. 1. 1) 的 数值 解 
法 即 是 求 未 知 函 数 y 的 近似 解 3. 

积分 方程 


[KezoyCod = ky (x) (14.1.2) 


有 非 零 解 ,此 时 < 为 核 的 特征 和 值 (eigenvalue of the kernel) ,而 y 
为 对 应 于 特征 值 < 的 特征 函数 (eigenfunction). 方程 (14. 1. 2) 的 
数值 解法 即 是 求 x 和 y 的 近似 解 . 

积分 方程 


y(z) = a] Kæ yds + fe (4.1.3) 
0 


称 为 第 二 类 ( 沃 尔 泰 拉 ) 积 分 方程 (Volterra integral equation of 
second kind). 其 数值 解法 即 为 求 近似 解 3. 
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14.2 Se 3pE6Tin 2 E E6 
求 积 方法 | 
14.2.1 方法 的 一 般 描述 
求解 第 二 类 弗 雷 德 霍 姆 积分 方程 
xG) 一 让 KGz,9y(9Dds+ f(z) 


的 数值 求 积分 方法 (quadrature method) 或 称 有 限 和 方法 (method 
of finite sums) 是 : 取 某 一 数值 求 积 分 公式 


a : 
[Fear ~ DAF), (14.2.1) 
s k=l 


其 中 z Ela DJERBA, A 是 不 依赖 于 下 的 求 积 分 公式 


的 系数 . 
把 第 二 类 弗 雷 德 恤 姆 积分 方程 中 的 定 积分 用 数值 求 积分 公式 
来 代替 ,于 是 积分 方程 变 为 一 个 近似 式 


y(z) azA2JA,K(z,z )y(a,) + fr). (14.2.2) 
k=1 
如 果 把 上 式 写 为 
PG) =A J AK zz) T(z) + f(r), (14.2.3) 
k=1 


则 3 为 y 的 近似 解 . 令 z= xí ,z,, "rz ,并 采用 记号 == 了 (xi)， 
Ka =K(x=isz,), f, = fl), BRAA 2.3) 得 线性 代数 方程 组 


J =AD AKa 3 +f, G= 1,2,--,n). (14.2.4) 
k=1 


如 果 方 程 组 (14. 2. 4) 的 行列 式 
|I—AL |Z 0, (14.2.5) 
那么 方程 组 有 惟一 解 六 yz,… yo 其 中 
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AK, AKxk … AKu 


Koa AK, AKo ~ A,K;, 


A. K,. A. K,, "s A,K,, 
Pi ,yz Fn 就 是 积分 方程 (14. 1. 1) 的 解 y 在 求 积 分 公式 的 节点 
Z sme t z, 上 的 近似 值 . 利用 这 些 值 可 以 求 出 任意 Elab] 
积分 方程 (14. 1. 1) 的 近似 解 
y(z) = fO) TAN AKO) S. (14.2.6) 


@ 14. 2. 1 用 辛普森 求 积分 公式 和 三 点 高 斯 - 勒 让 德 
(Gauss-Legendre) 求 积分 公式 并 解 积分 方程 


y Gy s= La —3zs)y(s)ds + (1 — 3z). 
解 ”辛普森 求 积 公式 为 
f Feoaz == Hro +4F[+)+ Fo) ], 
应 用 此 公式 到 积分 方程 得 线性 代数 方程 组 
lij 45; --s,.)+1, 


yi ç 

3 = TD tzal, 

p = Hj —25 27] 2 
Z 4 


Wu JE. =. = 15 =Í. 
利用 近似 解 表 达 式 (14. 2. 6) 可 以 得 出 

itd syi a 

a A: 7) -F 


三 点 高 斯 - 勤 让 德 求 积 公式 为 
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f Fear ~ rs [SF + 8F(+)+ 5F60 ]， 


其 中 


e= +a —V0.6) = 0. 112702, 


B= +G +. 6) = 0. 887298, 
应 用 此 积分 公式 到 积分 方程 得 线性 代数 方程 组 
0. 732807 J, — 0. 369310 F: — 0. 194444 J, = 0. 661895, 
— 0. 230819 $, + 0. 888889 z, + 0. 091930 z, =— 0.5, 
— 0. 194444 $, + 0. 147088 3, + 1. 378304 y, =— 1. 661894. 


解 之 ,得 
Jı = 0.441264, y, 一 一 0.333333， $, =— 1. 107929. 


利用 近似 解 表达 式 可 得 


50) = 0.666667, s [+)= 0.166667, 


5 (3)=—0.833334, 5(1) =— 1.383333. 
4 


本 例 的 解析 解 为 y(z) = 二 (1 一 3z), 可 以 看 出 求解 是 很 精 


确 的 . 

由 于 在 求 积分 方程 的 近似 解 的 过 程 中 都 要 解 线性 代数 方程 组 ， 
而 方程 的 个 数 与 数值 求 积 分 公式 的 节点 数 相同 ,因此 不 宜 靠 增加 节 
点 数 来 提高 求 积 公式 的 精度 , 故 采用 高 斯 求 积分 公式 是 较为 合 
适 的 . 
14.2.2 乘积 积分 法 

在 积分 方程 (14. 1. 1) 中 要 计算 积分 

[x (Xx,s)y(s)ds. 
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如 果 固 定 z, 并 令 I 
W(s) = K(z,s), s € [a,b], 
那么 上 述 积分 就 化 为 通常 的 乘积 积分 


[Woyo ds. 


H ik,uj 1 H 38 3 38R2y B) 5 šE (method of product integration) 3: 
计算 . 

在 区 间 [a, 0 上 取 ”个 不 同 的 节点 (通常 取 等 距 节点 )s， 
S2 + °° aSa ,构造 求 积 分 公式 


f'kg dsa DA Dp» 
其 中 系数 依赖 于 z. 选取 A,(z) 使 求 积 分 公式 的 代数 精度 为 n, 即 
要 求 对 p(s) 二 (1 二 0,1,…,n 一 1) 有 
aws = [Kaya (一 0, 1 一 1)， 
t=1 a 


(14. 2.7) 


这 是 一 个 线性 代数 方程 组 ,其 中 
A, Cr), A(x), A, (z) 
是 未 知 函 数 . 当 Ak(z)(R 一 1,2,…，7) 求 出 之 后 ;可 以 用 近似 式 


yr) ~A X Ala) y + f(z) 
k=l 


来 代替 积分 方程 (14.1. 1). 
如 果 令 f= 二 5 ,ss ，…，,s,， 则 得 线性 代数 方程 组 


Fi =ADALS) Ttfs) G =1,2 n), (14.2.8) 
k=l 


由 此 可 以 求 出 解 的 近似 值 记 ,7 ，…,7. 
为 了 计算 Ai(s)(k,i 二 1,2,…,n) ,一 般 要 求 核 K(z,s) 有 解 
析 表 达 式 . 
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例 14. 2. 2 用 乘积 积分 法 解 积 分 方程 


wl Ys) 
y) L. IFG pSt 


解 采用 11 个 等 距 节点 ,得 出 11 个 未 知 数 的 11 个 方程 所 构 


成 的 方程 组 , 解 之 得 
3(0) = 0. 65741, 了 ( 士 0.2) = 0. 66151, 
3( 士 0.4) = 0.67389, (C+ 0.6) 一 0. 69448, 
了 ( 士 0.8) = 0.72249, 7( 士 1) = 0.75572. 
这 个 结果 是 相当 精确 的 . 
乘积 积分 方法 可 以 用 来 求解 其 核 K(z,y) 为 奇异 的 情况 ,其 
奇异 性 的 含义 是 核 的 一 阶 导数 或 多 阶 导数 在 积分 区 域内 无 定义 的 


情况 . 例如 ， 
K(z,s) = In lz 一 | K(z,s), 
其 中 并 (z,s) 是 其 变量 的 光滑 函数 . 


14.2.3 修正 的 数值 求 积 方法 


使 用 数值 求 积 方法 时 ,已 假定 核 函 数 K 是 充分 光滑 的 . 如 果 
K 有 奇异 性 质 , 则 要 进行 一 些 辅助 工作 以 抵消 奇异 性 质 的 影响 . 
而 乘积 积分 方法 可 以 用 于 求解 具有 奇异 性 质 的 核 K 的 积分 方程 . 
如 果 当 z=s 时 ,K 具有 奇异 性 质 , 则 先 把 积分 方程 (14. 1. 1) 
改写 为 
y(z) — bx) Kr)ds 


=2 K diy) — y(z)]ds+ f(z). (14.2.9) 
等 号 左边 的 积分 是 不 含 未 知 函 数 的 ,因而 可 以 计算 出 来 . 而 等 号 右 
边 的 积分 ,由 于 当 z=s 时 ,有 [y(s) 一 y(z)]==0, 因 此 可 以 消除 或 
减弱 奇异 性 质 . 
利用 数值 求 积 公式 (14. 2. 1) ,并 令 7 为 积分 方程 的 近似 解 , 则 
可 写 出 
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3CGz)[1—A4B(z)] = A57A,K(z,s)[5(s) — Fa] + f(z), 
k=1 
其 中 
b 
B(z) = | K(x,s)ds. 
如 果 记 
AG) = PD AK (zx,s) — B(z), 
k=l 
并 令 z= s; ,就 得 到 
FDU HAA Cs] =A JAK Gs s) SC) + fs;) 
k=1 ' 
j= 1,2,*,n. (14. 2. 10) 
公式 (14. 2. 10) 称 为 修正 的 数值 求 积 方法 (morjified quadrature 


method). 
例 14.2.3 求 积 分 方程 


y(z) 一 一 |Kcr,oycod+ z 


的 近似 解 ,其 中 
D; 340<<xz=< s<1, 
K(z,s) = 
s(l—z), 340 < s< z“ <1. 
积分 方程 的 精确 解 为 y(z)=2coshz 一 0.07335sinhz 一 2. 

解 ” 先 用 一 般 数值 求 积 方法 来 求解 . 利用 两 个 节点 的 高 斯 - 
勒 让 德 求 积 分 公式 ,节点 为 sı = 0. 21132, s: =0. 78868. 相应 的 求 
积 系数 为 A, =A: 一 去 ,那么 可 以 求 得 线性 代数 方程 组 

n 08333 s, + 0. 02233 y, = 0. 04466, 


0. 02233 3, + 1. 08333 z; = 0. 62202. 
解 此 方程 组 ,得 其 解 
Jı 一 0.02940， J: = 0. 57357. 
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将 此 解 与 积分 方程 的 解 在 相应 的 节点 上 的 值 相 比较 有 
y(s) — ğı =—0.00020, y(s,) — J: = 0. 01732. 

由 于 此 例 中 积分 方程 的 核 KE r=, 处 一 阶 导数 不 连续 ,为 
此 应 采用 修正 的 数值 求 积 方法 ,把 积分 方程 写 为 式 (14. 2. 9) 的 形 
式 (一 一 1): 

yD[1 +[Kez,pas]=—- f Kdi = yy ae; 
由 于 
| gcr,ods = 5a — z), 


上 面 的 积分 方程 可 以 写 为 
>(z)[1 +a -2 +f Kadis) cy 


仍 利用 两 个 节点 高 斯 - 勒 让 德 求 积 公式 代 蔡 上 述 积分 ,并 今 
Z= s.) s sz ,就 得 到 线性 方程 组 
1. 06100 š, + 0. 02233 z; = 0. 04466, 
A 02233 ğı + 1. 06100 y, = 0. 62202. 
解 这 个 方程 组 ,得 
Jı = 0.02976, J: = 0. 58564. 
再 用 积分 方程 的 精确 解 y(z) 在 求 积 节点 上 的 值 与 其 比较 ,可 以 
得 到 
y(51) — $i =—0.00056, y(s,) — $, = 0.00525. 
由 此 可 以 看 出 ,采用 修正 的 数值 求 积 方法 得 到 的 数值 结果 更 
精确 . 


14.2.4 ER J E 


当 积分 方程 的 核 K A =, X 88 W H B E j Cterated 
kernel) 
*，772 。 


Ki(z,sy = [Kao KG, Ja: 


时 ,可 以 把 积分 方程 (14. 1. 1) 化 为 如 下 形式 : 
ylz) = z Kars dy ds Haf K D fds + feo, 


(14. 2.11) 
其 中 积分 


Í K(z,s) fC) dr 


不 包含 未 知 函 数 , 因 而 可 以 计算 出 来 . ARA K: 的 积分 用 数 
值 求 积 会 比 含 K 的 积分 更 有 效 , 这 个 方法 称 为 重叠 核 方法 
(iterated kernel method). 
例 14. 2. 4 用 重合 核 方法 求 例 14. 2. 3 中 积分 方程 的 近 
似 解 . 
解 ” 积 分 方程 的 重 倒 核 为 
Lias? p’ — 3s FH 2as — 2, 0<xzx=<s=< 1, 


K,(r,s) = 


Lear’ + as? —3st +2sr — s), O<; <<= 


此 例 中 ,X= 一 1, f(x)==z? ,并且 
af K(z,s) fG)ds + fGz) 一 zz 一 二 zf 十 证 
记 等 式 右 边 部 分 为 F(z), 则 相应 于 式 (14. 2.9) 有 
xG) = | K.cz,)>(94s + FC. 


对 此 积分 方程 应 用 数值 求 积 方法 , 仍 采 用 两 个 节点 的 高 斯 - 勒 让 
德 求 积 公式 ,有 

K,;(si si) = K,;(s+ s) = 0. 00926, 

K: (si s|) = K,(s; ,5s1) = 0. 00678, 

F(s) = 0.02722, F(s,) = 0. 58854. 


À 


1. 
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由 此 得 线性 代数 方程 组 
99537 $, — 0. 00339 >, = 0. 02722, 
— 0. 00339 $, + 0. 99537 x, = 0. 58854. 


解 这 个 方程 组 ,得 出 
Jı = 0.02936, j; = 0.57138, 


此 解 与 积分 方程 的 精确 解 y 在 求 积 的 节点 上 的 值 相 比较 有 
y(s)— J =—0.00016, y(s,) — Fz = 0. 00049. 
可 以 看 出 ,这 是 相当 精确 的 . 


14.3 近似 退化 核 蔡 代 法 


对 于 第 二 类 弗 雷 德 霍 姆 积分 方程 (14. 1. 1) : 
xG) = 让 KGz,ey(9ds 二 (z)， 
如 果 其 核 K 可 以 表示 为 
K(z,s) = Deana), 


则 称 其 核 是 退化 的 ,其 中 假定 函数 系 {ui (z)) 是 线性 无 关 的 ， 


{B.(s)} 也 是 线性 无 关 的 . 


近似 退化 核 震 代 法 (method of replacing approximately the 
kernel by a degenerate one) 是 基于 退化 核 积 分 方程 求 其 精确 解 的 
方法 . 设 积 分 方程 (14. 1. 1) 的 核 K 可 以 近似 地 用 一 个 退化 核 来 替 


代 , 即 


K(z,s) ~ JJa: (8C), (14.3.1) 
i=] 


并 设 寻求 的 方程 (14. 1, 1) 的 近似 解 y 形 如 


Fla) = AD calz) + f(z), (14. 3.2) 


i=] 
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其 中 
b 
a= feo Fds. (14. 3. 3) 


把 表达 式 (14. 3. 2) 代 人 人 式 (14. 3. 3) ,得 到 
g [pcds af Bo Deads Ce 
a a = 
引入 记号 | 
b b 
f= | ROfOds A, = f'a OBd 14.3.9 
从 而 得 出 
c= ADA; = f, G= 1,2, n). (14.3.5) 
j=1 


这 是 关于 c, 的 线性 代数 方程 组 , 解 此 方程 组 就 可 得 到 cl ,cz,…， 
cv 把 这 些 数 代 人 表达 式 (14. 3. 2) 就 得 到 第 二 类 弗 雷 德 堆 姆 积分 
方程 (14. 1. 1) 的 近似 解 . 

通常 , 取 K 的 按 某 一 标准 正 交 函数 系 {g} 的 健 里 叶 级 数 的 部 
分 和 或 K 的 泰勒 级 数 的 部 分 和 作为 近似 退化 核 . 

例 14.3.1 用 近似 退化 核 替代 法 求 积分 方程 


ylz) = | sinhCzs)yCs)ds+ 1— 2 
的 近似 解 . 
解 ” 对 积分 方程 的 核 K(xrz,s)=sinh(zs), MIE Taylor 级 数 
的 前 三 项 的 部 分 和 


Cas)? | (ms)° 


sinh(zxs) ~ zs Eg 5 
来 替代 ,可 取 
a (z) = zx, a(r) =X ias(z) =f, 
AG) = s, ko) = 3” B6) = sie: 
faa) = 1 — zr. 
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把 近似 解 3 取 为 式 (14. 3. 2) 的 形式 : 
F(z) = az+ cz tar tlr, 


利用 公式 (14. 3. 4) 计 算出 线性 代数 方程 组 的 系数 及 右 端 项 ,有 
f. = f aofo ds =+, 


1 
f. = [ac fed = 元， 
1 < 
j= [af ds = zo 
A | sds 一 十 A = [as = + 
n Š 3 3? 12 Š 5?’ 
= e S A =f is E 4 
13 j: ds 7 , Az š 35 ds 30， 
“Loya SE =f ġe = 1: 
Az 31° ds = ° An = , 315 35 = gg 
人 =f ġe "EN 
An = | gds = gao Ar = j, Fd = Toso’ 
做 
As = J, 57% = 1320° 
于 是 得 到 线性 代数 方程 组 
ca 一 二 oa 十 二 十 了 oa 十 二， 
ll 
Ce = 30° += ts t yo. 
or "E 


= 840 ' T 1080  ' 1320 © 2880 
用 和 迭代 法 求解 ,可 得 c =0.3833,c,=0.0273,c,=0. 0008 ,由 此 得 
近似 解 了 (zx): 

y (=) = 0. 3833x + 0. 0273z° + 0. 0008z° +1— z’. 
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14.4 基于 解 的 展开 方法 


对 于 积分 方程 (14. 1. 1) 的 解 y(z), 如 果 写 成 
N 
yer) ~ ys (z) = Jah, (2), 4.4.1) 
i=} 


其 中 {h,(z)} 是 在 2*(a,5) 内 完备 的 . 那么 对 于 充分 大 的 N 以 及 
aM 的 某 种 选择 ,可 以 得 到 方程 (14. 1.1) 解 y(z) 的 相当 好 的 近似 
yn (z). 


14.4.1 最 小 二 乘 近似 

根据 一 般 的 最 小 二 乘 近似 (least squares approximation) JF. 
理 , 对 于 固定 的 N, 令 

Ka) 一 | cx (z=)— f(z) 一 | Kecz,pywcodq'dr， 
R ynl) ,使 其 满足 


minT(acv ). 
(N) 

e; 

其 中 am = (at af ya )T 


根据 式 (14. 4. 1)yw(z) 的 形式 , 置 


ol = . = ... 
Ja =0, i=1,2,; "N, 
得 到 关于 af 的 线性 方程 组 


LiVa'™ = f, (14.4.2) 
其 中 


b 
LP) = f MGI de, ij = l,2,, 


b 
GW, = ren adz, i=1,2,=,N, 
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L.G) = hila) {KG dh ds i= 1,2, N. 
方程 组 (14. 4. 2) 是 线性 方程 组 ,但 形成 矩阵 工 全 时 ,需要 计算 多 重 
积分 . 特别 地 ,Lf8 包含 了 如 下 的 项 ， 

f [gc,oncod] [J K cash yas Jaz. 


这 样 的 项 有 N° 个 . 这 样 ,积分 近似 计算 关系 到 最 小 二 乘法 的 工 


作 量 . . 
例 14. 4.1 用 最 小 二 乘法 计算 积分 方程 ` 


ylz) = sinz 一 la + 于 | yds 


的 近似 解 . i 
解 E h (z)=<x,h,(z=)=zx`',# 
ylz) ~ y, (z) = az + anr’ 


和 
1 [至 
iC = h (zy = +Í zsh, (Gs) ds, 
0 


由 此 可 得 到 
Ikta = z— 1 astas =z(1 - E). 


Ga. k s 1: 4 4 a 23. m° r 
Lh, (z) = > +Í = ds = z SSC 158: 
这 样 可 以 得 出 线性 方程 组 的 系数 矩阵 及 右 端 向 量 . 
(L.sya = [t a, (z))2ds ~ 0. 59215955, 


$ 
(Ldn SR f (Lh, (zx)) (Lh: (x))dr ~ 0. 87665709, 
£ 
(La = J: (Lh: (z))° dz az 1. 83717689, 


š 
(fis = | (Lhi C7)) (sinz — 了 zjdz == 0. 45835330, 
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Gish = f ana» (sinz — +=)az æ 0. 60032751. 


把 这 些 代 人 方程 组 (14. 4.2) , 解 出 Ari sar ;有 
an œ 0, 9887922, a, Az— 0.1450618. 


此 例 中 积分 方程 的 解析 解 为 y(z) 一 sinz, 取 展开 式 的 前 两 项 有 
sinz =s 10-2 = 1.0 — 0. 166667x°. 


14.4.2 R 


用 和 矩 量 法 (method of moments) 求 积分 方程 (14. 1. 1) 的 近似 
解 时 , 仍 设 {h,(x) ,i 二 1,2,…)}) 在 2:(a,5) 中 是 完备 的 ,并 假定 它 
们 是 正 交 的 . 设 3(z) 为 方程 (14. 1. 1) 的 近似 解 ,那么 
ra) = fe — [seo -af K9 5(s)ds] 
称 为 yX(z) 的 剩余 函数 . 一 般 要 求 剩余 函数 为 零 . 由 于 {h;}) 在 
2p?(a,b) 中 完备 、 正 交 , 因 此 r(x) 二 0 等 价 于 r(z) 与 h(x)(i=1， 
2,…) 正 交 . 


在 求 方程 (14.4. 1) 的 求 近 似 解 中 , 仅 涉及 到 N 个 参数 am (¿= 
1,2,…,NN), 因 此 最 好 使 得 


b 
ra = f — [yy -af K(z,s)ys (sd: | 
与 前 N 个 函数 有 (zx),…,hn(z) 正 交 , 即 
b 
[hary dz =0, i= 1,2,.,N. 


上 面 N 个 式 子 就 导出 了 线性 方程 组 
LiVa™ = fo, (14.4.3) 


其 中 
6 b 
LY) = huch, (dz —[ haKG hdzds, 
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" š 
(fo), = [h(n f(z)dz, isj =1,2,°%,N. (14.4.4) 


方程 组 (14. 4. 3) 与 用 最 小 二 乘法 导出 的 方程 组 相似 ,但 矩 量 法 在 
结构 上 更 简单 . 

一 般 函 数 系 {h,}) 是 完备 的 ,但 不 正 交 . 此 情况 可 以 用 格拉 姆 - 
施 密 特 过 程 正 交 化 . 

假定 {4,;} 是 线性 无 关 的 ,{h;} 是 格拉 姆 - 施 密 特 过 程 形成 的 正 
3683 £. 

Rila) = XITh;, (14.4.5) 

其 中 了 是 一 个 (三 角形 ) 正 交 化 和 矩阵. 

函数 系 (h;,i 二 1,2,…,N} 和 {hi;,i 二 1,2,… ,NN} 张 成 同样 的 
空间 . 令 


N N N i 
y (z) = Dyah: (£) = 27 ah: (z) = 27 a: D, Tih; (z) 
m N" i=1 i=1 jmi 
=D( DET Jua, (14.4.6) 
j=1 i=j 
所 以 有 
N 
a; = >T; dis 
即 = 


a = T'a. 
现在 使 剩 会 函数 r、(z) 正 交 于 {h,} 中 每 一 函数 ,如 前 面 推 
导 有 
LSY g™ =, 
其 中 
TY) =[ hn) > Kx, DRC5ds Jaz 


-E TaTaf hœ [Go -f'x Cz)hs)ds |dz 


k=1 i=] 
Y 

= D Ta Lu. 
k=l (=l 
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由 此 可 知 ， 
IP = TLPT", 
FY = TW. 
最 后 得 到 : 
TLP a” = Tf LiVa'™ = fe", 


可 以 看 出 ,此 方程 组 是 与 前 面 一 样 的 . 
例 14. 4. 2 HERRA 14. 4. 1 中 的 问题 . 
解 ” 用 例 14.4.1 中 同样 的 近似 解 形式 


Yo (z) = aç z+ az", 
其 系数 cc ac 用 方程 组 (14. 4. 3) 来 求解 .函数 
b 
h(x) -| KO Dh Dd Lh as = 1⁄2 

已 在 例 14. 4. 1 中 给 出 ,把 它们 代入 式 (14. 4.4), 有 

(Lo)u œ 0.8746586, (Lo) = (Le)n ~ 1.2948801, 

(Le)z ~ 2. 4563313; 

fo, ~= 0.6770180, — fa, ~ 0.9240475. 


求解 线性 方程 组 (14. 4. 3) 得 
ac, œ 0.9887920, ac, 一 一 0. 1450620. 


2 


可 以 看 出 ,其 解 与 最 小 二 乘 近似 得 到 的 解 相当 符合 . 
14.5 特征 值 问 题 


用 数值 方法 求解 积分 方程 
[Kezpycods = Ky(z) (14.5.1) 


的 特征 值 x 和 特征 函数 . 其 中 a,b 为 有 限 的 常数 ,K(zr,s) 为 给 定 
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的 核 . 

求解 方程 (14. 5. 1) 的 数值 方法 将 会 产生 有 限 个 近似 特征 值 
Kiki En 以 及 相应 的 特征 函数 . 由 于 方程 (14. 5. 1) 将 有 可 数 
的 无 限 多 个 解 ,因此 我 们 不 能 完全 地 求解 .通常 可 以 得 到 模 最 大 的 
特征 值 及 相应 的 特征 向 量 . 如 果 两 个 或 多 个 特征 值 相互 靠近 ,或 有 
多 重 特征 值 ,那么 求 相应 的 近似 特征 函数 将 很 困难 . 

数值 积分 方法 来 求解 方程 (14. 5. 1) 的 近似 特征 值 和 近似 特征 
向 量 并 不 是 很 好 的 方法 ,但 此 方法 是 最 直接 和 最 简单 的 . 

选取 适当 的 数值 求 积 公式 


; ; 
| F(z)dz ~ DIALF (a) (14.5.2) 
° k=1 
代 人 方程 (14. 5. 1) 中 的 积分 ,得 
DALK xT) Fz) = ky (2), 
k=l 


其 中 x ,3 分 别 是 积分 方程 (14. 5.1) 中 的 x 和 yy 的 近似 值 . 特别 地 ， 
G TEL ,Tr，"…*，T,， 则 得 到 一 个 代数 特征 值 问题 


DJAK (zj) IT) = REIT) (j= 1,2,%,n). 
k=1 


(14.5.3) 
此 式 可 以 写成 矩阵 形式 
天 卫 广 一 上 了 ， (14.5.4) 
其 中 
K(ai,zi) Klis) … K(xi,r,) 
K K(z;, zi) K(a,,z,) … K(azz,) 
KSTD KGE T:) … K(x=,,z,) 


D = diag(Al,A,,…,A,), 


y = (ifera) $, = 5(=;). 
如 果 核 K 是 实 对 称 的 ,那么 可 以 把 式 (14. 5. 4) 改 写 为 
(DiIKDi)z = gz, (14.5.5) 
其 中 z= 二 Diy. 由 于 矩阵 D? K D: E 3: AX PRAE EE , E H 48 tE r t #l 
特征 值 容 易 求 出 . 
例 14.5.1 求 积 分 方程 
fa — 3zs)y(s)ds = xy (z) 


的 近似 特征 值 和 相应 的 近似 特征 函数 . 
解 ” 取 求 积 公 式 (14. 5. 2) 为 梯形 公式 ,并 把 它 代 人 积分 方程 ， 
那么 对 每 个 + 得 


5 530) +40 一 3z) 3(1) = z5 (2). (14.5.6) 


特别 地 , 取 z=0,1, 则 得 方程 组 

i>i 
2 70) 
501) 


y(0) 
501) 


= £ 


z 
1 
> 一 1 
容易 求 出 特征 值 为 一 了 十 YL3 ,相应 的 特征 函数 了 可 由 (0)， 


7(1) 及 式 (14. 5.6) 得 到 . 
由 于 梯形 公式 误差 较 大 ,因此 所 得 到 的 特征 值 及 相应 的 特征 
函数 误差 也 较 大 . 


取 = 志 的 复 化 梯形 公式 ,可 以 得 到 


30O +4(1- $a) (去 + 圭一 3z) sQ) = gs. 
取 z=0, 去 ,1, 则 得 线性 代数 方程 组 
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A o QE 
4 2 4 | [ 50) 50) 
1 1 _ 工 |>f( 寺 | -=|>1 工 
4 8 8 5(z) Ta 5(>) 
ls de NE E A EGE 50) 
4 4 2 
或 可 以 写 做 对 称 形式 
1 Z 1 
4 4 4 |í z(0) z(0) 
2 1 _¿2||.(1y|- |; (1 
£ 8“ 8 a(z) Ti :(z) , 
J V2 š z(1) £ CL 
T To 2 


其 中 

(so ,z( 去 ),zCD) = (z5 ON 5[z2)'2 50). 
可 以 求 出 其 特征 值 为 一 志士 Y88 ,0, 仿 照 前 面 方法 可 以 求 出 相应 
的 特征 函数 


14.6 第 二 类 沃 尔 泰 拉 积 分 方程 的 数值 积分 法 


考虑 第 二 类 线性 沃 尔 泰 拉 积 分 方程 (linear Volterra integral 


equation of second kind) 
y(z) = [KD yod fay, 4.6.1) 


假定 其 解 是 要 求 在 有 限 区 间 [a,6] 上 , f(z) 在 [a,5] 上 连续 ,K(xz,s) 
在 a 三 三 x 二 b 上 连续 . 
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14.6.1 用 多 步 法 解 第 二 类 沃 尔 泰 拉 积 分 方程 
设 工 =nh, 采 用 等 距 节点 r =0,z,=kh,k=1,2,-- ,n. 相应 
求 积 公式 记 为 
[Fods DAF Cx) = DAuF h). (14.6.2) 
把 公式 (14. 6. 2) 代 人 积分 方程 (14. 6. 1) 的 积分 中 ,可 以 得 到 


Fnh) = 》 AnK (nh ,kh) Fh) + flnh). 


k=0 


把 上 式 改 写 为 多 步 法 的 一 般 公 式 , 有 
[1 — A,,K (nh,nh)] (nh) 
= FAK (nh Eh) S (h) + f(nh). (14.6.3) 


k=0 


特别 地 ,把 等 距 求 积 公 式 (14. 6.2) 取 为 复 化 梯形 公式 ,那么 , 公 
式 (14. 6.3) 简 化 为 


m-l 
[1 FAK Cnh nh) |y Cnh) =A X) K Cnh skh) 50h) + 


k=1 
LAK Cnh ,0) 3(0) + fCnh). 


(14. 6.4) 
由 于 从 积分 方程 可 以 得 到 y(0)= .六 0), 因 此 这 个 公式 开始 计算 特 
别 容易 ,Ch),y (2h),…,yCnh) 都 可 从 公式 (14. 6. 4) 递 推 地 
RH. 
例 14.6.1 在 区 间 [0,2] 上 ,使 用 n=20 的 复 化 梯形 公式 求 
积分 方程 


yCr) 一 f Exsy (ds +z, 下 2 


的 近似 解 . 
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R ”首先 ,由 于 y(0) 王 0, 利 用 公式 (14. 6.4) 有 


È —0.05 X Lo. D? J5. 1) 
1 


一 0.1 十 0.05 义 言 X0.1X0X7(0) 一 0.1， 


因此 
y(0. 1) = 0. 10001. 

同样 可 以 得 出 

(0.2) 一 0.20012， y(0.3) 一 0.30057，…， 
. 3(1.9) = 3.00564, $(2) = 3.41463. 
此 例 积分 方程 的 精确 解 为 

ylz) = zexp[ = ). 

因此 可 以 得 到 误差 估计 


50.3) — y(0. 3) = 0. 30057 — 0. 30054 = 0. 00003, 
301.9) — y(1. 9) = 3. 00564 — 3. 00152 = 0. 00412. 
为 了 更 精确 地 计算 ,必须 用 高 阶 求 积 公式 来 代替 复 化 梯形 公 
式 , 但 是 ,使 用 高 阶 求 积 公式 必须 有 一 个 特殊 的 开始 方法 . 最 常用 
的 是 戴 依 方法 (Day method) ,计算 y(h)，,y(2h)，y(3h) 的 公式 有 : 


SQ) = [kafo + 


4K (hh )yns i Kh yn | + f(h), 
(14. 6.5) 


其 中 
yn =hK (h,0) f0) + f(h), 


yn =+h[K(h,0) fC0) CR ym] +S, 


Ja =+ [K (+h.o) (0) + 
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Kpa ) (F004)] Elt): 


JCh) =+h[K (2h,0) fC0) + 4K (2hsh) F) + 


KC2h,2h) yn | + fh), (14.6.6) 


其 中 
yxa =2hK (2h,h) Fh) + fh), 


3 (3h) =—h|K (3,0) f(0) + 3K(3h,h) Fh) + 


3K(3h,2h) y(2h) + K(3h,3h)ya | + fh), 


(14.6.7) 
其 中 


Ya = AUK Gh,h) Fh) + Kh, 2h) y(2h)]+ fh). 


戴 依 方法 与 复 化 辛普森 求 积 公式 的 联合 使 用 ,改善 了 求解 的 
精度 . 但 是 ,由 于 复 化 辛普森 求 积 公式 仅 适 用 于 总 数 个 等 距 节点 ， 
所 以 ,对 偶数 个 节点 的 情况 ,可 采用 3/8 辛普森 求 积 公式 . 

例 14.6.2 在 区 间 [0,2] 上 使 用 节点 距 h=0.1 的 辛普森 求 
积 公式 和 3/8 辛普森 求 积 公式 计算 积分 方程 


xO =| Lasy(o)ds+ z, r> 0 
的 近似 解 
解 由 于 /=0.1,K(z,5) 一 二 zs, 所 以 首先 采用 戴 依 方法 来 


HEJA), 
ynu = 0.1, 


ya = 0.132959 os[0 +50. D ]= 0. 10001, 


ys = 0.05 +0. o25[0 +50. 05)? X (0 +0. 05) ]= 0.05, 


5h) = 50.1) 
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=0.1++(.1D[0 + 4 x + x0. 1 x0. 05 x 0. 05 + 


+ x0.1x0. 1X0. 10001] 


=0. 10001. 

利用 辛普森 公式 计算 ,有 

y(2h) = 5(0.2) = 0. 20011. 
再 用 3/8 辛普森 公式 计算 ,有 

7(3A) = 了 (0.3) = 0. 30054. 

在 整个 求解 过 程 中 ,7(0.4),7(0.6),…,7(2.0) 是 用 辛普森 
公式 计算 ,而 7(0. 5),7(0.7),…,7(1.9) 则 皆 用 3/8 辛普森 公式 
进行 计算 . 

为 进行 比较 ,在 表 14. 1 中 列 出 了 本 例 的 数值 结果 、 积 分 方程 
的 精确 解 以 及 用 复 化 梯形 求 积 得 到 的 结果 . 


$% 14.1 


0. 00000 0. 00000 0. 00000 


0.1 0.10001 0.10001 0.10001 
0.2 0.20011 0.20012 0.20011 
0.3 C. 30054 0. 30057 0. 30054 
0.6 0. 60870 : 0. 60883 0. 60870 
0.9 0. 94482 0.94514 0. 94482 
1.2 1. 34652 1. 34720 1.34652 
1.5 1.87849 1.87993 1. 87849 ` 
1.8 2. 65538 2. 65582 2. 65538 
1.9 3. 00152 3. 00564 ° 3.00154 


3. 40921 


# 14. 1 虽然 没有 把 全 部 计算 结果 列 出 ,但 可 以 看 出 ,采用 辛 
普 森 公式 比 复 化 梯形 公式 要 精确 得 多 . 
° 788 ， 


3.41463 3. 40922 


yP =F, (zs+1) + LMK ann ,z,) y + 


2K (xun za) +2K(z,a Enh) I + 


KC ån sL) yS o (14. 6.9) 
那么 ,第 二 类 沃 尔 泰 拉 积分 方程 在 X 二 Tn 的 近似 解 3 可 以 表示 为 
Flarn) = yP. (14. 6. 10) 


例 14.6.3 用 龙 格 - 库 塔 型 方法 求 积分 方程 
ylz) = F 于 rsy(s)ds 十 z， r>.0 


WE z—=x,=kh(h=0.1l,k=0,1,2,---,20)É8 EWE. 
解 ” 按 公式 计算 ,得 
y = 0, 


yP = 0.05 +0. 05 X + X 0. 05 X 0 X 0 = 0.05, 


y = 0. 05 +0. 05 X + X 0. 05° æ 0. 05, 


y =0.1+0.1 X} x0. 1X0. 05° ~ 0. 10001, 


š 5 
于 是 有 


y(0.1) =e = 0.1+ 1 


lxo.1x (+ x01x0x0+ 


2x} x0.1X0.05X0.05 +2X + xo.1x 


0.05X0.05 十 于 X 0.1 X 0.1 X 0. 10001) = 0. 10001. 


类 似 地 ， 
y = 0.10001, yí” = 0. 15002, 


y = 0,15004, yi? = 0.20010, 


于 是 有 
7(0.2) ~ yi? = 0. 20010. 


+ 790 。 


14.6.2 用 龙 格 - 库 塔 型 方法 解 第 二 类 沃 尔 泰 拉 积分 方程 


积分 方程 
ylz) = IKE — z)y(s)ds +a + Bz 


等 价 于 常 微分 方程 的 初 值 问题 
y(z) 十 y(z) =0, y0) =a, y(0)=p. 

由 此 可 以 采用 类 似 于 求解 常 微分 方程 的 办 法 来 求解 积分 方 
程 .采用 高 阶 求 积 公 式 的 多 步 法 必须 使 用 特别 的 开始 步 又 ,这 是 很 
不 方便 的 . 此 外 ,改变 步 长 也 不 容易 . 采用 龙 格 - 库 塔 型 方法 来 求 
解 积分 方程 


y(z) = fikay ds + fe. 


可 以 克服 多 步 法 的 缺点 ,用 龙 格 - 库 塔 型 方法 来 求解 ,有 不 同 的 形 
式 . 例如 ,使 用 布 泽 公式 (Pouzet formula). 令 


(06) 《4)》 


Ya = yn; (ys s= f(xo)) - 


《0) 


IP = Falan) HEAK (zo rtn) 
(14. 6. 8) 


(1) 


yË = F.(z,4) HEAK (z itp, 


IP = Fp (rn) HRK (Enri tEn) YD ， 


其 中 
n=l 
F, (2) = f(x) ++h> (KC yh, 
j=0 
2K(rz,z+y)y + 2K, zj) yi” + 
K(xz ,BD 
Fo(z) = f(z). 
设 
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其 余 近 似 值 仿 此 可 求 出 . 在 一 些 点 上 计算 的 结果 见 表 14. 2. 


表 14.2 


1.06894 
1.06894 


[| 
oo | 

由 数值 结果 可 以 看 出 ,这 个 方法 相当 精确 ,但 是 在 计算 过 程 
中 ,函数 值 计算 次 数 多 , 耗 时 也 多 . 


3. 40920 
3. 40921 
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附录 数学 软件 Matlab 简介 


Matlab 是 Matrix Laboratory( 和 矩阵 实验 室 ) 的 缩写 , 它 是 由 美 
MathWork 公司 于 1967 年 推出 的 数学 软件 , 现 已 发 展 成 为 适 
用 于 多 种 类 型 计算 机 的 软件 平台 ,而 且 是 集 数值 计算 功能 、 符 号 计 
算 功 能 和 计算 机 可 视 化 为 一 体 的 最 强大 的 .最 有 吸引 力 和 最 广泛 
的 科学 计算 语言 . 这 里 仅 给 出 与 本 手册 内 容 有 关 的 函数 命令 及 注 
释 ,使 用 时 需 深 入 了 解 每 条 命令 的 输入 、 输 出 参数 或 格式 ,可 借助 


于 Matlab 软件 的 “help” 功 能 或 参考 有 关 资 料 . 
1 矩阵 和 矩阵 分 析 


zeros 
ones 
eye 
hilb 
toeplits 
vander 
jordan 
rand 
randn 
size 
length 
ndims 
diag 
tril 
triu 
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FER 

£ 1E 

单位 矩阵 

希 尔 伯 特 矩阵 

特 普 利 茨 和 矩阵 
范 德 蒙 和 矩阵 

若 尔 当 标准 型 
均匀 分 布 随机 阵 

正 态 分 布 随机 阵 

和 矩阵 大 小 

EEKE 

维 数 
生成 对 角 阵 和 和 矩阵 对 角 向 量 
产生 (提取 ) 下 三 角 部 分 
产生 (提取 ) 上 三 角 部 分 


rank 

trace 

norm 

cond 
condest 
rcond 

det 

inv 

2 WEHE 
interpl 
interp2 
interp3 
interp4 
interp5 
interft 

icubic 

spline 

ppval 

polyfit 
leastsq 

3 数值 积分 
quad 

quad8 
dblquad 

4 HARR 
roots 

fzero 

fmin 


矩阵 的 秩 

矩阵 的 迹 
矩阵 或 向 量 范 数 

和 矩阵 的 条 件数 
矩阵 的 1- 条 件数 

条 件数 的 倒数 

和 矩阵 行列 式 的 值 
非 奇 异 方 阵 的 道 矩 阵 


一 维 插值 

二 维 插值 

二 维 双 调 和 数据 插值 
二 维 双 线 性 插值 

二 维 双 三 次 插值 

一 维 FFT 插值 

一 维 三 次 插值 

三 次 样 条 插值 

分 段 多 项 式 插值 

多 项 式 曲 线 拟 合 


非 线性 最 小 二 乘 曲线 拟 合 


自 适应 辛普森 法 
自 适应 牛顿 - 科 芯 法 
二 重 积分 


求 多 项 式 的 根 ( 实 和 复 ) 
单 变 量 函 数 的 根 


单 变量 函数 的 局 部 极 小 值 


Ímins 


多 变量 函数 的 局 部 极 小 值 


5 线性 方程 组 的 直接 法 


A\b,b/A 


nnls 

lu 
luinc 
chol 
cholinc 
qr 


列 主 元 高 斯 消去 法 求 方程 组 Ax= b 的 解 
向 量 x 

在 最 小 二 乘 意 义 下 求 方程 组 Ax=b HR 
高 斯 消去 法 对 和 矩阵 作 LU 分 解 - 

矩阵 的 不 完全 LU 分 解 

对 称 正定 矩阵 的 楚 列 斯 基 分 解 

对 称 正 定 矩 阵 的 不 完全 楚 列 斯 基 分 解 
矩阵 的 QR 分 解 


6 线性 方程 组 的 选 代 法 


pcg 

bicg 
bicgstab 
cgs 
gmres 


gmr 


üE FEJE 980 86 BE z£ 

B, JHH BE 18 

B, REHMA 
ZKI BETE 

广义 极 小 残余 法 即 GMRES 法 
准 最 小 残余 量 


7 矩阵 的 特征 值 和 特征 向 量 计 算 


poly 

eig 

eigs 

eig(A,B) 
[u,l]=eig(A,B) 


svd 
svds 


hess 
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特征 多 项 式 

特征 值 和 特征 向 量 

特征 值 

(4 ,如 ) 的 广义 特征 值 

矩阵 u 的 列 为 (4,B) 的 广义 特征 向 量 ,i 
为 广义 特征 值 

奇异 值 分 解 

奇异 值 

对 矩阵 4, 生 成 一 个 海 森 伯 格 形式 的 矩阵 
互 及 一 个 酉 阵 忆 ,使 4 一 PHP.4 各 H 有 


schur 


相同 的 特征 值 

Schur 分 解 . 产生 一 个 Schur 形 和 矩阵 T 和 
一 个 西 阵 U, 使 A4=UTUT. # A 是 复 的 ,得 
到 一 个 复 的 Schur 上 三 角 阵 T, 其 对 角 线 
TKH A 的 特征 值 . 若 4 是 实 的 ,得 到 一 
个 实 的 Schur ÉE BE, 对 角 线 为 1 阶 和 2 
阶 块 矩阵 


8 非 线性 方程 组 的 数值 解法 


fsolve 


numjac 


非 线 性 方程 组 数值 解 
数值 计算 雅 可 比 和 矩阵 


9 常 微分 方程 数值 解 


ode23 


ode23s 
ode45 


odel13 


odel5s 
bvp4c 
odephas2 
odephas3 


用 2 阶 和 3 阶 龙 格 - 库 塔 法 求解 非 刚性 常 
微分 方程 初 值 问 题 

同 ode23 且 给 出 结果 的 图 形 

用 4 阶 和 5 阶 龙 格 - 库 塔 法 求解 非 刚 性 常 
微分 方程 初 值 问题 

用 变 阶 方法 求解 非 刚性 常 微分 方程 初 值 
问题 

[E] ode113 且 给 出 结果 的 图 形 

用 配置 法 求解 常 微分 方程 边 值 问 题 

二 维 相 平 面 输出 函数 

三 维 输出 函数 


注 : 如 果 没 有 判定 问题 是 否 为 刚性 的 , 则 首先 试用 ode45, 然 


后 再 试用 odel5s. 


10 偏 微 分 方程 数值 解 


poisolv 


二 维 泊 松 方程 的 数值 解 


详 见 Matlab PDE 工具 箱 
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11 其 他 软件 包 和 软件 


‘Mathematic 
Maple 
Linpack 
Eispack 
LApack 
Netlib 
Arpack 


Svdpack 


Pcgpack 
ELLpack 


Fishpack 
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长 于 符号 计算 

长 于 符号 计算 

线性 代数 方程 组 的 数值 解 

数值 计算 稠密 特征 值 问 题 

基于 Linpack 和 Eispack 且 吸 收 了 更 多 现 
代 算 法 . 达到 更 高 精度 ,更 健壮 , 有 更 多 
功能 

有 计算 大 型 稀 朴 特征 值 问 题 的 兰 乔 斯 算 
法 软件 

有 计算 大 型 稀 朴 非 对 称 特 征 值 问题 的 
Arnoldi 算法 软件 

有 计算 大 型 稀 朴 矩阵 的 奇异 值 和 向 量 的 
兰 乔 斯 法 和 子 空间 选 代 法 

线性 方程 组 的 预 处 理 共 轿 梯度 法 

求解 各 种 二 维和 三 维 椭圆 型 边 值 问 题 的 
专用 软件 包 

在 各 种 坐标 下 快速 求解 二 维 亥 姆 霍 兹 解 
算 器 
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condition number/ 条 件数 6.9.1 
matrix 一 /矩阵 一 6.9.1 
spectral 一 / 谱 一 6.9.1 
continuation/ 延 拓 法 9.8.1 
continued fraction/ 连 分 式 3.10 
contraction mapping/ EWR} 9.2.2 
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Courant-Friedrichs-Lewy condition/ FE BJ - 3Ë E ## B 386 Bf - 88 E 12.2.2 
convection equation/ 对 流 方程 12.2.1 
convection diffusion equation/ 对 流 扩散 方程 12.3.1 
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12.3.3 
convergence/ 收 敛 性 10.2 12.2.2 
convergence factor/ 收 敛 因 子 9.2.1 
Crank-Nicolson scheme/ 克 拉克 - 尼 科 尔 森 格式 12.3.2 
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Day method/ 戴 方法 14.6.1 

defect/ 亏 损 量 13.1.1 

descent algorithm/ 下 降 算 法 9.12.2 
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diagonalizable matrix/ 可 对 角 化 矩阵 8. 1.4 

difference operator/ 差 分 算 子 12.4.1 2.5.1 

diffusion equation/ 扩 散 方 程 12.3.1 

discrete Fourier transformation/ 离 散 仁 里 叶 变 换 ( 简 称 DFT) 3.9.1 

discrete Newton method/ 离 散 牛 顿 法 9.3.3 

domain of dependence/ 依 赖 区 域 12.2.2 

Doolittle factorization method/ 杜 利 特 尔 分 解法 6.6.1 

DuFort-Frankel scheme/ 杜 福特 -弗兰克 尔格 式 12.3.2 

D'Alembert's formula/ 达 朗 贝 尔 公式 12.2.1 
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efficiency/ 效 率 9.2.1 

eigenfunction/ 特 征 函 数 14.1 

eigenvalue/ 特 征 值 8.1.1 
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eigenvalue of the kernel/ 核 的 特征 值 14.1 
elementary matrices/ 初 等 矩阵 6.2.3 
elliptic equation/ f [H] 型 方程 f e A JR 
embedding method/ $ A} 9.8.1 
envelope storage/ 包 络 存储 6.8.3 
error/ 误 差 1.2 
~ bound/— % 1.2 1.3.1 1.3.2 
essential boundary condition/ 本质 边界 条 件 11.4.1 
Euler method/ 欧 拉 方法 “10.2 
Backward 一 /后 退 一 10.3.2 
Implicit 一 / 隐 式 一 10.3.2 
Modified 一 /改进 的 一 10.3.2 
explicit scheme/ 显 式 格 式 12.2.2 


F 


fast Fourier transformation( 简 称 FEFT)/ 快 速 傅 里 时 变换 3.9.2 
Filon method/ 菲 隆 方法 4.11.2 

finite element method/ 有 限 元 方法 11.5 

fixed point/ 不 动 点 5.2.1 9.2.1 

fixed-point iteration method/ K H Ait 5.2.1 
forced boundary/ 强 加 边界 条 件 11.4.1 

forward difference/ 向 前 差分 2.5.1 

forward error analysis/ 向 前 误差 分 析 1.3.3 6.9.4 
Fréchet derivative/ 弗 需 软 导数 (F- 导 数 ) 9.1.3 

full multigrid/ 完 整 的 多 重 网 格 法 (简称 FMG 法 ) 13.3 
full approximation storage method/FAS 法 13.5.2 


G 


Gateaux derivative/ 加 托 导 数 (G 导数 ) 9.1.3 
Gaussian elimination/ 高 斯 消去 法 6.3 
seduential 一 /顺序 一 6.3 
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partial 一 /部 分 选 主 元 一 6.4 
complete pivoting 一 /完全 选 主 元 6.4 
partial 一 for band system of equations/ 带 型 方程 组 的 部 分 选 主 元 一 6.7.3 
Gauss forward difference formula/ 高 斯 向 前 差分 公式 2.5.3 
Gauss backward difference formula/ 高 斯 向 后 差分 公式 2.5.3 
Gauss-Jordan elimination/ 高 斯 - 若 尔 当 消 去 法 6.5 
Gauss-Hermite formula/ 高 斯 - 埃 米尔 特 公 式 4.5.5 
Gauss-Laguerre formula/ 高 斯 - 拉 盖 尔 公 式 4.5.4 
Gauss-Legendre formula/ 高 斯 - 勒 让 德 公 式 4.5.2 
Gauss-Lobatto formula/ 高 斯 - 洛 巴 托 公 式 4.6.2 
Gauss-Newton method/ 高 斯 -牛顿 法 9. 13 
Gauss-Radau formula/ 高 斯 - 拉 道 公式 4.6.1 
Gauss quadrature formula/ 高 斯 求 积 公 式 4.5.1 
Gauss-Seidel iteration method/ 高 斯 - 赛 德尔 迭代 法 (简称 G-S 法 ) 7.3 
Gear method/ 吉 尔 方法 10.9.3 
generalized Fourier series/ 广 义 健 里 叶 级 数 3.6.1 
generalized Laguerre formula/ 广 义 拉 盖 尔 公 式 4.12.3 
generalized Richardson iteration method/ 广 义 里 查 森 法 (简称 GRF 法 ) 7.2 
generalized minimal residual algorithm/ 广 义 极 小 残余 算法 (简称 GMRES 法 ) 
7. 12 
generalized eigenvalue problemy 广 义 特征 值 问题 8 
Gill method/ 基 尔 方法 10. 4.4 
global truncation error/ 整 体 截断 误差 10.2 10.5.1 
Gragg extrapolation method/ 格 拉 格 外 推 方法 10.7.2 
Gram determinant/ 格 拉 姆 行列 式 3.4.1 


Hear condition/ 哈 尔 条 件 3.2.2 3.8.2 
Hammer-Hollingsworth method/ 哈 默 - 荷 令 斯 沃 思 法 10.4.7 
Hamming method/ 汉 明 方法 10.4.5 
Hamming predictor-corrector method/ 汉 明 预 测 -校正 方法 10.6.2 
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Hermite interpolation polynomial/ 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 2.6.1 
Heun method/ 休 恩 方法 10.4.2 

Heun third-order method/ 休 轧 三 阶 方法 10.4.3 

Hilbert matrix/ 希 尔 伯 特 矩阵 3.5 6.9.2 

Halder continuation/ 赫 尔 德 连续 9.1.3 

homotopy mapping/ 同 伦 映射 ”9. 8. 1 

Horner algorithm/ 秦 九 韶 算法 (Horner 算法 ) 1.4.3 5.8.1 
Householder change/ 褒 斯 堆 尔 德 变换 8.2.2 

Huta method/ 休 塔 方法 10.4.5 

hyperbolic equation/ 双 曲 型 方程 12.2.1 


I 


ill-conditioned matrix/ J S EBE 6.9.1 
ill-conditioned polynomials/ 病 态 多 项 式 5.14 
ill-conditioned system of equations/ 病 态 方 程 组 6.9.1 
implicit scheme/ 隐 式 格式 12.2.3 
implicit method/ 隐 式 方法 10.1.2 
incomplete LU factorization/ 不 完全 LU 分 解法 7.6.2 
incomplete block factorization/ 不 完全 块 因子 分 解 7.8 
incomplete Cholesky conjugate gradient/ 不 完全 楚 列 斯 基因 子 分 解法 (简称 
ICCG 法 ) 7.10.2 
initial condition/ 初 始 条 件 10.4.1 
initial value problem/ 初 值 问题 10.1.1 - 
inner product/ 内 积 3.4.1 
instability/ 不 稳定 性 5.14 
interpolation operator/ 插 值 算 子 13.1.2 
interpolated function/ 被 播 函 数 2.1.2 
~of cubic spline/ 三 次 样 条 一 2.9.3 
interpolation polynomial/ 插 值 多 项 式 2.1.2 ` 
interval analysis method/ 区 间 分 析 法 1.3.3 
interval iteration method/ 区 间 和 迭代 法 9.10 
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interval of absolute stability/ 绝 对 稳定 区 间 10.4.8 10.5.7 
inverse interpolation/ 反 播 值 法 2.10 

inverse power method/ RW% 8.3.4 

inverse divided difference/ 倒 差 商 2.11.2 

irreducible matrix/ 不 可 约 矩 阵 7.2 

isoparametric element/ 等 参数 单元 12.4.5 

iterated kernel/ RÆ 14.2.4 

iteration function/ 迭 代 函 数 5.2.1 

iteration matrix/ 选 代 和 矩阵 7.1 


J 


Jacobi iteration method/ 雅 可 比 迭 代 法 7.2 
Jacobi matrix/ 雅 可 比 和 矩阵 9.1.3 
Jacobi over relaxation method/ 雅 可 比 超 松弛 法 (简称 JOR 法 ) 7.2 


K 


kernel of the integral equation/ 积 分 方程 核 14.1 
Kontorovich method/ 康 托 洛 维 奇 方法 4.10.6 
Krawczyk operator/ 克 拉夫 楚 克 算 子 9.10 

Krylov subspace/ 克 者 洛 夫子 空间 7.11.1 
Kutta-Nystr6n method/ 库 塔 -尼斯 特 龙 方 法 10.4.5 
Kutta third-order method/ 库 塔 三 阶 方法 10.4.3 


L 


工 -stable/ 工 -稳定 10.9.2 
label matrix/ 标 号 矩阵 9.9 f 
Laguerre polynomials/ 拉 盖 尔 多 项 式 3.4.4 
Laguerre iteration method/ 拉 盖 尔 迭代 法 5.8.2 
Lanczos algorithm/ 兰 乔 斯 算法 8.10.2 
Laplace equation/ 拉 普 拉 斯 方程 12.1.1 
Lax equivalence theorem/ 拉 克 斯 等 价 原 理 12.2.2 
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Lax-Friedrichs scheme/3 8-3 PAEH 12.2.3 
Lax-Wendroff scheme/ 拉 克 斯 - 温 德 罗 夫 格 式 12.2.3 
leap frog scheme/ 蛙 跳 格式 12. 2. 3 
least square approximation/ $k 7h — # ii f! ( # {E F 2 š ir ) 
14.4.1 
least square method/ 最 小 二 乘法 3.8 
Legendre polynomials/ 勒 让 德 多 项 式 3.4.2 
linear convergence/ 线 性 收敛 5.2.2 9.2.1 
linear multistep method/ 线 性 多 步 法 10.1.2 
Lipschitz condition/ 利 普 希 蒋 条 件 10.1.1 
load-vector/ 荷 载 向 量 11.5.1 12.4.2 
element 一 /单元 ~ 11.5.1 12.4.2 
local minimum point/ 局 部 极 小 点 9.12.1 
local coordinate/ 局 部 坐标 12. 4. 4 
local truncation error/ 局 部 截断 误差 10.2 10.5.1 
Principal 一 / 主 ~ 11.5.1 12.4.2 
locally one dimensional scheme/ 局 部 一 维 格式 12.3.4 
Levenberg-Marguarte/ 阻 尼 最 小 二 乘法 ( 即 LM 算法 ) 9.13 


M 


m-simplex/m 维 单纯 形 9.9 
Maehly approximation/ 梅 利 遂 近 3. 13 
M-matrix/M- 和 矩阵 7.6.1 
matrix norm/ 和 矩阵 范 数 6.2.2 
Frobenius 一 / 弗 罗 贝 尼 乌 斯 一 6.2.2 
induce 一 /诱导 ~ 6.2.2 
subordinate~/ MĀ ~ 6.2.2 
operator ~/#¥ F~ 6.2.2 
method of subtracting singularity/ 削 减 奇 异性 方法 4.10.5 
method of finite sums/ 有 限 和 法 
method of product integration/ 乘 积 积分 法 “14.2.2 
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3.1.2 3.5 


method of interpolation/ 插 值 法 2.1.3 
method of moments/ 和 矩 量 法 14.4.2 
method of replacing approximatly kernel by a degenerate one/ 近 似 退 化 核 赫 
代 法 14.3 
midpoint rule/ 中 点 公式 4.2.5 
midpoint numerical differentiation formula/ 中 点 微分 公式 4.14.3 
midpoint method/ 中 点 方法 10.4.2 
implicit 一 / 隐 式 一 10.4.7 
Milne method/ 米 尔 恩 方法 10.5.1 
minimax error/ 最 佳 偏差 3.2.2 
minimax uniform approximation/ 最 佳 一 致 逼近 3.1.2 3.2.2 
model error/ 模 型 误差 1.2.1 
modified Newton method/ 修 正 牛 顿 法 9.3.3 
modified quadrature method/ 修 正 的 数值 求 积 法 14.2.3 
modified explicit centered difference scheme/ 修 正 显 式 中 心 格 式 12.3.3 
Moore test/ 稳 尔 检 验 9.10 
multiple root/ 重 根 5.1.1 5.7 
multiple iteration method/ 多 重 迭 代 法 5.6 
multiple grid mzthod/ 多 重 网 格 法 13 
multisplitting method/ 多 分 裂 方法 9.11.1 
multistep method/ 多 步 法 9.2.1 14.6.1 
multi instruction stream multiple data stream/ 多 指令 流 多 数据 流 系统 (简称 
MIMD) 1.5.1 


N 


natural boundary condition/ 自然 边界 条 件 11.4.1 

Newton-Cotes integration rule/ 牛 顿 - 科 芯 积分 公式 4.2.1 

Newton-Cotes rule of six point/ 牛 顿 - 科 芯 六 点 公式 4.2.4 

Newton-Cotes rule of seven point/ 牛 顿 - 科 芯 七 点 公式 4.2.4 

Newton backward difference formula/ 牛 顿 向 后 差分 公式 2.5.2 

Newton divided difference interpolation polynomial/ 牛 顿 均 差 插值 多 项 式 2.4.2 
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Newton method/ 牛 顿 法 5.4.1 9.3.1 
Newton type iteration method/ 牛 顿 型 迭代 法 9.3.1 
Newton-descent method/ 牛 顿 下 山 法 (牛顿 下 降 法 ) 5.4.2 9.3.4 9.12.3 
Newton-Steffensen method/ 和 牛顿- 斯蒂芬 森 法 9.3.3 
Newton-Steidel iteration method/ 和 牛顿- 赛 德尔 迭代 法 9.5.1 
nine-point finite difference scheme/ 九 点 差分 格式 12.1.4 
nonlinear system of equations/ 非 线性 方程 组 9.1.1 
nonlinear least squares method/ 非 线性 最 小 二 乘法 9.1.2 9.13 
nonlinear multisplitting methods/ 非 线性 多 分 裂 方法 9.11.2 
nonsymmetrizable iteration method/ 不 可 对 称 选 代 方 法 
norm/ 范 数 3.1.1 3.4.1 
norm of a matrix/ 和 矩阵 范 数 6.2.2 
Frobenius— /8 P NESH — 6.2.2 
“one” 一 (or column—)/“1”—(sR2— ) 6.2.2 
“two"~ (or spectral 一 )/ “27 一 (或 谱 一 ) 6.2.2 
“infinite" 一 (or row 一 )co? 一 (或 行 一 ) 6.2.2 
norm of a vector/ 向 量 范 数 6.2.1 
“one”~/“1”~ 6.2.1 
“two” ~/“2”~ 6.2.1 
“infinite” ~/“œ”~ 6.2.1 
normal equation/ 法 方程 3.5 3.8.2 
normal matrix/ 正 规 阵 8.1.4 
numerical analysis/ 数 值 分 析 1.1.1 1.1.2 
numerical method/ 数 值 方法 1.1.3 
numerical differentiation/ 数 值 微分 4.14.1 
~ of using cubic spline/ 用 三 次 样 条 的 ~ 4.14.4 
~ of using Richardson extrapolation/ 用 里 查 森 外 推 的 一 4.15 
numerical differentiation by interpolating polynomial/ 用 插值 多 项 式 求 数值 微 
分 4.14.2 
numerical integration by cubic spline function/ 三 次 样 条 函数 求 积 法 4.8 
Nystrón methods/ 尼 斯 特 龙 方法 10.5.3 
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product quadrature/ RRRA 4. 10.4 
product trapezoidal method/ 乘 积 梯形 法 4. 10.4 
prolongation operator/ 延 拓 算 于 13.1.3 
property AW'/ 性 质 A 7.4.2 

pseudo elimination/ 拟 消去 法 (简称 PE 法 ) 7.8 


Q 


quadratic convergence/ 平 方 收敛 5.2.2 9.2.1 
quadrature method/ 数 值 求 积 方法 14.2.1 


R 


R-stage/R 级 10.4.1 
rational function interpolation/ 有 理 函 数 插值 2.11.1 
rectangular finite element/ 和 矩形 单元 12.4.4 
reducible matrix/ 可 约 和 矩阵 7.2 
region of absolute stability/ 绝 对 稳定 区 域 10.4.8 10.5.7 
regular splitting/ 正 则 分 裂 7.6.1 9.11.1 
relative error/ 相 对 误差 1.2.2 
relative stable/ 相 对 稳定 10.5.7 
relaxation factor/ 松 弛 因子 7.4.1 
optimum 一 /最 优 一 7.4.3 
over 一 / 超 一 7.4.1 
under 一 / 低 一 7.4.1 
Remes algorithms/ 列 梅 兹 算法 3.3.2 
Richardson extrapolation algorithm/ 里 查 森 外 推算 法 4.4.1 
Richardson scheme/ 里 查 森 格式 12.3.2 
Richardson iteration method/ 里 查 森 法 (简称 RF 法 ) 7.2 
Ritz variational problem/ 里 茨 变 分 问题 11.4.1 
Robinson method/# EHF 4.5.2 
Romberg integration/ 龙 贝 格 积分 4.4.2 
root condition/ 根 条 件 10.5.5 
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rounding error/ $ A RÆ 1.2.1 
Rung-Kutta method/ 龙 格 - 库 塔 方法 10.4.1 
Classical 一 /经 典 一 10. 4.4 
Implicit 一 / 隐 式 一 10.4.7 
Semi-explicit 一 / 半 显 式 的 一 10.4.7 
Rung-Kutta-Fehiberg method/ 龙 格 - 库 塔 - 费 尔 贝 格 方法 10.4.6 
Ruth theorem/ 重 思 定 理 5.12 
Ruth table/ 鲁 思 表 格 5. 12 


S 


Samarskii scheme/ 萨 马尔 斯 基 格 式 12.3.3 

Schur factorization/ 舒 尔 分 解 8.2.1 

Schur vector/ 舒 尔 向 量 8.2.1 

secant method/ 弦 截 法 ( 割 线 法 ) 5.5.1 9.6 11.2.2 

shift of origin/ 原 点 平移 法 8.3.4 

shooting method/ 打 靶 法 11.2.1 

significant digits/ 有 效 数 字 1.2.3 

simplical algorithm/ 单 纯 形 算法 9.9 

simplical subdivision/ 单 纯 形 前 分 9.9 

Simpson method/ 辛 普 森 方法 10.5.1 

Simpson rule/ 辛 普 森 公式 4.2.3 

Simpson 3/8 rule/ 辛 普 森 3/8 公式 4.2.4 

Simpson numerical differentiation formula/ 辛 普 森 微分 公式 4.14.3 

simultaneous iteration method/ 同 时 迭代 法 8.7 

single instruction stream single data stream/ 单 指令 流 单数 据 流 系统 (简称 
SISD 型 ) 1.5.1 

single instruction stream multiple data stream/ 单 指令 流 多 数据 流 系统 (简称 
SIMD 型 ) 1.5.1 

smoothing factor/ 光 滑 因 子 13.1.4 

solution of ill-conditioned system of equations/ 病 态 方程 组 的 解法 6.9.3 

Sobolev space/ 索 伯 列 夫 空间 12.4.4 
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observational error/ 观 测 误差 1.2.1 

one-step method/ 单 步 法 9.2.1 10.1.2 

open Newton-Cotes formulas/ 开 型 牛顿 - 科 芯 公式 4.2.5 
order/ 阶 10.2 

order p convergence/pp 阶 收敛 5.2.2 9.2.1 
orthogonal system of functions/ 正 交 函 数 族 3.4.1 


P 


packing storage sšbeme/ 压缩 存储 形式 6.8.3 

Padé approximation/ 帕 德 通 近 3.12 

Padé table/ 帕 德 表 3.12 

parabolic equation/ 抛 物 型 方程 12.3.1 

parabolic method/ 抛 物 线 法 5.5.3 

parallel algorithm/ 并 行 算法 1.5.1 

Peaceman-Rachford scheme/ 皮 斯 曼 - 瑞 奇 福 尔 德 格式 12.3.4 
Peaceman-Rachford implicity method/ 皮 斯 曼 - 瑞 奇 福 尔 德 法 ADI 法 7.7.3 
periodical spline function/ 周 期 样 条 函数 2.9.3 

piecewise linear approximation/ 分 片 线性 通 近 9.9 

piecewise linear interpolation function/ 分 段 线性 插值 西数 2.8.1 
piecewise Hermite interpolation function/ 分 段 埃 尔 米 特 插值 函数 2.8.2 
point of attraction/ 吸 引 点 9.2.1 

point of Gaussian quadrature/ 高 斯 点 4.5.1 

Poisson equation/ 泊 松 方程 12.1.1 

post-smoothing/ 后 光滑 13.1.3 

Pouzet formula/ 布 泽 公式 14.6.2 

power method/ Æ} 8.3.1 

pre-smoothing/ 前 光滑 13.1.3 

precondition/ 预 处 理 6.8.2 

predictor-corrector method/ 预 测 -校正 法 10.6.1 
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SOR method/ 逐 次 超 松 弛 法 7.4.1 

SSOR method/ 对 称 逐 次 超 松 弛 法 7.5 

sparse matrix/ W MIERE 6.8.1 

sparse system of equations/ 稀 朴 方 程 组 6.8.1 

spectral radius/ 谱 半径 6.2.2 7.1 

splitting method/ 分 列 法 7.1 

split precondition(GMRES)/ 分 裂 预 处 理 (简称 GMRES 法 ) 7.12.5 
square root method/ 平 方 根 法 6.6.3 

stability/ 稳 定性 12.2.2 

standard eigenvalue problem/ 标 准 特征 值 问题 8 
steepest descent method/ 最 速 下 降 法 7.9.2 9.12.3 
Steffensen iteration method/ 斯 蒂 芬 森 选 代 法 5.3.2 5.5.2 
stiffness matrix/ 刚 度 和 矩阵 11.5.1 12.4.2 

element 一 /单元 一 11.5.1 12.4.2 

stiff systems/ 刚 性 方程 组 10.9.1 
stiffly-stable/ 刚 性 稳定 10.9.2 

stiffness ratio/ 刚 性 比 10.9.1 

SOR-Newton method/ 逐次 超 松弛 -牛顿 法 9.5.2 
straight injection/ 直 接 映射 13.4.5 

strongly A-stable/ 强 4- 稳 定 10.9.2 ' 

Sturm sequence/ 施 图 姆 序列 5.9.2 
“subspace iteration/ 子 空间 迭代 法 8.7 

super linear convergence/ 超 线性 收敛 5.2.2 9.2.1 
symmetric Lanczos algorithm/ 对 称 兰 乔 斯 算法 7.11.4 
synchronization algorithm/ 同 步 算 法 1.5.1 


T 


three level scheme/ 三 层 格 式 12,2.3 
trapezoidal method/ 梯 形 方法 10.3.2 

trapezoidal rule/ 梯 形 公 式 4.2.2 

trigonometric polynomials/ 三 角 多 项 式 3.9.1 
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truncation error/ 截 断 误 差 1.2.1 12.1.4 

two-grid method/ 双 网 格 法 13.1.3 

two-level difference scheme/ 两 层 差分 格式 12.2.2 
two-point boundary value problem/ 两 点 边 值 问题 11.1 


U 


unconditional stability/ 绝 对 稳定 12.2.3 

unconstrained optimization/ 无 约束 最 优化 9.1.2 9.12.1 
uniform approximation polynomial/ 一 致 逼近 多 项 式 3.2.1 
unitary matrix/ 西 矩阵 %6.2.2 

upwind scheme/ 迎 风格 式 12.2.3 


v 


variable metric method/ 变 尺度 法 9. 12.5 
variation principle/ 变 分 原理 7.9.1 
variation problem/ 变 分 问题 11.4.1 12.4.1 
approximztion 一 /近似 一 12.4.2 
Ritz 一 /里 茨 一 11.4.1 12.4.1 
Galerkin 一 / 伽 辽 金 一 11.4.1 12.4.1 
vector norm/ 向 量 范 数 6.2.1 
“one”—/“1”— 6.2.1 
“two”—/“2”— 6.2.1 
“infinite”?— /“co”— 〈 对 称 最 大 一 ) 6.2.1 
Volterra integral equation of the second kind/ 第 二 类 沃 尔 泰 拉 积 分 方程 14.1 
von-Neumann scheme/ 冯 诺 伊 名 格式 12.2.5 


w 


wave equation/ 波动 方 程 12.2.1 
weight function/ 权 函数 3.4.1 
well-conditioned matrix/ 良 态 矩 阵 6.9.1 
well-conditioned system of equations/ 良 态 方程 组 6.9.1 
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well-posed problem/ 适 定 的 问题 10.1.1 
z 


Zero-stable/ 零 稳定 10.5.6 

Msrcoackai theorem/ 梅 案 夫 斯 基 定 理 9.3.2 
Kontorovich theorem/ 康 托 洛 维 奇 定理 9.3.2 
Bepamreiin polynomial/ 伯 恩 斯坦 多 项 式 3.2.1 
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中 文 一 外 文 名 词 索引 


A 


A- 稳 定 /A-stable 10.9.2 

A(a)- 稳 定 /A(Ca)-stable 10.9.2 

A4,- 稳 定 /Au-stable 10.9.2 

阿 诺 尔 德 算法 /Arnoldi algorithm 7.11.3 

阿 诺 尔 德 完全 正 交 化 法 (简称 ArnoldrFOM 法 )/Arnoldi full 
orthogonalization method 7.11.3 

阿 诺 尔 德 不 完全 正 交 化 法 (简称 Arnoldi-IOM 法 )/Arnoldi incomplete 
orthogonalization method 7.11.3 š 
艾 特 肯 法 /Aitken method 2.3.2 

艾 特 肯 加 速 方法 ( 即 A' 加 速 方法 )/Aitken A method $5.3.1 

艾 特 肯 外 推 加 速 法 /Aitken?s extrapolation acceleration method 8.3.2 

埃 尔 米 特 多 项 式 /Hermite polynonial 3.4.4 

埃 尔 米 特 插值 多 项 式 /Hermite interpolation polynomial 2.6.1 


不 可 约 矩 阵 /irreducible matrix 7.2 

BFGS( 布 罗 依 登 - 弗 莱 菲 彻 - 哥 德 法 布 - 香 诺 ) 算 法 /Broyden-FletcherGoldfarb- 
Shannon algorithm 9. 12. 5 

伴随 映射 /adjoint injection 13.4.5 

贝 塞 尔 公式 /Bessel formula 2.5.5 

贝尔 斯 托 方法 ( 臂 因 子 法 )/Bairstow method 5.11 


包 络 存储 /envelope storage 6.8.3 
本 质 边 界 条 件 /essential boundary condition 11.4.1 
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变 分 问题 /variational problem 11.4.1 12.4.1 
mil —/Galerkn— 11.4.1 12.4.1 
近似 一 /approximation 一 12.4.2 
里 芯 ~/Ritz~ 11.4.1 12.4.1 
变 分 原理 /variation principle 7.9.1 
边 值 问题 /boundary value problem 12.1.1 
边界 条 件 /boundary condition 12.1.1 
变 尺 度 法 /variable metric method 9. 12. 5 
比 姆 - 沃 明 格 式 /Beam-Warming scheme 12.2.3 
标号 矩阵 /label matrix 9.9 : 
标准 特征 值 问 题 /standard eigenvalue problem 8 
不 动 点 /fixed point 5.2.1 9.2.1 
不 动 点 选 代 法 /fixed-point iteration method 5. 2. 1 
不 稳定 性 /instability 5.14 
不 完全 LU 分 解 /incomplete LU factorization 7.6.1 
不 完全 块 因子 分 解 /incomplete block factorization 7.8 
不 完全 楚 列 斯 基因 子 分 解 的 PCG 法 (简称 ICCG 法 )/incomplete Cholesky 
conjugate gradient 7.10.2 
布 意 方法 /Bui method 10. 9,3 
布 特 切 尔 方法 /Butcher method 10.4.7 
布 泽 公 式 /Pouzet formula 14.6.2 
布 劳 维 尔 不 动 点 定理 /Brouwer fixed point theorem 9.2.2 
布朗 方法 /Brown method 9.4.1 
布 伦 特 方法 /Brent method 9.4.2 
布 罗 伊 登 方 法 /Broyden method 9.7.2 
闭 型 牛顿 - 科 芯 公式 /closed Newton-Cotes formulas 4.2.5 
皮 斯 曼 - 瑞 奇 福 尔 德 格式 /Peaceman-Rachford scheme 12.3.4 
皮 斯 曼 - 瑞 奇 福 尔 德 隐 式 法 ADI 法 /Peaceman-Rachford implicity method 7.7.3 
被 插 函 数 /interpolated function 2.1.2 
伯 努 利 数 /Bernoulli number 4.4.2 
伯 努 利 方法 /Bernoulli method 5.10 
伯 因 斯坦 多 项 式 /Bepaturg polynomial 3.2.1 
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波动 方程 /wave equation 12.2.1 

泊 松 方程 /Poisson equation 12.1.1 

并 行 算法 /parallel algorithm 1.5.1 

病态 多 项 式 /ill-conditional polynomial 5.14 

病态 方程 组 /ill-condition system of equation 6.9.1 


c 


超 线 性 收敛 /superlinear convergence 5.2.2 9.2.1 
初始 条 件 /initial condition 10.1.1 
初 值 问 题 /initial value problem 10.4.7 
初等 矩阵 /elementary matrix 6.2.3 

一 消 元 矩阵 /一 elimination matrices 6.2.3 

一 排列 阵 / 一 permutation matrices 6.2.3 
粗 网 修正 (简称 CGC)/coarse-grid correction 13.1.3 
乘积 求 积 法 /product quadrature ` 4. 10. 4 
乘积 积分 法 /method of product integration 14. 2.2 
乘积 梯形 法 /product trapezoidal method `4. 10.4 
差分 算 子 /difference operator 2.5.1 12.1.4 
重 登 核 /iterated kernel 14.2.4 
重 根 /multiple root 5.1.1 5.7 
插值 多 项 式 /interpolation polynomial 2.1.2 
插值 法 /method of interpolation 2.1.3 
插值 算 子 /interpolation operator 13.1.3 


D 


DFP ( ;& H t- 38 3⁄ JF 4-8 Rü ZR) H #Ë /Davidon-Fletcher-Powel! algorithm 
9.12.5 
D-#1 4 B: = X} ffi BE / diagonal form of partitioned tridiagonal matrix 7.4.2 
打靶 法 /shooting method 11.2.1 
戴 法 /Day method 14.6.1 
单 步 法 /one-step method 9.2.1 10.1.2 
*，821 ° 


单 指令 流 单 数据 流 系 统 ( 简 称 SISD 型 )/single intruction stream single data 
stream 1.5.1 f 

单 指令 流 多 数据 流 系 统 ( 简 称 SIMD 型 )/single intruction stream multiple 
data stream 1.5.1 

单纯 形 算法 /simplicial algorithm 9.9 

单纯 形 训 分 /simplicial subdivision 9.9 

倒 差 商 /inverse divided difference ` 2. 11. 2 

等 参数 单元 /isoparametric element 12.4.5 

第 二 类 弗 雷 德 堆 姆 积分 方程 /Fredholm integral equation of the second kind 14.1 

第 二 类 沃 尔 泰 拉 积 分 /Volterra integral equation of second kind 14.1 

第 二 类 线性 沃 尔 泰 拉 积 分 方程 /linear Volterra integral equation of second 
kind 14.6 

第 二 类 对 流 方程 /convection equation 12.2.1 

第 二 类 切 比 雪夫 多 项 式 /Chebyshov polynomials of second kind- 3.4.4 

选 代 函数 /iteration function 5.2.1 

和 迭代 和 矩阵 /iteration matrix 7.1 

对 流 扩散 方程 /convection diffusion equation 12.3.1 

对 称 兰 乔 斯 算法 /symmetric Lanczos algorithm 7.11.4 

达 朗 贝尔 公式 /D'Alembert's formula 12.2.1 

杜 福特 - 佛 兰 克 尔格 式 /DuFort-Frankel scheme 12.2.3 

杜 利 特 尔 分 解法 /Doolittle factorization methnd 6.6.1 

多 步 法 /multistep method 9.2.1 14.6.1 

多 指令 流 多 数据 流 系统 (简称 MIMD 型 )/multiple intruction stream multiple 
data stream 1.5.1 

多 重 和 迭代 法 /multiple iteration method 5.6 

多 分 裂 方法 /multisplitting method 9.11.1 

多 重 网 格 法 /multigrid method 8.9 


E 


二 分 法 /bisection method 5,1.2 11.2.2 
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F 


FAS 法 /fuli approximation storage method 13.5.2 

法 方程 /normal equations 3.5 3.8.2 

反 插 值 法 /inverse interpolation 2.10 

反 秘法 /inverse power method 8.3.4 

范 数 /norm 3.1.1 3.4.1 

复合 求 积 方法 /composite numerical integration 4.3 

复合 梯形 公式 /composite trapezoidal rule 4.3.1 

复合 辛普森 公式 /composite Simpson’s rule 4.3.2 

弗 雷 歇 导 数 (F- 导 数 )/Frtchet derivative 9.1.3 

冯 诺 伊 曙 格式 /von Neumann scheme 12.2.5 

菲 隆 方法 /Filon method 4.11.2 

非 线 性 方程 组 /nonlinear system of equation 9.1.1 

非 线性 最 小 二 乘法 /nonlinear least square method 9.1.2 9.12.1 
非 线 性 多 分 裂 方法 /nonlinear multisplitting method 9.11.2 

分 段 插值 函数 /piecewise linear interpolation function 2.8.2 
分 片 线 性 下 近 /piecewise linear approximation 9.9 

分 裂 法 /splitting 7.1 

分 裂 预 处 理 GMRES 法 /split preconditioning algorithm 7.12.5 
非 膨胀 映射 /nonexpansive niapping 9.2.2 


G 


RIRE BE/stiffness matrix 11.5.1 12.4.2 
单元 一 [element 一 11.5.1 12.4.2 

刚性 方程 组 /stiff system 10.9.1 

刚性 比 /stiffness ratio 10.9.1 

刚性 稳定 /stiffly-stable 10.9.2 

割 线 法 /secant method 11.2.2 

格拉 格外 推 法 /Gragg extrapolation method 10.7.2 

根 条 件 /root condition 10.5.5 
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高 斯 求 积 公式 /Gaussian quadrature rule 4.5.1 
高 斯 点 /point of Gaussian quadrature 4.5.1 
高 斯 - 勒 让 德 公式 /Gauss-Legendre formula 4.5.3 
高 斯 - 切 比 雪夫 公式 /Gauss-Chebyshev formula 4.5.3 
高 斯 - 拉 盖 尔 公式 /Gauss-Laguerre formula 4.5.4 
高 斯 - 埃 尔 米 特 公式 /Gauss-Hermite formula 4.5.5 
高 斯 - 洛 巴 托 公式 /Gauss-Lobatto formula 4.6.2 
高 斯 - 拉 道 公式 /Gauss-Radau formula 4.6.1 
高 斯 向 前 差分 公式 /Gauss forward difference formula 2.5.3 
高 斯 向 后 差分 公式 /Gauss backward difference formula 2.5.3 
高 斯 -牛顿 法 /Gauss-Newton method 9. 13 
高 斯 消去 法 /Gauss elimination 6.3 
硕 序 一 /sequential~ 6.3 
部 分 选 主 元 一 /partial pivoting~ 6.4 
完全 选 主 元 一 /complete pivoting~ 6.4 
高 斯 - 若 尔 当 消去 法 /Gauss-Jordan elimination 6.5 
高 斯 - 赛 德尔 迭代 法 (简称 G-S 法 )/Gauss-Seidel iteration method 7.3 
格拉 姆 行列 式 /Gram determinant 3.4.1 
共 固 梯度 法 (简称 CG 法 )/conjugate gradient method 7.9.3 9.12.4 
预 处 理 ~ (简称 PCG 法 )/precondition~ 7.10.1 
广义 拉 盖 尔 公 式 /generalized Laguerre formula 4.12.3 
广义 傅 里 时 级 数 /generalized Fourier series 3.6.1 
广义 贝 塞 尔 不 等 式 /generalized Bessel inequality 3.6.1 
广义 里 查 森 法 (简称 GRF 法 )/generalized Richardson iteration method 7.2 
广义 极 小 残余 算法 (简称 GMRES 法 )/generalized minimal residual algorithm 
7.12 
广义 特征 值 问题 /generalized eigenvalue problem 8 
观测 误差 /observational error 1.2.1 
光滑 因子 /smoothing factor 13.1.4 


H 


哈 默 - 荷 令 斯 沃 思 方 法 /Hammer-Hollingsworth method 10.4.7 
汉 明 方法 /Hamming method 10.5.4 
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汉 明 预测 -校正 方法 /Hamming predictor-corrector method 10.6.2 
了 哈 尔 条 件 /Hear condition 3.2.2 3.8.2 
豪 斯 堆 尔 德 变换 /Householder change 8.2.2 
荷载 向 量 /load vector 11.5.1 12.4.2 
单元 一 /element~ 11.5.1 12.4.2 
替 尔 德 连续 /Huolder continuation 9.1.3 
核 的 特征 值 /eigenvalue of the kernel 14.1 
后 光滑 /post-smoothing 13.1.3 


J 


基 尔 方法 /Gill method 10.4.4 
3£ PS 3⁄ /basis function 2.2.1 12.4 
二 次 插值 一 /一 of quadratic interpolation 12.4.3 
三 次 插值 一 /一 of cubic interpolation 12.4.3 
双 二 次 插值 一 /一 of biquadratic interpolation 12.4.4 
双 线 性 插值 一 /一 of bilinear interpolation 12.4.4 
基本 收敛 /basic convergence 8.4.1 
线性 插值 一 /一 of linear interpolation 12. 4.2 
加 速 收 和 敛 参数 /acceleration convergence parameter 7.7.3 
加 托 导 数 (G- 导 数 )/Giteaux derivative 9.1.3 
伽 辽 金 变 分 问题 /Galerkin variational problem 11.4.1 
伽 辽 金 原 理 /Galerkin principle 7.11.1 
吉尔 方法 /Gear method 10.9.3 
阶 /order 10.2 
局 部 坐标 /local coordinate 12. 4. 4 
局 部 截断 误差 /local truncation error 10.2 10.5.1 
主 ~/principal~ 10.2 10.5.1 
局 部 一 维 格式 /locally one dimensional scheme 12.3.4 
局 部 收敛 性 /local convergence S.2.2 9.2.1 
局 部 极 小 点 /local minimum point 9.12.1 
矩形 单元 /rectangular finite element 12.4.4 
. 825 ° 


和 矩 量 法 /method of moments 14.4.2 
和 矩阵 范 数 /matrix norm 6.2.2 
弗 罗 贝 尼 乌 斯 一 /Frobenius~ 6.2.2 
诱导 一 /induce~ 6.2.2 
JW — /subordinate— 6.2.2 
算 子 一 /operator 一 6.2.2 
绝对 稳定 /absolutely stable 10.4.8 10.5.7 
绝对 误差 /absolute error 1.2.2 
绝对 稳定 区 间 /interval of absolutely stability 10.4.8 10.5.7 
绝对 稳定 区 域 /region of absolutely stability 10.4.8 10.5.7 
积分 变量 替换 /change of integral variate 4. 16.1 
积分 方程 核 /kernel of the integral equation 14.1 
九 点 差分 格式 /nine point difference scheme 12.1.4 
截断 误差 /truncation error 12.1.4 1.2.1 
近似 因子 分 解法 /approximately factored scheme 12.2.4 
近似 退化 核 蔡 代 法 /metihod of replacing approximately kernel by degenerate 
one 14.3 
交替 方向 隐 式 格式 /alternating direction implicit scheme 12.2.4 
交 蔡 方向 隐 式 方法 (简称 ADI 法 )/alternating direction implicity method 7.7.3 
均 差 /divided difference 2.4.1 


K 


k WEERA /spline of degree £ 2.9.1 

k K B 样 条 /B-spline of degree k 2.9.2 

康 托 洛 维 奇 定理 /Kontorovich theorem 9.3.2 

可 约 矩 阵 /reducible matrix 7,2 

可 对 角 化 的 矩阵 /diagonalizable matrix 8.1.4 

快速 傅 里 叶 变 换 ( 简 称 FFT)/fast Fourier transformation 3.9.2 

库 塔 -尼斯 特 龙 方法 /Kutta-Nystrom method 10.4.5 

库 塔 三 阶 方法 /Kutta third method 10.4.3 

库 朗 - 弗 兰 德里 希 斯 - 勒 维 条 件 /Courant-Friedrichs-Lewy condition 12.2.2 
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科 芯 公式 /Cotes rule 4.2.4 

开 型 牛顿 - 科 芯 公式 /open Newton-Cotes formulas 4.2.5 
康 托 洛 维 奇 方法 /Kontorovich method 4. 10.6 

克拉 克 - 尼 科 尔 森 格式 /Crank-Nicolson scheme 12.3.2 
克拉 夫 楚 克 算 子 /Krawczyk operator `9. 10 

克 需 洛 夫子 空间 /Krylov subspace 7.11.1 
亏损 量 /defect 13.1.1 


L 


LM 算法 ( 即 阻尼 最 小 二 乘法 )/Levenberg-Marquavdt algorithm 9.13 
工 -稳定 /L-stable 10.9.2 
离散 傅 里 叶 变换 (简称 DFT)/discrete Fourier transformation ` 3.9.1 
离散 牛顿 法 /discrete Newton method 9.3.3 
利 普 希 茨 常数 /Lipschitz constant 10.1.1 
利 普 希 茨 条 件 /Lipschitz Condition 10.1.1 
里 查 森 法 (简称 RF 法 )/Richardson iteration method 7.2 
里 查 森 格式 /Richardson scheme 12.3.2 
里 查 森 外 推算 法 /Richardson extrapolation algorithm 4.4.1 
两 点 边 值 问题 /two-point boundary value problem 11.1 
两 层 差 分 格式 /two-level difference scheme 12.2.2 
良 态 方程 组 /well-condition system of equations 6.9.1 
连 分 式 /continued fraction 3.10 
列 梅 兹 算法 /Remez algorithms 3.3.2 
零 稳定 /zero-stable 10.5.6 
零 模型 /zero pattern 7.6.2 
龙 格 - 库 塔 方法 /Runge-Kutta method 10.4.1 

半 显 式 的 一 /semirexplicit~ 10.4.7 

经 典 ~~/classical~ 10.4.4 

A~ /implicit—~ 10.4.7 
龙 格 - 库 塔 - 费 尔 贝 格 方法 /Runge-Kutta-Fehlberg method 10, 4. 6 
龙 贝 格 积分 /Romberg integration 4.4.2 

人 


鲁 宾 逊 方法 /Robinson method ` 4. 5. 2 

拉 普 拉 斯 方程 /Laplace equation 12.1.1 
拉克 斯 等 价 定理 /Lax equivalence theorem 12.2.2 

拉克 斯 - 弗 兰 德里 希 斯 格式 /Lax-Friedrichs scheme 12.2.3 
拉克 斯 - 温 德 罗 夫 格式 /Lax-Wendroff scheme 12.2.3 

拉 格 朗 日 插值 多 项 式 /Lagrange interpolation polynomial 2.2.2 
拉 盖 尔 多 项 式 /Laguerre polynomials 3.4.4 

拉 盖 尔 和 迭代 法 /Laguerre iteration method 5.8.2 

勒 让 德 多 项 式 /Legendre polynomials 3.4.2 

兰 乔 斯 算法 /Lanczos algorithm 8. 10. 2 

和 鲁 思 定理 /Ruth theorem 5.12 

鲁 思 表 格 /Ruth table 5.12 


m 维 单纯 形 /m-simplex 9.9 

M 矩阵 /M-matrix 7.6.1 

F | š /Maehly approximation 3.13 
米尔 恩 方法 /Milne method 10.5.1 
面积 坐标 /area coordinate 12.4.3 
模型 误差 /model error 1.2.1 

穆 尔 检验 /Moore test 9.10 
筹 法 /power method 8.3.1 


N 


尼斯 特 龙 方法 /Nystrom method 10.5.3 

所 牛顿 法 /quasi Newton method 9.7.1 

拟 消去 法 (简称 PE 法 )/pseudo elimination 7.8 

牛顿 法 /Newton's method 5.4.1 5.5.2 

牛顿 下 山 法 /Newton-descent method 5.4.2 9.3.4 

牛顿 - 科 茨 求 积 公式 /Newton-Cotes integration rule 4.2.4 

牛顿 - 科 菊 六 点 公式 /Newton-Cotes rule of six point 4.2.4 
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牛顿 - 科 芯 七 点 公式 /Newton-Cotes rule of seven point 4.2.4 

牛顿 均 差 插值 多 项 式 /Newton divided difference interpolation polynomial 
2.4.2 

牛顿 向 前 差分 公式 /Newton forward difference formula 2.5.2 

牛顿 向 后 差分 公式 /Newton backward difference formula 2.5.2 

牛顿 型 迭代 法 /Newton type iteration method 9.3.1 

牛顿 -斯 蒂 芬 森 方法 /Newton-Steffensen method 9.3.3 

牛顿 -逐次 超 松弛 迭代 法 /Newton-SOR iteration method 9.5.1 

牛顿 - 赛 德尔 选 代 法 /Newton-Seidel iteration method 9.5.1 

牛顿 下 降 法 /Newton descent method 9.12.3 

内 积 /inner product 2.4.1 


o 


欧 拉 方法 /Euler method 10.2 
改进 一 /modified~ 10.3.3 
后 退 一 /backward~ 10.3.2 
隐 式 一 /impiicit 一 10.3.2 


P 


帕 德 逼近 /Pade approximation 3.12 
帕 德 表 /Padé table 3.12 

旋 阶 收敛 /order p convergence 5.2.2 9.2.1 
平方 收敛 /quadratic convergence 5.2.2 9.2.1 
平方 根 法 /square root method 6.6.3 
Fikr Æ /average convergence rate 7.1 
抛物 线 方 程 /parabolic equation 12.3.1 

抛物 线 法 /parabolic method 5.5.3 

谱 半径 /spectrai radius 6.2.2 7.1 


Q 


强 A- 稳 定 /strongly A-stable 10.9.2 
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三 角 多 项 式 /trigonometric polynomials 3.9.1 
双 曲 型 方程 /hyperbolic equation 12.2.1 
双 网 格 法 /two-grid method 13.1.3 
萨 马 尔 斯 基 格 式 /Samarskii scheme 12.3.3 
数值 求 积 方法 /quadrature method 14.2.1 
数值 分 析 /numerical analysis 1.1.1 1.1.2 
数值 方法 /numerical method 1.1.3 
斯 特 林 公式 /Stirling formula 2.5.4 
斯 蒂 芬 森 和 迭代 法 /Steffensen iteration method 5.3.2 5.5.2 
斯 特 姆 特 序列 /Sturm sequence 5.9.2 
松弛 因子 /relaxation factor 7.4.1 
fE~/under~ 7.4.1 
超 一 /over~ 7.4.1 
JR K — /optimum—. 7.4.3 


T 


梯形 方法 /trapezoidal method 10.3.2 
梯形 公式 /trapezoidal rule 4.2.2 
椭圆 形 方 程 /elliptic equation 12.1.1 
条 件 稳定 /conditional stability 12.2.2 
条 件数 /condition number 6.9.1 

矩阵 一 /matrix 一 6.9.1 

谱 一 /spectral~ 6.9.1 
填 人 /fil-in 6.8.2 
特征 函数 /eigenfunction 14.1 
同步 算法 /synchronization algorithm 1.5.1 
同 伦 映射 /homotopy mapping 9.8.1 
同时 迭代 法 /simultaneous iteration 8.7 
托马斯 算法 /Thomas algorithm 6.7.1 

H~ /partitioned— 6.7.2 
特征 值 /eigenvalue 8.1.1 
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强加 边界 条 件 /forced boundary condition 11.4.1 

奇异 性 的 解析 处 理 /analytic treatment of singularity 4. 10. 3 
区 间 分 析 法 /interval analysis method 1.3.3 

区 间 和 迭代 法 /interval iteration method 9.10 

切 比 雪夫 定理 /Chebyshev theorem 3.2.2 

切 比 雪夫 和 多项式 /Chebyshev polynomials 3.4.3 8.9 

切 比 雪夫 级 数 /Chebyshev series 3.6.2 

切 比 雪夫 求 积 法 /Chebyshev quadrature 4.7 

楚 列 斯 基 分 解法 /Cholesky factorization 6.6.3 
FILMA (Horner 法)/Horner algorithm 1.4:3 5.8.1 
权 函 数 /weight function 3.4.1 

报信 法 /embedding method 9.8.1 

前 光滑 /pre-smoothing 13.1.3 

全 标号 单纯 形 /completely labeled simplex 9.9 

球形 牛顿 法 /ball Newton method 9.10 


R 
尺 级 /R-stage 10.4.1 
s 


AFIR /Schur factorization 8.2.1 

舒 尔 向 量 /Schur vectors 8.2.1 

SOR- 牛 顿 法 /SOR-Newton method 9.5.2 

适 定 的 问题 /wel-poced problem 10. 4.1 

收敛 性 /convergence 10.2 12.2.2 

收敛 因子 /convergence factors 9.2.1 

索 伯 列 夫 空间 /Sobolov space 12.4.1 

会 人 误差 /roundoff error 1.2.1 

三 次 样 条 函数 求 积 法 /numerical integration by cubic spline function 4.8 
三 次 样 条 插值 函数 /interpolation function of cubic spline 2.9.3 
三 层 格 式 /three level scheme 12.2.3 
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一 代数 重 数 /一 algebraic multiplicity 8.1.1 
一 几何 重 数 /一 geometric multiplicity 8.1.1 
一 亏损 的 /一 defective 8.1.1 


u 
WORBE/unitary matrix 6.2.2 
w 


完全 LU 分 解 ( 即 Doolittie 分 解 )/complete LU factorization 7.6.1 
完全 块 因 子 分 解 /complete block factorization 7.8 

完整 的 多 重 网 格 法 (简称 FMG 法 )/full multigrid 13.3 

五 点 差分 格式 /five point difference scheme 12.1.3 

无 条 件 稳定 /unconditional stability 12.2.3 

无 约束 最 优化 /unconstrained optimization 9.1.2 9.12.1 
稳定 性 /stability 12.2.2 

蛙 跳 格式 /leap-frog scheme 12.2.3 

误差 /error 1.2 

误差 界 /error bounds 1.2 1.3.1 1.3.2 


x 


H Bu EE EE /sparse matrix 6.8.1 
稀疏 方程 组 /sparse systems of linear equations 6.8.1 
显 式 方法 /explicit method 10.1.2 
显 式 格式 /explicit scheme 12.2.2 
线性 多 步 法 /linear multistep method 10.1.2 
线性 无 关 函 数 族 /linear independent systems of functions 3.4.1 
线性 收敛 /linear convergence linear convergence 5.2.2 9.2.1 
吸引 点 /point of attraction 9.2.1 
下 降 算 法 /descent algorithm 9, 12.2 
相对 稳定 /relatively stable 10.5.7 
相对 误差 /relative error 1.2.2 
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相 容 性 /consistency 10.2 12.2.2 
相 容 次 序 /consistently ordered 7.4.2 

x~/x~ 7.7.2 
向 量 范 数 /vector norm 6.2.1 

“1”—/“one” 6.2.1 

“2”~/“two”~ 6.2.1 

“co" 一 (又 称 最 大 一 )/“infinite” 一 6.2.1 
向 前 误差 分 析 /forward error analysis 1.3.3 6.9.4 
向 前 差分 /forward difference 2.5.1 
向 后 误差 分 析 /backward error analysis 1.3.3 6.9.4 
向 后 差分 /backward difference 2.5.1 
辛普森 方法 /Simpson method 10.5.1 
辛普森 公式 /Simpson rule 4.2.3 
辛普森 3/8 公式 /Simpson 3/8 rule 4.2.4 
辛普森 微分 公式 /Simpson numerical differentiation formula 4.14.3 
HEIA /property W 7.4.2 
休 塔 方法 /Huta method 10.4.5 
休 恩 方法 /Heun method 10.4.2 
休 恩 三 阶 方法 /Heun third-order method 10.4.3 
削减 奇异 性 方法 /method of subtracting singularity 4. 10. 5 
修正 显 式 中 心 格式 /modified explicit centered difference scheme 12.2.3 
修正 的 数值 求 积 法 /modified quadrature method 14.2.2 
修正 牛顿 法 /modified Newton method 9.3.3 
希 尔 伯 特 矩阵 /Hilbert matrix 3.5 6.9.2 
效率 /efficiency 9.2.1 ` 
弦 截 法 ( 割 线 法 )/secant method 5.5.1 9.6 
循环 约 简 法 /cycle reduced method 6.7.1 

H~ /partitioned~ 6.7.2 


Y 


亚当 斯 方法 /Adoms methods 10.5.2 f 
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亚当 斯 - 巴 什 福 思 方 法 /Adoms-Bashforth method 10.5.2 

亚当 斯 - 莫 尔 顿 方 法 /Adoms-Moulton method 10.5.2 

亚当 斯 四 阶 预 测 -校正 方法 /Adoms fourth-order predictor-corrector method 
10. 6.2 ` ; 

压缩 映射 /contraction mapping 9.2.2 

压缩 存储 形式 /packing storage scheme 6.8.3 

约翰 还 算法 /Johnsson algorithm 6.7.2 

延 拓 法 /continuation 9.8.1 

延 拓 算 子 /prolongation operator 13.1.3 

# BJ HE BE /Jacobi matrix 9.1.3 

雅 可 比 和 迭代 法 /Jacobi iteration method 7.2 

雅 可 比 超 松弛 法 (简称 JOR 法 )/Jacobi over relaxation method 7.2 

一 次 插值 多 项 式 /uniform approximation polynomial 3.2.1 

隐 式 方法 /implicit method 10.1.2 

隐 式 格式 /implicit sheme 12.2.3 

有 理 函 数 捅 值 /rational function interpolation 2.11.1 

有 限 元 方法 /finite element method 11.5 

有 限 体积 法 /finite volume methods 12.1.3 

有 限 差分 格式 /finite difference scheme 12.1.3 

有 效 数字 /significant digits 1.2.3 

预测 -校正 方法 /precictor-corrector method 10.6.1 

预 处 理 /precondition 6.8.2 

用 插值 多 项 式 求 数值 微分 /numerical differentiation by interpolating polynomial 

4.14.2 

依赖 区 域 /domain of dependence 12.2.1 

异步 算法 /asynchronous algorithm 1.5.1 

辛普森 公式 /Simpson rule 4.2.3 

迎风 格式 /upwind scheme 12.2.3 

映射 /mapping 9.1.1 

圆 盘 和 迭代 法 /circular iteration method 5.13 

原点 平移 法 /shift of origin 8.3.4 
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Z 


整体 截断 误差 /global truncation error 10.2 10.5.1 

中 点 方法 /midpoint method 10. 4. 2 
B — /implicit— 10.4.7 

中 点 公式 /midpoint rule 4.2.5 

中 点 微分 公式 /midpoint numerical differentiation formula 4.14.3 

中 心 差分 /central difference 2.5.1 

周期 样 条 晒 数 /periodic spline function 2.9.3 

直接 映射 /straight injection 13.4.5 

自然 边界 条 件 /natural boundary condition 11.4.1 

自 适 应 辛普森 方法 /adaptive Simpson quadrature 4.9.1 

自 适应 积分 法 /adaptive quadrature 4.9 

指数 格式 /exponential scheme 12.3.3 

增长 因子 /amplification factor 12.2.2 

正规 阵 /normol matrix 8.1.4 

正 交 函数 族 /orthogonal systems of functions 3.4.1 

正则 分 裂 /regular splitting 9.11.1 

正则 分 解 /regular splitting 7.6.1 

逐次 超 松弛 法 (简称 SOR 法 )/successive over relaxation method 7.4.1 
对 称 一 (简称 SSOR 法 )/symmetric~ 7.5 

J |x R F bl /least square approximation 14.4.1 

最 佳 一 致 逼近 /minimax uniform approximation 3.1.2 3.2.2 

WEA BBB U /best rational approximation 3.11 

服 佳 平方 逼近 /least square approximation 3.1.2 3.5 

最 佳 偏 差 /minimax error 3.2.2 

最 小 二 乘法 /least square method 3.8 

最 速 下 降 法 /steepest descent method 7.9.2 9.12.3 

子 空间 迭代 法 /subspace iteration 8.7 
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